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• DK  L’INTÉCHATION  DES  DIFFÉUENTIELLKS. 


Objet  du  Calcul  intégral. 

-toc.  Nous  avons  fait  connaître,  dans  le  Calcul  diffé- 
rentiel, les  règles  au  moyen  desquelles  on  obtient  les 
différentielles  des  divers  ordres  des  fonctions  d’une  ou  de 
plusieurs  variables  indépendantes;  nous  avons  montré 
en  outre  qu’en  combinant  des  équations  données  où  figu- 
rent plusieurs  variables,  avec  celles  qu’on  en  déduit  par 
la  différentiation,  on  peut  éliminer  certaines  quantités 
arbitraires  et  former  ce  que  nous  avons  nommé  des  équa- 
tions différentielles  ou  des  systèmes  de  telles  équations. 

Le  Calcul  intégral  a en  vue  les  problèmes  inverses.  Il 
a pour  objet:  i"la  détermination  des  fonctions  d’après 
leurs  différentielles  ; 2"  la  reclierclie  des  relations  qui 
II.  I 
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lient  entre  elles  plusieurs  variables  assujetties  à satisfaire 
à des  équations  différentielles  données.  Le  premier  pro- 
blème est  évidemment  compris  dans  le  second,  et  il  en 
constitue  le  cas  le  plus  simple;  un  grand  nombre  de 
questions  importantes  viennent  s’y  rattacher,  et  il  sera 
pour  nous  le  sujet  d'une  élude  approfondie. 

Nous  devons  faire  remarquer  ici  que  nous  avons  eu 
plusieurs  fois  l’occasion,  dans  le  Calcul  différentiel,  de 
traiter  des  questions  qui  appartiennent  proprement  au 
Calcul  intégral.  Ces  questions  que  nous  avons  pu  ré- 
soudre au  moyen  des  propriétés  fondamentales  des  fonc- 
tions dérivées  sont  une  utile  préparation  aux  théories 
que  nous  avons  à exposer. 

Des  intégra/es  indéfinies  et  des  intégrales  définies. 

407.  Soit  f(x)  une  fonction  réelle  d’une  variable  indé- 
pendante X,  que  nous  supposerons  continue  pour  les  va- 
leurs réelles  de  x comprises  entre  deux  limites  Xo  et  X. 
Nous  avons  vu  (n“  187)  qu’il  existe  toujours  une  fonction 
ayant  pour  différentielle  f[x)dx\  effecli veinent,  si  l’on 
trace  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  que  l’on  con- 
struise la  courbe  CMD  dont  l’ordonnée  > soit  égale  à f{x), 
et  que  l’on  mène  deux  ordonnées  CA,  MP  qui  répondent 
à deux  abscisses  comprises  entre  Xo  et  X,  l’une  de  ces 
abscisses  étant  déterminée  et  l’autre  x étant  regardée 

v! 

I r.y' 

■1 



A I'  B Z 

comme  variable,  l’aire  ACMP  sera  une  fonction  de  x 
qui  a pour  dérivée /(x)  et  pour  différentielle  f(x)  dx. 

D’ailleurs,  pour  que  deux  fonctions  aient  la  même  dif- 
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férenticlle,  il  faut  et  il  suQit  que  la  différence  de  ces  fonc- 
tions soit  cônstante;  donc  il  existe  une  infinité  de  fonc- 
tions ayant  pour  différentielle  f{x)  dx,  et  ces  fonctions 
ne  diffèrent  entre  elles  que  par  une  constante.  Notre 
construction  nous  indique  l’existence  de  toutes  ces  fonc- 
tions, puisque  l’ordonnée  fixe  CA,  à partir  de  laquelle 
est  comptée  l’aire  ACMP,  a été  choisie  arbitrairement; 
si,  au  lieu  de  cette  ordonnée,  on  en  prend  une  autre 
C'A',  on  obtiendra  une  aire  nouvelle  A'C'MP  qui  aura 
encore  f (x)  dx  pour  différentielle. 

La  fonction  dont  la  différentielle  es[.f[x)dx  ren- 
ferme ainsi  une  constante  arbitraire;  elle  est  dite  V inté- 
grale indéfinie  ou  simplement  Vintêgrale  delà  différen- 
tielle f [x)  dx  ^ et  on  la  représente  par 

J /(-^)  d'c. 

D’apres  cela,  si  F [x)  désigne  l’une  des  valeurs  de  celte 
intégrale,  c’est-à-dire  l’une  des  fonctions  qui  ont  f(x)  dx 
pour  différentielle,  on  aura 

(.)  J /{x)dr  = F {j:)+C, 

C étant  une  constante  arbitraire. 

4(18.  Le  problème  qui  a pour  objet  l’intégration  d’une 
différentielle  donnée  deviendra  déterminé  si  l’on  ajoute 
la  condition  que  l’intégrale  se  réduise  à zéro  pour  une 
valeur  donnée  x„  de  x.  Effectivement,  la  constante  C de 
la  formule  précédente  devra  être  telle,  que  l’on  ait 

F (.r„)  -t-  C = o, 

et  il  viendra 

(2)  J/(T]dx  = F{x)-F{.T.)-, 

cette  expression  sera  celle  de  l’aire  ACMP  considérée 
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plus  haut,  si  l’on  suppose  «jue  rordoniiée  fixe  CA  ré- 
ponde à l’abscisse  Xo. 

Si  l’on  donne  à x la  valeur  délcrtninée  X,  l’iiilé- 
grale  (2)  prendra  une  valeur  déterminée  égale  à 


F(X)-F(x.); 


on  la  représente  par 


f' 


/{x)dx. 


et  elle  est  dite  Vintégrule  déjinie  de  la  d^érentiellc 
f(x)  dx  prise  à partir  de  x = x»  jusqu’à  x = X;  ainsi 
l’on  a 

(3)  r’"/(x)r/^  = F(X)-F(x.). 
dx. 

Cette  intégrale  a pour  valeur  l’aire  ACDB,  comprise 
entre  la  courbe  dont  _/'(x)  est  l’ordonnée,  l’axe  des  x et 
les  ordonnées  CA,  DB  qui  répondent  aux  abscisses  Xo 
et  X.  Or,  nous  avons  vu  (11“’  10  et  188)  que  si  l’on  divise 
l’intervalle  X — Xo  en  n parties  égales  ou  inégales  re- 
présentées généralement  par  Ax,  puis  que  l’on  construise 
des  rectangles  intérieurs  et  extérieurs  ayant  pour  bases 
res  diverses  parties  et  pour  hauteurs  les  ordonnées  cor- 
respondantes de  la  courbe  CD,  la  somme  de  ces  rec- 
tangles/’(x)  Ax  tend  vers  une  limite  égale  à l’aire  ACDB, 
quand  les  Ax  tendent  vers  zéro  et  que  leur  nombre 
augmente  indéGniinent.  Il  en  résulte  que  l’on  a 

(4)  J /{x)rf.r  = lini  ^/(x^A,r, 

' Z =ZX, 

ce  qui  exprime  la  proposition  suivante  : 

V intégrale  déjinie  de  la  différentielle  f'(x)  dx  prise 
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de  X = à X — X <fsf  la  lii;iite  vers  laquelle  tend  la 
somme  des  valeurs  que  prend  la  différentielle  f[x)  dx 
ou  f {x)  Ax,  quand-  X -varie  de  Xo  à X en  prenant  des 
accrovisements  successijs  infiniment  petits. 

C’est  en  raison  de  celte  propriété  qu’on  a choisi  le 
signe  y,  initiale  du  mot  somme,  pour  représenter  les 
intégrales. 

Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  ne  suppose 
pas  que  la  fonction  f [x)  conserve  le  même  signe  quand 
X varie  de  x„  à X,  ou  que  la  limite  supérieure  X soit 
plus  grande  que  la  limite  inférieure  x,;  si  l’on  a X x„, 
les  accroissements  Ax  sont  négatifs  et  chaque  produit 
y'(x)  Ax  est,  dans  tous  les  cas,  positif  ou  négatif,  selon 
que  ses  facteurs  ont  le  même  signe  ou  des  signes  con- 
traires. 

409.  La  notation  dont  nous  faisons  usage  pour  repré- 
senter les  intégrales  définies  peut  être  employée  avec 
avantage  dans  le  cas  des  intégrales  indéfinies.  Reprenons 
en  effet  la  formule  (3)  et  considérons  la  limite  supérieure 
X de  l’intégrale  comme  une  variable;  on  peut  alors  écrire 
X au  lieu  de  X,  et  il  viendra 

(5)  rV(-^;.r/,rx^F{.r)-F(.r,  ; 

celte  expression  représente  l’une  des  valeurs  de  l’inté- 
grale indéfinie  de  la  différentielle  f(x)  dx,  savoir,  celle 
de  ces  valeurs  qui  s’annule  pour  x = x„  ; on  a donc 

(6)  J'/{x)(Ij:  = J'  /{x'jd.r -h  C, 

C étant  une  constante  arbitraire. 

La  limite  X,  peut  être  choisie  à volonté,  en  exeluanl 
cependant  les  valeurs  particulières  pour  lesquelles  F (.7  „) 
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serait  infinie;  si  on  la  regarde  comme  une  constante  ar- 
bitraire, F (x^)  sera  elle-même  une  constante  arbitraire, 
et  l’on  pourra  écrire  simplement,  à cause  de  la  for- 
mule (5), 


d.r-, 


mais  il  vaut  mieux,  en  général,  se  réserver  le  droit  de 
fixer  la  limite  à partir  de  laquelle  commence  l’intégrale 
et  laisser  subsister  la  constante  arbitraire  dans  le  second 
membre  de  la  formule. 


Dps  procédés  d'intégration. 

410.  Quelle  que  soit  la  fonction  explicite  ou  implicite 
f[x)  de  la  variable  réelle  x,  pourvu  qu’elle  soit  continue 
dans  un  certain  intervalle,  il  existe,  comme  nous  l’avons 
démontré,  une  fonction  bien  déterminée  qui  a pour  diffé- 
rentielle J'{x)  dx  et  qui  se  réduit  à zéro  pour  une  valeur 
donnée  (juelconque  x„  de  x.  Nous  sommes  convenus  de 
représenter  cette  fonetion  par  la  notation 


mais  il  est  naturel  de  elierclier  à l’exprimer,  quand  cela 
est  possible,  parle  moyen  des  éléments  analytiques  con- 
nus, c’est-à-dire  par  les  fonctions  algéhtiqncs,  logarith- 
miques, exponentielles  et  circulaires.  Cette  recherche 
constitue  ce  que  l’on  nomme  Yintégration  de  la  différen- 
tielley(x)  rfx;  elle  fera  l’objet  des  développements  que 
nous  nous  proposons  de  présenter  ici  et  qui  sont  néces- 
sairement bornés  à un  petit  nombre  de  cas. 

tu.  Cas  d’uhe  intégrale  exprimable  par  une  fonc- 
tion SIMPLE.  — Nous  devons  avant  tout  rappeler  les 
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résultats  auxquels  nous  a conduit  la  difTérentiation  des 
fonctions  simples,  car  ces  résultats  nous  font  connaître 
les  intégrales  qui  s’expriment  par  une  telle  fonction. 
On  a 


d \ — =x“dx,  rfsin.r  = cos.rrf.r,  dcot.r— , 

" ' sin’j- 

d — ^d'^d-r,  rfcos.r  = — sin.rrf.r,  rfséc  J"  = , 

COS' JT 

rflogj:= — , rftangj-= , rfcoséc3':= — cosxd.r 

^ cos' J-  »in>  1- 


. • ”t“  d.T  • ^.r 

aarcsinx=— , f/arccot.r= , 

V'  I — •r'  I -t-  x' 

J — , 4-  ff.r 

d arc  cosx  = —^—-z  i d arc  secx  = - — , 

V I — x'  X ^.r'  — I 


d arc  tangx  : 


d.T 


r/arc  cosécx  = 


— d.T 
' ^x’  — I 


et  on  en  conclut  immédiatement,  en  désignant  par  C une 
constante  arbitraire, 


tf*"' 

.r"  dx  = 1-  C, 

n + I 

^ cosxrfx  = sinx  -4-  C, 

r dx 

J siii’x  ' 

— cotx  -4-  C, 

e”‘dxz= 1-  C, 

J' sinxd.T  — cosx  4-  C, 

r sinxf/x 

— : sécx  -(-  C, 

m 

J cos'  X 

d.T 

— = logx  -1-  C, 

/’  dx 

1 - r = tangx  -4-  C, 
J cos’x  ° 

l'cos  .rdx 
J sin'x 

— — cosécx -4- C; 

= arc  sinx  + C =:  — arc  cosx  -(-  C, 


/rfx 

- , = arc  tangx  + C = — arc  cotx  C, 

i Jt!*  ' 

/’  '/x 

I — = arc  secx  -H  C = — arc  cosécx  -h  C. 
J xy/i  — .r» 
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On  peut  aussi  écrire,  eu  désignant  par  x\  une  valeur 
quelconque  de  x, 


X"  tU  = 


X 

I L'"’  dx  = -- 

'!±  — 

Jx. 


■C”-'  — J-0 


m 


logjr—  log.r,  = log- 


La  troisième  formule  de  ce  groupe  est  comprise  dans 
la  première,  et  elle  se  déduit  de  celle-ci  en  faisant  tendre 
/*  + I vers  zéro;  on  a effectivement,  par  la  règle  du 
n”  124, 


,l_r 

— = Ingx  — logxj  = lim ‘ — pour  /?  -+-  i = o. 

„ -H  , 

Si  l’on  suppose  x,  = i dans  la  formule  précédente,  il 
viendra 

^ dx 


n 


logx; 


on  trouverait  de  même,  en  prenant  x„  = o, 

/'•'  dx  dx 

I — arc  tang.r,  I = arc  sin  x. 

J„  ^ Jo 

La  fonction  log  x cl  les  fonctions  circulaires  inverses, 
telles  que  arctaugx,  arcsinx,  sont  donc  des  intégrales 
de  différentielles  algébriques,  ainsi  que  nous  eu  avons 
déjà  fait  la  remarque  (n“  45),  et  si  l'Algèbre  et  la  Ti  i- 
gonométrie  u’eii  avaient  préalablement  constitué  la  théo- 
rie, elles  se  seraient  présentées  dès  le  début  du  Calt  ul 
intégral  comme  des  éléments  analytiques  nouveaux  indis- 
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pensables.  Celte  remarque  suffit  pour  faire  pressentir  dès 
à présent  que  l’intégration  doit  donner  naissance  à une 
inÜnité  de  fonctions  nouvelles  irréductibles  aux  types 
déjà  connus,  ce  qui  ouvre  à l’analyse  un  champ  de  re- 
cherches illimité. 


412.  Cas  n’tI>E  nlFFÉHEHTIELLE  ÉGALE  AU  PnODUIT 

d’une  DIFFÉIIEKTIELLE  DONNÉE  PAR  UNE  CONSTANTE.  

Soit  la  différentielle  aur/x,  dans  laquelle  a est  une  con- 
stante et  U une  fonction  de  x;  il  est  évident  que  l'on  a 


/ 


au  = 


car  les  deux  membres  de  celte  égalité  ont  la  même  dill'é- 
rentielle  et  chacun  de  ces  membres  renferme  d’ailleurs 
une  constante  arbitraire. 

Si  l’on  veut  prendre  l'intégrale  de  audx  de  manière 
qu’elle  s’annule  pour  x = Xo,  on  écrira 


audx  = a 


égalité  évidente  puisque  les  deux  membres  ont  la  même 
did'érenlielle  et  qu’ils  s'annulent  tous  deux  pour  x = .r„. 


413.  Cas  ou  la  différentielle  donnée  est  la  somme 

DE  PLUSIEURS  différentielles.  Soicnt  U,  1',  \e, . . .,  .r 

des  fonctions  données  de  x ; si  l’on  pose 


= « -I-  e 4-  «’  -t-  . . . -t-  J, 


il  est  évident  que  l'intégrale  indéfinie  de  la  différentielle 
ydx  aura  pour  valeur 


J' j dx  = J udx  ■+■  J' vdx  -h  J ivdx  -+-...  -h ^ sdx. 


car  les  deux  membres  de  cette  égalité  ont  la  iiiènic  diffé- 
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reiiticllc,  et  en  conséquence  ils  ne  peuvent  différer  que 
par  une  constante;  chaque  intégrale  entraîne  d’ailleurs 
avec  elle  une  constante  arbitraire. 

Si  l’on  veut  prendre  l’intégrale  de  la  différentielle^' tir 
de  manière  qu’elle  s’annule  pour  x = r»,  on  aura 


/%X  pX  pX  pX 

yd.T—  I iid.v-h  j l'fZr i I sdx, 

X,  «/X,  */x,  t/X, 


puisque  les  deux  membres  de  cette  formule  s’évanouis- 
sent pour  X = Xo. 

Si  U et  v'  sont  deux  fonctions  réelles  de  la  variable 
réelle  x et  que  l’on  fasse 

jr=lt-hl'  \/—  I , 

on  aura  (n“  359) 


ou 


« -H  — I J' l'dx, 

Jf^-X  nx 

jrdx=  I udx-k-^ — I I vd.r.. 
X.  •J.r.  J X, 


414.  Intégration  par  parties.  — Le  procédé  dit  de 
l'intégration  par  parties  est  d’un  usage  fréquent  en  ana- 
lyse, où  il  offre  de  précieux  secours;  voici  en  quoi  il  con- 
siste. Soient  « et  u deux  fonctions  quelconques  d’une 
môme  variable  r,  on  a 


d{iii’)  dv 

dx  dx 


du 

'Tr' 


multipliant  par  dx  et  prenant  ensuite  l’intégrale  indé- 
finie de  chaque  membre,  on  aura 


(ir. 
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OU 

nous  n’ajoutons  pas  de  constante,  puisque  chaque  inté- 
grale comporte  une  constante  arbitraire. 

La  formule  précédente  exprime,  comme  on  va  voir,  la 
règle  de  l’intégration  par  parties.  Soit^^rfr  une  différen- 
tielle donnée;  parmi  les  manières  en  nombre  indéfini  de 
décomposer  ydx  en  deux  facteurs,  eboisissons-en  une 
telle,  que  l’un  des  facteurs  soit  la  différentielle  d’une 
fonction  connue  et  désignons  par  u l’autre  facteur  ; alors 
on  aura 

, fi»  , 

ydx  — u — dx. 


et  d’après  la  formule  (i)  l’intégrale  de  la  différentielle 
ydx  pourra  être  décomposée  en  deux  parties,  savoir  : 
une  partie  intégrée  et  une  partie  non  intégrée. 


— ^ ^ dx.  C’est  donc  à l’intégration  de  la  différen- 


du 


tielle  V — dx  que  se  trouve  ramenée  celle  de  la  différen- 


tielle ou  U 


dv 

dx 


dx.  Si  la  nouvelle  différentielle  est 


plus  simple  que  la  proposée,  on  aura  fait  un  emploi 
avantageux  de  l'intégration  par  parties. 

Si  l’on  veut  prendre  les  intégrales  de  la  formule  (t)  de 
manière  qu’elles  s’annulent  pour  x — Xj  , il  est  nécessaire 
de  tenir  compte  de  la  constante  arbitraire  qui  accom- 
pagne l’intégrale  de  l’un  des  membres,  celle  du  second 
membre,  par  exemple.  Cette  constante  est  évidemment 
égale  à la  valeur  changée  de  signe  que  prend  la  partie  in- 
tégrée uv  pour  X = Xo  ; donc  si  l’on  désigne  par  «o  et  w. 
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les  valeurs  de  a et  de  e qui  répondent  à x = x^.  on  aura 


on  écrit  aussi,  quelquefois, 


le  symbole  exprimant  la  différence  ue — «o 


dx. 


Exemples.  — Nous  aurons  l’occasion,  dans  ce 
qui  va  suivre,  de  faire  des  applications  nombreuses  du 
procédé  que  nous  venons  d’indiquer;  il  convient  cepen- 
dant d’en  présenter  ici  des  exemples, 
i"  Considérons  d’abord  l’intégrale 


et  prenons 

U = logjr. 


on  aura 


/ 


\of^xJr  JC  log  JT 


f/x 


l’intégrale  du  second  membre  se  réduit 
dire  à x -I-  une  constante;  on  a donc 


c’est-â- 


/ 


logxdx  = X logx  — X + C, 


C étant  une  constante  arbitraire.  Dans  cet  exemple,  l'in- 
tégration par  parties  permet  de  trouver  la  valeur  de  l’in- 
tégrale proposée. 
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a°  Considérons  l’intégrale 


Uj:-, 


décomposons  la  différentielle  en  deux  facteurs 


X",  e~‘  d.r. 


i3 


dont  le  second  est  la  différentielle  de  — ; les  fonc- 
tions que  nous  avons  désignées  par  u et  e sont  ici  a'"  et 
— ; on  a donc 


/ 


X"  dx  — X"  e"-'  -+-  , 


■I 


x"“‘  «r  ‘ dx 


L’intégrale  proposée  est  ramenée  à une  autre  intégrale 
de  même  forme  et  qui  ne  diffère  de  la  première  qu’en 
ce  que  l’exposant  m de  x est  remplacé  par  m — i.  Si 
le  nombre  m est  positif,  la  nouvelle  intégrale  est  plus 
simple  que  la  première;  le  contraire  a lieu  quand  m est 
négatif,  et  dans  ce  dernier  cas  c’est  l’intégrale  du  second 
membre  qu’il  faudra  regarder  comme  réduite  à celle  du 
premier;  écrivant  — m i au  lieu  de  m,  la  formule 
précédente  donnera 

I r 

x~"  </r  = -t- I x'~*'e~^dx. 

i — m i—m  J 

Supposons  que  in  soit  un  entier  positif,  et  posons,  pour 
abréger , 


//„  = f X"  C-* 

Jo 


(/x,  = — x"  c~‘. 


on  aura,  par  la  formule  trouvée  plus  haut,  en  remarquant 
que  s’annule  pour  x — o. 


l4  CALCUL  inTÉCnAL. 

cl,  eu  donnanl  à m les  valeurs  i,  2,  3,.  . . , il  viendra 

U|  nu  a,  -ï-  U, , 

U,  =:  a,  + 2M, , 


u„  = a*  + »IB_,  ; 

ajoutant  ces  équations,  apres  les  avoir  multipliées  res- 
pectivement par  les  facteurs 

I I I 

1,  J » 

1.2  1.2.0  I . 2 • . . /M 

il  viendra 


«m  . «I 

«I  -f-  — 

1 .2.  . .m  I 


I . 2 


I .2.  . .m’ 


or 


d’où 


on  aura  donc 


4-  const., 


«,  = / e~‘dx  = i — e~*; 
Jo 


I 


J 

x"'  e-‘  dx 


I .2 


■416.  Imtégratio-n  par  substitution.  — Le  procédé 
d’inlégralioii  qu’il  nous  reste  à indiquer  consiste  dans  le 
changement  de  la  variable  indépendante;  ce  procédé  et 
celui  de  l’intégration  par  parties  constituent  les  res- 
sources principales  de  la  partie  du  Calcul  intégral  dont 
nous  nous  occupons. 

Soit y(x)  dx  une  différentielle  donnée;  si  l’on  prend 
une  nouvelle  variable  indépendante  t liée  à x par  une 


1 
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équation  telle  que 

(l)  = 

on  aura 

rlx  = 

et,  par  conséquent, 


il  en  résultera 


J/{x)dz  = 


Si  l’on  sait  intégrer  la  différentielle  <{«(()  et  que  l’on 


on  aura  aussi 


J* (t)  fit  ='¥  (i)  -i-  const., 
J f[x)dx=  ¥(/)  + roDSt., 


et  en  remettant  au  lieu  de  t sa  valeur  exprimée  en  3\ 


J'/{x)  dx  = F (j:)  -t-  const., 


F (jr)  étant  une  fonction  connue. 

L’emploi  de  la  méthode  de  substitution  peut  être  très- 
utile,  même  lorsqu’elle  n’a  pas  pour  effet  l’intégration 
de  la  différentielle  donnée;  elle  permet  en  effet,  dans 
un  grand  nombre  de  cas,  de  substituer  à l’intégrale 

J' f(lc)  dx  de  celte  différentielle  une  autre  intégrale  plus 
simple  J' <p(t)dr. 

Supposons  qu’on  veuille  prendre  l’intégrale  de  la  dif- 
férentielle f [x)  dx  de  manière  qu’elle  s’annule  pour 
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ib 

X =:  .r„;  alors  l’intégrale  de  la  diffémiiiclle  égale  ij/  (t)  dl 
devra  être  prise  aussi  de  manière  qu’elle  s’annule  pour 
la  même  valeur  de  x.  Par  conséquent,  si  désigne  la 
valeur  qu’il  faut  donner  à t pour  que  x se  réduise  à x, , 
on  aura 


f /{x)dx=  f 
J J, 


■417.  Exemples. — i"  Considérons  d’abord  l’intégrale 
Ç [ax  h)"  dx.  Posons 


t — h rit 

nx  U =■  t , X — ) dxTx:-  — } 

a a 


il  viendra 


/ 


[ax  -I-  6)"  dx  ; 


V" dl  = ; ^ h const.. 


I [ax  + brdxzx  - - - - ronsl. 

J' 

2"  Soit  eu  second  lieu  l’intégrale  / 1 

^ J x'-^pxx-rj 

P et  q étant  des  quantités  données,  telles  que  l’on  ait 
/»*  — 47  <C  O-  Si  l’on  pose 


P 

2 


-El„ 


il  viendra 


r = ' ç 

J x’-h/rx-^t/  1/ 


V’-ï 


rf/ 

r -h  I 


or  ou  a 


f-i''-  = 


arc  tangr  + const. 
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donc 

r — = 

J 4- /«•-)- y 


7. 

arc  tang  — 4-  consl. 


v/-f 

Jnicgration  fies  différentielles  rationnelles. 

-ils.  L’élude  des  diflercnliellcs  algébriques  va  d'abord 
nous  occuper,  mais  celle  élude  doil  élre  bornée  ici  aux 
cas  les  plus  simples;  nous  considérerons  en  premier  lieu 
les  différcnliclles  ralionnclles. 


Toute  fonclion  ralionnelle 


Ffxl 

/t-r) 


de  la  variable  oc  esi 


décomposable  (n°392)  eu  une  partie  entière  qui  peut 
être  nulle,  et  en  diverses  fractions  simples  ayant  pour 
numérateurs  des  constantes  et  pour  dénominateurs  les 
puissances  des  binômes  linéaires  par  lesquelles  le  dénomi- 
nateur f{x)  est  divisible.  Ainsi,  en  supposant 


/(.r)=(x-«r(a--i)S...(x-//, 


on  a 

■ ri::! 
/(■^) 


: fl,  .r"  4-  fl,  ■r'”-' 

+ . . 4- 

A 

A, 

(.r 

— «)“ 

B 

B. 

(■c 

h 

1 

T 

1 

H 

I, 

L, 

-lÿ  ' 

(■'•-0'"' 

B,... 

1 Li  ■ • • ) 

flo  ) • 

. .4- 


— I 
.r  — {I 

Pç- 

X — b 


L>-, 

•r  — 


II. 
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cients  constante.  Or,  on  a 


1-  cODSt.: 


on  a aussi,  quand  est  dilTérenl  de  i. 


C — _ ' 

J (T-7p  ~ “ (7^  ■ 

et,  dans  le  cas  de  /x  = i, 


const., 


= lo(j(.r  — g')  4-  const.; 

si  donc  on  intègre  les  deux  membres  de  la  formule  (i), 
après  les  avoir  multipliés  par  dx,  il  viendra 


/, 


F(.r) 

A--) 


d.r  — 


m 4-  I 


.r«+'  + ■ 


A _ 

B 

(-5 


H-f-  ^^.rH-consl. 

2 


A„_|log(.r  — «) 


+ Bg_,Iog(.r— 


Î! ^ ..._Î2l=Z4-Lj_,log{.r-/); 

de  cette  formule  résulte  la  proposition  suivante  : 

TnÉonÈME.  — L'intégrale  d'une  différentielle  ration- 
nelle est  toujours  exprimable  par  des  fonctions  algé- 
briques et  logarithmiques. 


Conditions  pour  que  l'intégrale  d'une  différentielle 
rationnelle  soit  algébrique. 

419.  Pour  que  l’intégrale  de  la  différentielle  ration- 
nelle^^ dx  soit  algébrique,  il  faut  et  il  suffit  que,  dans 
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F (.r) 

le  développement  de^-’^j-  en  fractions  simples,  il  n’y  ait 

aucun  terme  dont  le  dénominateur  soit  du  premier  de- 
gré. Les  conditions  pour  cju’il  en  soit  ainsi  sont,  en  con- 
servant les  notations  du  numéro  précédent, 


A„_,  =0,  B-_, 


C,_,=o.. 


Cela  exige  d’abord  que  le  polynôme  J [x)  ne  contienne 
aucun  facteur  linéaire  simple.  Nous  avons  vu,  au  n°  .31)8, 
qu’en  posant 


ou  a 
A„_.  = 


F(.r) 

J 

='->  («) 


cF(.r) 


~ 1.2.  . .(S 


les  conditions  pour  que  j ~ — - dx  soit  algébrique  sont 

J J 


quelles  que  soient  les  quantités  a,  ô,.  . .,  c,  réelles  ou 
imaginaires. 

Ces  conditions  sont  en  même  nombre  que  les  racines 
fl,  /;  mais  si  le  degré  de  F (x)  est  inférieur  de 

deux  unités  au  moins  à celui  de  J {x),  l’une  d’elles  sera 
comprise  dans  les  autres.  Désignons,  en  effet,  par  m le 
degré  de  f(x),  et  supposons  que  F [x)  soit  au  plus  du 

F f r ) 

degré  m — 2 ; la  partie  entière  F (x)  de  nulle, 

et  si  l’on  réduit  au  même  dénominateur  toutes  les  frac- 
tions simples,  pour  les  ajouter  et  recomposer  la  fraction 

on  voit  sans  peine  que  le  numérateur  de  la  frac- 

/(•'■) 
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lion  ainsi  obtenue  contiendra  x"‘~'  avec  le  coefCcieiu 


B, 


L, 


■a-l  ■ ^G-1  -f- 

Ce  coeflîcieni  doit  être  nul,  puisque  F [x)  est  du  degré 
m — a au  plus;  on  a donc 

t.2...(a  — i)  — ')  ' — ij 


it,  l’une  ( 
dx  soit  algébrique  rentrera  dans  les  autres. 


et,  par  conséquent,  l’une  des  conditions  pour  que 

riSfi 

J /(x)‘ 

L’équation  précédente  comprend,  comme  cas  particu- 
lier, une  formule  (jue  nous  avons  établie  au  n“  304. 


litre  forme  de  l'intégrale  des  différentielles 
rationnelles. 


420.  Ce  que  nous  avons  dit  au  n“  418  est  applicable  à 

une  différentielle  rationnelle  quelconque  Si, 

parmi  les  racines  de  l’équation  f(x)  = o,  il  y en  a qui 
soient  imaginaires,  l’intégrale  renfermera  des  logarithmes 
imaginaires,  mais  on  pourra  les  remplacer  par  des  arcs 
de  cercles  réels  en  se  servant  des  formules  que  nous  avons 
établies  au  n"  371 , et  l’on  obtiendra  ainsi  un  résultat  dé- 
barrassé d’imaginaires,  pourvu  cependant  que  les  coelïi- 
cients  des  polynômes  F (x)  et  f(x)  soient  réels.  Mais,  en 


supposant  ce  dernier  cas,  la  fonction  rationnelle  est 

/(•'•) 

susceptible,  comme  on  l’a  vu  (n"  401),  d’un  mode  de 
décomposition  où  ne  fîgurent  que  des  quantités  réelles,  et 
il  est  facile  deprocéder  à l’intégration  en  partant  de  cette 
décomposition  nouvelle. 

Ici  l’expression  de  | pourra  contenir  des  termes  de 
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même  forme  qu'au  n*’  418  avec  de  nouveaux  termes  de  la 
forme ? P et  O désicnanl  des  coefficients 

{.r^ -+ px -i- q j"  ^ ° 

réels  constants,  et  x*  -f-  px  -f-  <7  étant  le  produit  des  fac- 
teurs linéaires  qui  répondent  à deux  racines  imaginaires 
conjuguées  de  l’équation  J {x)  = o.  A l’égard  des  pre- 
miers termes,  nous  n’avons  rien  à ajouter  à ce  que  nous 
avons  dit  plus  haut,  cl  nous  avons  à nous  occuper  seule- 
ment des  intégrales  de  la  forme 


,,,, 

J (x^ -h  px  + r/)’ 

Par  la  substitution 


l’intégrale  précédente  devient  égale  à 


or  idt  étant  la  moitié  de  la  différentielle  de  on  a, 

si  n est  > i , 


r tdt 


I 

2{n  — 1)  {f  -i-  l)"~' 


const., 


et  SI  « = I, 


= - log  -H  i)  -4-  const.  ; 

-t-  I 2 ° ‘ 

tout  est  donc  ramené  à déterminer  l’intégrale 
J (f'-t-i)” 
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En  introduisant  au  numérateur  de  la  dilTérentielle  le 
facteur  (t*  -4- 1)  — t’,  il  vient 


r 'it  _ r àt  r O dt 

J ~ J (7>  1 “ J {t’-t-i}"  ■ 


on  a ensuite 


et 


^ l' dt  } r o.t  dt 

J ~ 2 J ' (/'  -I-  l')*’ 

’i"/'  _ ^ r J I . 


l'intégration  par  parties  donnera  donc 

r odt  t \ r dt 

J a(n  — 1)(/ 


au  moyen  de  quoi  l’on  aura 


•xn  — ^ r dt 


dt  I t 

-i-i)"  2/1  — a (/’-+- ii“~'  ' 2//  — a J (f’-t-i)”"' 


On  aura  de  môme,  en  écrivant  ri  — i,  n — a,...,  a au 
lieu  de  //, 


J (t’H-l)""' 


I — 5 Ç dt 

J (/’T-.p»’ 


2/1  — 4 (t'-l-l)"”'  2/1 — 4 

('  dt  I t i P dt 

J (t^Tj’~7.  r -h 7 a J 7 i" 


Si  l’on  ajoute  les  n — i équations  précédentes,  après  les 
avoir  multipliées  respectivement  parles  facteurs 


I, 


(2/1  — 3H  2 /I  — .'il 
(a/l  — 2)  (2/1  — 4V 


1 


Digitized  by  Google 


il  viendra 


CHAPITRE  1. 


a3 


J ('’-+-T 

[I  t "in  — 3 t 

in  — 2 (/’  + l)"~'  {2«  — 2)  {2  H — 4) 


(2« — 3)(2«  — 5)...l 

(2 /J — 2)  (2/1  — 4J"'2 


(2/1  — 3). . . I t 'I 
(2/1  — 2).  . .2  /’  + I J 


arc  tang  t -4-  const.. 


à cause  de 


= arc  tang  / + const. 


S!  donc  on  ne  veut  introduire  que  des  quantités  réelles 
dans  l'intégrale  d’une  différentielle  rationnelle,  on  devra 
dire  que  cette  intégrale  est  exprimable  par  des  fonctions 
algébriques,  logarithmiques  et  circulaires. 


Des  différentielles  algébriques  qui  ne  renfenuent  pas 
d'autres  irrationnelles  que  des  puissances  fraction- 
naires de  la  variable. 

421 . Nous  allons  examiner  les  ras  principaux  dans  les- 
quels une  diffcrenliellc  algébrique  irrationnclley’(.r)  dx 
peut  être  ramenée  à la  forme  rationnelle  par  un  cban- 
gement  de  variable. 

La  réduction  dont  il  s’agit  s’obtient  iminédialeraent 
quand  la  fonction  y’(a:)  est  une  fonction  rationnelle  de 
puissances  entières  et  de  puissances  fractionnaires  de  x\ 
dans  ce  cas,  si  l’on  désigne  par  m un  entier  divisible  par 
les  dénominateurs  des  exposants  de  x dans f{x),  il  sufüra 
de  poser 

;r  — /",  f/.r ////"“'  lit. 
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et  l'on  aura 

y (.r)  lir  = m f[l  ■)  lit, 

ce  qui  est  bien  une  (lifférciiticllc  rationnelle. 

Une  transformation  semblable  opère  la  réduction  de- 
mandée quand  f{x)  est  une  fonction  rationnelle  de  x et 
de  puissances  fractionnaires  d'un  binôme  dti  premier 
degré  ax-(-ô.  Si  ni  désigne  un  entier  divisible  parles 
dénominateurs  des  exposants  de  ces  puissances,  on  posera 
, r"  — b , m _ 

n.r-hb=t“,  .r=: , f/.r  = — » 

U fl 

et,  après  la  substitution,  on  aura 

/(■'•)  dr  — ^[t)l/t, 

(t)  désignant  une  fonction  rationnelle. 

-422.  Exemple.  — Considérons  la  différentielle 


en  posant 


i-M  »-  , 

— T-  ‘f-n 

I -l-  y .#• 

.r  — l',  i/.r — G t'flt. 


elle  devient 


/•_!_/» 

6 fltz=6[t‘  — /'-(-/*  -I- 1*  — t — i)  -t- 

<’  -H  I ' ' 


Gtflt 


Gf/t 
t'-r  I ’ 


on  a ensuite,  en  intégrant. 


I ■+■  V r , ^ ^ I 1 1 

— dr  — - I'  — •=  <‘  H f'  -t-  9,  I* 

5 a 


I -1-  /l 


7 


6r  — Gt 


J 

■+■  3 log(t’  -H  i)  -f-  6 arc  lang  t -h  consl., 

I 

ou,  en  remettant  au  lieu  de  l sa  valeur  x‘, 

/ ’ I -t-  t/.r  6 ’ 6 ‘ 3 ’ ' ' ' 

I dr  — — ^ .T*  H r'  2 .r’  — 3 .r*  — ()  ,r‘ 

J I-l-i'.r  7 5 2 

-I-  3 log  (x*  -4-  I ) -I-  6 arc  tang.r*  + const. 
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Des  différenlielles  algébnqiics  qui  ne  renferment  pas 
d'autres  irrationnelles  que  la  racine  carrée  d'un  po- 
lynôme du  deuxieme  degtè. 

423.  Le  cas  que  uous  avons  ici  en  vue  est  celui  d’une 
diflerenticlle  de  la  forme 

V{x,X]<ix, 

X désignant  la  racine  carrée  d’un  trinôme  du  deuxième 
degré  en  x,  et  F (x,  X)  étant  une  fonction  rationnelle 
de  X et  de  X. 

Soit 

X = y a -I-  A.r  -f-  rjr’; 

si  le  coefficient  c est  nul,  pour  rendre  rationnelle  la  dif- 
férentielle proposée,  il  suffira  de  poser  (n“421) 

2 

U -y  bx  z=  f’,  d.r  = - tdt. 

b 

Supposons  donc  c différent  de  zéro;  comme  on  peut 
faire  sortir  du  radical  un  facteur  numérique  égal  à la 
racine  carrée  de  la  valeur  absolue  de  c,  il  est  évident 
que  nous  pouvons  poser 

X = y/«  -+-  b.r  dr  x’. 

Il  convient  d’examiner  séparément  le  cas  où  .r*  est  pré- 
cédé du  signe  -I-  sous  le  radical  et  le  cas  où  ce  carié  est 
précédé  du  signe  — . 

Soit  d’abord 

X = y/«  -4-  -t-  .r’. 

Première  trahsformation.  — Pour  rendre  rationnelle 
la  différentielle  donnée,  on  peut  poser  X = < d:  jr,  t étant 
une  nouvelle  variable;  nous  ferons,  par  exemple, 

X = f-x; 
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en  élevant  au  carré,  il  vient 


« + ix  = f’  T-  itx, 

d’où 

O — n „ f’-4-ê/  + rt  , a(t>-4- , 

x=  -,  X=— -, — 1 (tx  = — , 

Il  -h  b il  -h  b [7.1  -h  by 

et  la  substitution  de  ces  valeurs  donnera 


F(x,  X)rfx  = 4.(/)rff, 

4>  (t)  désignant  une  fonction  rationnelle  de  l. 


Dei'xième  TBAHSFOl\MATIo^■.  — On  pcut  cncorc  em- 
ployer la  transforiualion 

X = y/«  tx; 

mais,  si  a et  h sont  des  quantités  réelles  cl  qu'on  veuille 
éviter  l’emploi  des  imaginaires,  cette  transformation  ne 
convient  qu’au  cas  où  a est  positif.  En  élevant  au  carré 
la  précédente  équation,  il  vient 


d’oi'i 


b + .T  z=.  7t  .r. 


2/ia  — b /’va  — ht-^\Ja 

X = , X = T 

I — t'  I — t’ 


<lx  =. 


a(r’\/a  — bt  + ^ a) 


<it\ 


et  la  substitution  de  ces  valeurs  donnera  encore 


F [x,  X ) f/.r  = <!'  [t)<lt, 

<t>  (t)  étant  une  fonction  rationnelle. 

Troisième  TRA.>sFORMATioif.  — La  transformation  qu’il 
nous  reste  à indiquer  est  réelle  lorsque  l’équation  X*  = o 
a ses  racines  réelles,  ce  qui  a toujours  lieu  quand  a est 
négatif.  Soient  donc  et  x,  les  racines  de  réquation 
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X*  = O,  en  sorte  que 


X = \,'(x  — j:,)  (.r  — JT, ) ; 

on  posera,  en  désignant  par  t une  nouvelle  variable, 
X= 

OU,  en  élevant  au  carré, 

J — X,  = (x  — X.) 


ce  qui  donnera 

X, X*  / • 


I ~ f» 


_ (X|  — X,)/  _ 2(X| j-,)lrlt 

~~  1 — t'  ’ ’ 


et,  après  la  substitution  de  ces  valeurs,  on  aura  encoie 

F (x,  X)  dx  = <1'  [t)  dt, 

4>(/)  étant  une  fonction  rationnelle. 

-iS-i.  Exemples.  — i"  Supposons  que  l’on  demande 
d’intégrer  la  dilTérentielle 

dx  dx 

X y'rt  -I-  èx  -t-  x’ 

la  première  transformation  donnera 

ou,  en  remettant  au  lieu  de  t sa  valeur  .r  + X, 

= log  f X H h -h  bx  -h  xA  -4-  O 

-t-  bx  -4-  x’  'A  J 


const. , 


cou  St. 


a”  Supposons  qu’on  demande  d’intégrer  la  différen- 
tielle 

X dr  — y/<«  -4-  b.r  -4-  x’  dx  ; 
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la  première  transformation  donnera 


T/ 

r-4--  -4- 

(éJ 7-  ) 

L\  2/ 

\ 4 / J 

fit 


('+;) 


fit 


ir 


= 5 3)  - î)  0-  8 (“  - ?)  ^ 


ù T 

d’ailienrs  les  quantités  / -t-  - et  -i  ont  respectivement 

a 


pour  valenrs  jr  - -f-  X et  — x — - -J-  X : on  a donc 
a a 


é.r  x’  d.r  = — / ,r  H \ i/Ô^ 

a \ a/ 


+ 4.r  + .1’ 


iog(. 


r H 1-  y rt  -4-  ô.'-  -4-  const. 


Il  faut  remarquer  qu’on  peut  ramener  l’intégrale  pro- 
posée à celle  du  premier  exemple,  eu  faisant  usage  de 
l’intégration  par  parties.  On  a effectivement,  en  appli- 
quant ce  procédé. 


^ r.’-4-te 

I \^a -h  i r -h-r’ dr  — .r^a -h  — I — // J ; 

•/  t/  y^rt  -4-  b.r  -j-  .c’ 

$ 

I V<J  -4-  èx  -4-  X*  </r  = I — </x, 

J ^ O b J-  -i-  .r^ 


d’aill 
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et,  en  ajoutant  cette  formule  à la  préeédente,  il  vient 


C f " 

•i.  J -y- br -ir  .r'tlx  — Xfjn hx -^-x^ -i-  J — 


b 

+ — .r 
\a  + bx  + X* 


l’intégrale  du  second  membre  de  celte  nouvelle  formule 
est  égale  à la  somme 


dx 

-t-  b.!'  -f-  ■ 


b 

■r  H 


a + b.r 


la  première  partie  est  connue  par  l’exemple  1,  et  la  se- 
conde partie  a évidemment  pour  valeur^ 

on  retrouve  ainsi  le  résultat  déjà  obtenu. 

3”  Soit  encore  la  différentielle 


(et  -f-  (?.r)  rf.r 
■+-  b.r  -t-  .»•’ 

qui  se  rencontre  fréquemment  et  dont  l’intégrale  se 
déduit  immédiatement  des  calculs  que  nous  venons  d’exé- 
cuter. jDu  a 

{a -i- fi-r)  d.r  ^ d.r  g ^ 

y^n  è.r  -f-  .r’  \ 2 / ^ r -f-  r’  y^a  -f-  b.r-i-  x’’ 


et,  en  intégrant. 


ru-hS.r)dx  , ie\,  / b I ; -\ 

I -L  = (a I log  J-  -( h y/d  -t-  -c’  I 

I y^rt  b.r  -t-  x’  2 / \ 2 / 


S -h  bx  -t-  x^  + const. 


42o.  Considérons  maintenant  le  cas  où  l’on  a 

X = y/rt  -I-  è.r  — x\ 

Pour  ramener  la  différentielle  F [x,  X)  efx  à la  forme 
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rationnelle,  on  peut  employer  la  deuxième  ou  la  troi- 
sième transformation  du  n”  423,  lorsque  a est  positif. 
Dans  le  cas  de  a<^o,  on  devra  se  borner  h la  troisième 
transformation,  si  l’on  ne  veut  introduire  que  des  quan- 
tités réelles. 

i”  Supposons  rt  ^ o,  on  fera 

X = -t-  t.r, 

et,  en  élevant  au  carré. 


d’où 


b — .r  = Oit  \'a  -f-  r. 


b — ot\Ja  ^ ^n-\-bt  — 

I -I-  ~ I -t-  t'  * 

JTt  ■+■  ht  — r’  J7i 

ti  r - - 2 — ; ; tU  ; 

{!-♦-/  = )> 


la  substitution  de  ces  valeurs  donnera 


F(.r,X)rf.r  = 4>(r)rff, 

tb(f)  étant  une  fonction  rationnelle. 

a”  Quelle  que  soit  la  constante  a,  l’équation  ^’  = o 
a toujours  ses  racines  réelles;  car  autrement  l’expres- 
sion X serait  imaginaire.  Nous  n’excluons  pas  ce  cas  de 
notre  analyse;  mais,  comme  la  fonction  X est  alors  égale 
à,/:=7  y/ — a — hx -I-  on  rentre  dans  le  cas  du  n”  423. 
Désignant  donc  par  .7'o,  .r,  les  racines  de  l’équation  X’  = o 
et  supposant  .r,  on  aura 

X = V(.r  — .r.)  (.r,  — .r). 

Pour  effectuer  la  transformation  que  nous  avons  en 
vue,  il  faut  poser 

X = (.r  — .r.)  t OU  .r,  — .r  = (.r  — .r.)  t\ 
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d’où 


•r, -H.r.r’  (.r,  — ,r.)/ 

r-  > A = r—  (>  «•' 


I + r’  I + f' 

ce  qui  dounera  encore 

F (.r,X)rf.r  = <!-(/)  fit, 
<t>  (t)  étant  une  fonction  rationnelle. 


3i 

7.{.r,—  r,)tdt 


426.  Les  diverses  transformations  que  nous  avons  em- 
ployées permettent  de  résoudre  tous  les  cas  qui  peuvent 
se  présenter;  mais  il  n’est  pas  toujours  néeessaire  d’en 
faire  usage,  et  il  peut  arriver  que  d'autres  transforma- 
tions conduisent  plus  aisément  nu  résultat  demandé. 

Considérons,  par  exemple,  la  différentielle 

dr 

\ja  b.r  — .r’ 


on  peut  l’écrire  comme  il  suit  : 

d.r 


et  on  aperçoit  sans  peine  qu'elle  se  réduira  à la  forme 
élémentaire  ■ — au  moyen  de  la  transformation 

V I 

b 

X = f 

2 


\/"^V 


dx 


et 


on  a 


s/  (“  j)  - î)’= y/“  T 

donc 

dx dt  _ 

J + bx  — x^  J v'i  — t' 


--  = arc  SID  < ■+■  const. 


» 
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/dr  . ■ 9. 

— arc  sin 

-4-  b,r  — .r’  / 

V''-"ï 


■ const. 


Ce  rcsullal  permet  d’obtenir  immédiatement  la  valeui- 
de  l’intégrale 

,,,, 

J ^ « -4-  h.r  — .!•* 


car  celle  inlt'grale  peut  èlre  décomposée  en  deux  parties, 
savoir  ; 

\ ' J \ V 


la  première  partie  est  précisément  l’intégrale  que  nous 
venons  de  déterminer,  à un  facteur  constant  ]>rè.s,  et  la 
seconde  partie  a pour  valeur  — 6 y/a  + bx  — x’. 

427,  On  peut  encore  ramener  à la  forme  rationnelle 
une  différentielle  de  la  forme 


F(-r,  ^la  h.r,  y'«'  + h' x)  d.r, 

F désignant  une  fonction  rationneliedes  trois  quantités  x, 
y/a  -H  bx,  y/a'+  b' x.  Ce  cas  rentre  effectivement  dans 
celui  que  nous  venons  d’examiner;  car  si  l’on  fait 

— o'  51 

a'  4-  h' .r  =:z  x = 77 » d.r  z=z  -r  td(f 

O 0 

la  différentielle  proposée  se  réduira  à la  forme 

T désignant  la  racine  carrée  d’un  polynôme  du  deuxième 
degré,  et  étant  une  fonction  rationnelle. 
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Étude  des  différentielles  algébriques  qui  ne  renferment 
pas  d'autres  irrationnelles  que  la  racine  carrée  d'un 
polynôme  du  troisième  ou  du  quatrième  degré. 

428.  Le  cas  le  plus  simple  des  différcnlielles  algé- 
briques, après  ceux  que  nous  venons  d’examiner,  est 
relui  d’uue  dilTérenlielle  de  la  forme 

(.)  r/V  = F(.r,X)r/.,-, 

X désignant  la  racine  carrée  d’un  jiolynôme  du  troisième 
ou  du  quatrième  degré,  et  F (x,  X)  étant  une  fonction 
rationnelle  de  x et  de  X.  Les  intégrales  des  différen- 
tielles algébriques  que  nous  avons  considérées  dans  les 
numéros  qui  précèdent  sont  exprimables,  comme  on  l’a 
vu,  par  des  fonctions  algébriques,  logarithmiques  et  cir- 
culaires; il  n’en  est  plus  ainsi,  en  général,  h l'égard  de  la 
différentielle  d\  dont  nous  allons  nous  occuper.  De 
l’étude  que  nous  allons  faire  résultera  la  nécessité  d’in- 
troduire dans  l’analyse  trois  éléments  nouveaux  auxquels 
Legendre  a donné  le  nom  de  fonctions  elliptiques,  et 
alors  l’intégrale  V sera  exprimable  par  les  fonctions  algé- 
briques, logarithmiques,  circulaires  et  elliptiques. 

Soit 

(a)  X = -t-  G.r  -(-  -/.H  -|-  S.r'  -|-  i.r*; 

on  doit  supposer  que  le  polynôme  qui  figure  sous  le  ra- 
dical de  cette  formule  n’a  pas  de  facteurs  linéaires  mul- 
tiples, car  autrement  la  différentielle  d\  appartiendrait 
à la  classe  de  celles  dont  nous  nous  sommes  occupé  aux 
n®’  423  et  42o,  et  l'intégrale  V serait  exprimable  par  les 
seules  fonctions  algébriques,  logarithmiques  et  circu- 
laires; ainsi,  en  particulier,  les  coeflicients  d et  e ne 
peuvent  ôtre  nuis  tous  deux,  mais  ou  peut  avoir  e = o. 

II.  3 
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Il  convient  de  clierclier  d’abord  à simplifîer  l’expres- 
sion de  la  différentielle  f/Vj  nous  allons  démontrer  que 
si  les  constantes  qu’elle  renferme  sont  réelles,  on  peut 
toujours,  au  moyen  d’une  substitution  linéaire  et  réelle, 


(3) 

lui  donner  la  forme 


P + <!t 


T désignant  un  radical  de  la  forme 


dans  lequel  ^ et  p sont  des  constantes  réelles,  et  *!>  étant 
une  fonction  rationnelle  de  t et  de  T. 

■429.  Supposons  d’abord  que  £ ne  soit  pas  nul;  le  po- 
lynôme qui  figure  sous  le  radical  de  la  formule  (a)  peut 
toujours  être  décomposé  en  deux  facteurs  réels  du 
deuxième  degré,  et,  en  conséquence,  on  peut  écrire 

(4)  X = (/—  J.g.r  + ag-'.r  -(-  .r’). 

Cela  étant,  on  a,  par  la  substitution  (3), 


f — 2g.r  -h  .r>  = 
/'—  ag'.r  -t-  .r>  = 


F — aGr-t-Ht' 
(1-4- /J' 

F'  — zG'l  -t-  H'/> 

(7T7>~ 


en  faisant,  pour  abréger. 


( F =/—  ^gp-^p’, 

(5)  < G=—f+g{p+'i)—pq, 
( H =/—  -igq  -4-  q\ 


^'=r-^g'p+p\ 

0'=-f'-hg'[p-^-q)—pq, 
H'  = /'—  ^g'q  -t-7% 


et  si  l’on  pose  en  outre 
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011  aura 

(7) 


X 


V±.HH 


d’ailleurs  la  formule  (3)  donne 


(«) 


(ix={q—p) 


dt 


la  différentielle  <fV  deviendra  dette,  par  notre  substi- 
tution, 

(9)  rfV  = 4.(r,T)(//, 

4>  étant  une  fonction  rationnelle,  et  ainsi  elle  conserve 
sa  foi'rae  primitive. 

Mais  nous  avons  introduit  deux  indéterminées  p et  <], 
dont  nous  pouvons  disposer  pour  faire  disparaître  les 
puissances  impaires  de  t sous  le  radical  de  la  formule  (6)  ; 
il  suffit  elfectivement  de  poser  G = o,  G’=  o,  c’est-à- 
dire,  à cause  des  formules  (5), 


/ — S{P  + ï)  •+-/"/  = o> 
/'—s’il'  q)  + pq  — o. 


On  tire  de  là 


(lo) 


I /'  + ? = 


pq  = 


f-f 
S — s'' 
fs'-  Kf 
s — s'' 


puis 

(il)  — — — 

^ ' P ^ s — g' 


Écartant  le  cas  de  §■  = g\  sur  lequel  nous  reviendrons 
tout  à l'heure,  on  voit  que  la  formule  (ii)  détermine, 
avec  la  première  des  formules  (lo),  les  coefficients  p et  q 
de  la  substitution.  II  faut  prouver  qu’on  peut  toujours 
faire  en  sorte  que  ces  coefficients  soient  réels. 

3. 
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Si  l'équalion  X’  = o a deux  racines  réelles  cl  deux 
racines  imaginaires,  les  quanliiés  f — g*  clf  — g'* 
sont  de  signes  coiUraircs;  en  conscqueiice,  la  valeur  (i  i) 
de  />  — q est  réellv. 

Si  l’équalion  X’  = o a ses  quatre  racines  imaginaires, 
soient  g z=  a,  f — h*,  g' = a',  f — -t-  il 

viendra 

, _ _ ' "'J’  + ( 6 — b'y]Ya  — a'j>  ■+-  [h  + h'Y] 

et  l’on  voit  que  />  — q est  encore  réelle  dans  ce  cas. 

Enfin,  si  les  quatre  racines  de  l'équation  X*  = o sont 
réelles,  désignoiis-lcs  par  «,  h,  c,  ri,  cl  posons  J = ab, 

g = — » f'=  s' ^ I équation  (i  i)  deviendra 

\/(rt  — c)  ( /<  — r{]  [h  — c)  («  — ri) 

^ ^ ^ n + '!>  — c — rl  ’ 

et  cette  valeur  de  />  — q sera  encore  réelle  si  l’on  a 

rt  ^ c ^ <1, 

ce  qu’il  esl  évidemment  permis  de  supposer. 

Dans  le  cas  de  g'  — g,  on  résout  iinracdiatemeiil  le 
jiroblème  proposé  en  posant 

= g + t. 

Remar({uons, enfin, que  les  formules  (7)  cl  (8)  donnent 
par  la  division 


(t.r  fit 


(X  désignant  une  constante  déterminée. 

430.  Il  nous  reste  à examiner  le  cas  de  e = o.  Alors  le 
polynôme  qui  figure  sous  le  radical  de  la  formule  (1)  esl 
décomposablc  en  deux  facteurs  réels,  l’un  du  premier 
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dpgré,  l'auire  du  deuxième  degré.  On  a 
X = ^'-*0  {«  — .r)  (/—  a^.r  + 


e(,  par  la  subslitutloii  (3),  il  vient 

_ ('  + _ F'-  aG'r  + H-.’ 


(>  + ') 


('  + G’ 


F,  G,  H ayant  les  valeurs  données  par  les  formules  (5). 
Le»  formules  (6)  et  (7)  subsistent  donc  dans  <e  cas, 
pourvu  que  l’on  écrive  — 3 au  lieu  de  e,  et  la  première 
puissance  de  t disparaîtra  de  chaque  facteur  placé  sous 
le  radical,  si  l’on  a G = o,  G'=  o,  c’est-à-dire 


- — - = —f+s{p  + 'i)  — pn  — o-, 

n — n 

on  tire  de  là 

P r 

———a,  —f 

et 

= V«’—  +/=v('’  — ÿ)’  +T/— «’)• 

Si  le  polynôme  X‘  a deux  facteurs  linéaires  imagi- 
naires, on  a f — g’  ^ o et  par  suite  les  valeurs  de  p el  q, 
sont  réelles.  Si  les  racines  du  trinôme  a.*  — agx  -\-f 
sont  réelles,  désignons-les  par  ô et  c,  011  aura 

^-7^  = v'I"  — *)("—  f)- 

Les  valeurs  de  p et  </  seiont  donc  encore  réelles,  si 
l’on  a eu  soin  de  prendre  pour'^rt  la  plus  grande  ou  la 
plus  petite  des  trois  racines  du  polynôme  X*.  La  subsli- 


* 


Digitized  by  Google 


calcul  imtécral. 


» 


38 

tiiiion  (3)  remplit  ainsi,  dans  tous  les  cas,  l’objet  de- 
mandé. 

431.  La  fonclion  rationnelle  4>  (*,  T)  peut  être  mise 
sous  la  forme 

M Nf 

M'  -t-  N'7’ 


M,  N,  M',  N'  étant  des  fonctions  entières  de  t’  et  de  T, 
et,  en  multipliant  les  deux  termes  de  cette  expression 
par  M' — N't,  on  lui  donnera  la  forme 

P et  Q étant  des  fondions  rationnelles  de  O et  dffT. 
Ainsi  la  différentielle  proposée  sera 


rfV  = Pr*-i-  Qfrfr. 


Mais  si  l’on  fait  u = t',  rltt=  ttill,  le  terme  Q^tdl  se 

réduira  à ^ Qdit,  Q étant  une  fonction  rationnelle  de  u 

et  de  la  racine  carrée  d’un  trinôme  du  deuxième  degré; 
par  conséquent  l’intégrale  de  la  différentielle  Qt<//  est 
exprimable,  d’après  ce  qui  a été  établi  précédemment, 
par  les  fonctions  algébriques,  logarithmiques  et  circu- 
laires. 

Quant  à la  partie  Vdt,  elle  est  évidemment  de  la  forme 


M-l-M  ^ 
M'  -t-  «'ï 


nu 


N -t- 


M 


N'-f- 


-, 


M,  N,  M',  N'  étant  des  fonctions  entières  de  t’,  et,  si 
l’on  multiplie  les  deux  termes  par  N' — on  aura 


♦ 


Digilized  by  Google 


CnAFlTIlB  I. 


2.9 

if/  (i ’)  et  (f  (t’)  étant  des  fonctions  rationnelles  de  t*.  La 
différentielle  ip  (t’}  dt  est  rationnelle,  et  en  conséquence 
son  intégrale  est  algébrique,  logaritlimiquc  et  circulaire; 
si  donc  on  fait 

l’intégrale  V sera  exprimable  par  les  fonctions  algé- 
briques, logarithmiques  et  circulaires,  jointes  aux  élé- 
ments nouveaux  que  peut  contenir  l’intégrale  U. 

432.  Thaksfokmatio.n  du  radical  T.  — La  question 
que  nous  nous  sommes  proposée  est  ramenée,  d’après  ce 
qui  précède^  à l’élude  des  dillércnlielles  de  la  forme 

y (t’)  est  une  fonction  rationnelle  de  (*,  et  T représente 
un  radical  qui  a Tune  des  cinq  formes  suivantes  : 


1“ 

T = V- 

3» 

T = y/-t-  (t-  -i-  p'j  (<•  — </’], 

• 

4” 

T=  +/-’)(/’ -V=), 

5“ 

P et  q étant  des  quantités  réelles  données;  nous  excluons 
l’hypothèse  de 

parce  qu’elle  répond  à une  valeur  imaginaire  de 
d’ailleurs  ce  cas  se  ramène  au  cinquième  de  ceux  que 
nous  avons  énumérés,  en  écrivant  ^/U  — i au  lieu 

de  d\2. 
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Dans  les  cinq  cas  que  nous  avons  à examiner,  le  radical 
peut  être  ramené  à une  même  forme  par  un  changement 
de  variable;  la  forme  que  nous  adoptons  n’est  pas  la 
seule  que  l’on  puisse  choisir;  mais  elle  est  la  plus  com- 
mode et  la  plus  fréquemment  employée. 

i“  Considérons  d’abord  le  premier  cas;  supposons,  ce 
qui  est  permis,  p*  ly’,  et  posons 

' = 

pour  que  le  radical  T reste  réel,  il  faut  que  l’on  ait 
t’ <^p'‘  ou 
Si  t'  est  •<[  P*,  nous  poserons 

t = p.fj  lit  = pil.r, 

et  l'on  aura 


d’où 


T = Xy 


lit 


T 7 v'(i  — — X'x'j 
Si  t’  est  9*,  on  posera 


ï,  dt  = -'L^^ 


il  en  résultera 


J.  v/(« 

et  l’on  aura  pour  ^ même  valeur  que  dans  l’hypothèse 

précédente,  à cause  de  l’ambiguïté  du  signe  des  radicaux. 

a"  Nous  pouvons  encore,  dans  le  deuxième  cas,  suppo- 
ser q',  et  nous  poserons 

— n’ 

i ^ 
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Il  faut,  pour  la  réalité  du  radical  T,  que  t*  reste  compris 
entre  p*  et  f*;  nous  emploierons  la  substitution 


qui  donnera 

fil  = 


1^  — rp[l  — X’x’), 
xtix 


V'  I — / ' 


, 'ï  z=  k' q' X l — .X\ 


et,  par  suite. 


fl.r 


fit I 


3°  Dans  le  troisième  cas,  la  réalité  du  radical  T exige 
que  t*  soit  nous  ferons 


P'  -f- 

et  nous  emploierons  la  substitution 

0 = - ' 

I 

qui  donnera 


I — x' 


^ pqx\li  — k'x\ 

al  — , T — — — , 

h I — x‘ 


d'où  résulte 


(l  — 


fit  k 


f/.t 


T P ^{i  — x’)[i  — A'x^) 

4°  Dans  le  quatrième  cas,  ou  doit  avoir  £*  q'  pour 
la  réalité  du  radical  T;  nous  poserons 

— — = 

et  nous  emploierons  la  substitution 

P = q'(l  — 


Digitized  by  Google 


CALCUL  INTÉGBAL. 


4a 

qui  donnera 

. Xdx  _ O'  ; 

dt=q  — ) T ~ — X y'  I — X ' x’, 

y/ 1 — x’  * 


d’on  l’on  conclut 


tU  X dr 

T ~ ? v/(i  — l^^)'(i~X^) 


5“  Endn,  dans  le  cinquième  cas,  le  radical  T est  tou- 
jours réel  ; nous  supposerons  q'  et  nous  ferons 


7’ 


= X>. 


Ensuite  nous  emploierons  la  substitution 

.r* 

qui  donne 


pdx  \J  i — X'. 

dt=~L -ï—pq'' ^ 

- I — x' 


(I-X>)’ 


et  nous  aurons 

dt  I dx 

f U y/(l  — a^')  (•  — X’x’j 

On  voit,  en  résumé,  que  si  l’on  pose 
X=  4['- 


A’  désignant  une  quantité  positive  inférieure  à l’unité,  le 
rapport  ^ dans  chacun  des  cinq  cas  que  nous 

avons  examinés,  au  rapport  ^ multiplié  par  une  con- 
stante. D’ailleurs,  dans  les  diverses  transformations  (|ue 
nous  avons  employées,  le  carré  est  exprimé  par  une 
fonction  rationnelle  du  carré  x'  de  la  nouvelle  variablex  ; 
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donc  la  différenlielle  <iU  se  trouve  ramenée  à la  forme 
rfU  =/(x’) 

f(x*)  étant  une  fonction  rationnelle  de  x*. 

433.  La  fonction/ (x’)  peut  être  décomposée  en'uiie 
partie  entière  et  en  diverses  fractions  simples  ayant  pour 
numérateurs  des  eonstantes  et  pour  dénominateurs  des 
puissances  entières  d’un  binôme  formé  par  l’addition  de 
X*  et  d’une  constante.  Lorsque  celte  constante  est  nulle, 
la  fraction  simple  correspondante  se  réduit  au  produit 
d’une  constante  par  une  puissance  entière  et  négative 
de  X*;  donc  chaque  terme  de  f{x*)  sera  de  l’une  ou  de 
l’autre  des  deux  formes 


(i  -I-  rix'/ 


'en  faisant  abstraction  du  coi^llicicnl  et  en  désignant  par  n 
une  constante,  par  ^ et  v deux  entiers  dont  le  premier 
peut  être  nul  ou  négatif. 

Si  donc  on  pose 


‘ l X ’ ■'  .Mi  + nx' 


l’intégrale  U sera  une  somme  de  termes  qui  s’obtiendront 
en  multipliant  par  des  coeflicienls  constants  des  fonctions 
du  genre  ou  Z,  ^ il  nous  reste  à étudier  ces  fonctions. 
Considérons  d’abord  les  intégrales  Y/j,.  On  a 


_ rfX_ 


en  multipliant  cette  formule  par 


(l  -4-  X’)  X + a/’x*; 

tLv 


et  en  prenant 
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ensuite  l'intégrale  de  chaque  membre,  on  obtient 
2 Y,^  - (.  + />)  Y^_,  = r^^u-3  IX  _ 

J <!<- 


Or  l’iiiu^ration  par  parties  donne 


d'ailleuis 


dæ 


=/ 


'-(i 


XM-r’ 


dx 


= Y^_,-(.  + />)Y_.+>CY„; 

donc  on  a 

1(2^-.)X>Y„-{2^-2){.  + X')Y„_, 

(a)  ‘ , 

\ +(2f._3)Y^_,  = x’.“-3x. 


Nous  n’ajoutons  pas  de  constante  au  second  membre, 
parce  que  chacune  des  intégrales  renferme  une  con- 
stante arbitraire.  11  faut  remarquer  que  la  formule  (a) 
aurait  pu  être  trouvée  plus  rapidement  en  dillérentianlle 
produit  et  en  intégrant  ensuite  la  différentielle 

obtenue,  mais  la  inarclie  que  nous  avons  suivie  est  plus 
analytique. 

Si  l'on  fait,  dans  la  formule  (2),  p = 2,  3,  4<  • ■ • 1 on 
déterminera  successivement 


Y.,  Y,.  Y 

en  fonction  de  Yo,  Y,  et  de  quantités  algébriques.  Si  l'on 
fait  U = I,  la  formule  ( 2)  fera  connaitre  Y_,  en  fonction 
de  Y,  et  de  quantités  algébriques;  enfin,  si  l’on  y fait 
fjL  = O,  — I,  — 2,  — 3,...,  la  même  formule  fera  con- 
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naître  successivement  les  valeurs  de 

Y_,,  y_„  y_ 

cil  fonction  deY„,  Y,  et  deijuaiuilés  algébriques.  Ainsi 
la  considération  des  intégrales  Y^  conduit  sculcincnt  h 
deux  fonctions  élémentaires  nouvelles,  Y,  et  Y,. 

434.  Occupons-nous  maintenant  des  fonctions  Z,;  l’in- 
dice y est,  pour  nous,  un  entier  positif,  mais  on  doit  re- 
marquer que  si  l’on  attribue  à ce  nombre  des  valeurs 
négatives,  les  fonctions  Z,  correspondantes  seront  des 
sommes  de  fonctions  Y^;  j>ar  consétiuciU,  elles  pourront 
s’exprimer  parles  fonctions  Y„,  Y,  et  les  (|uaniités  algé- 
briques ; 011  a effectivement 


, r{i^nJc'Y‘U  V 

= I — ^ — = y. -t-  j/iy,  4-..  .-t- 


const. 


Cela  posé,  on  peut  employer  l'intégration  par  parties 
pour  obtenir  une  formule  de  réduction  analogue  à celle 
qui  concerne  les  fonctions  Y^,  mais  on  arrive  plus  promp- 
tement au  but  proposé  en  opérant  comme  il  suit.  Diffé- 
rciitioiis  la  fonction 

rX 


(• 


nous  aurons 


r XX  1 ^ r (av-y.’X»  _ 

L(i -t-nx’)'-']  (i-t-nx’)'-'  -Jx’ 

ensuite,  si  l’on  ordonne  les  polynômes  X’  et  ^ par 


rapport  aux  puissances  de  (i  - 
(n  4- i)f«  H- /’)  n -h  [n  ■ 


X’  = 
r/fX»)  /» 


- «x’),  on  trouvera 


■(«. 


9.)/’ 


(« 


djc 


1 4-  nx’)  4-  ~ (i  4-«x>)’, 

(i  4-  nx')  4-  (i-t-  nx')', 

/ /jî  V 


•> 
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et  si  l’on  fait,  pour  abréger, 

(n  -4-  l)  (n  -f- 


A = (2ï  — 2) 
B=(2v~3) 


« ( « -t-  2 ) -H  ( 2 « -f-  3 ) X ’ 


(3) 


i 


c = (2v-4) 


/!> 


D = (2v  — 5) 

II 

on  aura,  par  les  formules  précédentes, 
d'où,  eu  intégrant, 

(4)  AZ,-BZ_,  +CZ_,-DZ,_3  = 


3> 


xX 


(l 

I-e  coefficient  A est  nul,  dans  les  deux  cas  de  71  = — 1 
et  de  TJ  = — A’  ; alors  on  a 

1 — A» 


B=  — {2v— 3)  (i  — ou  B==  + (2v  — 3) 


A’ 


13  n’est  donc  pas  nul,  puisque  h‘  est  inférieur  à l’unité. 
La  formule  (4)  sc  réduit  à 

(5)  -BZ_,+CZ,_,-DZ_3  = 


(l+«.r=)'-' 

et,  si  l’on  donne  à v les  valeurs  2,  3,  la  for- 

mule (5)  déterminera  successivement 

Zj , Z, , Z, , . . . 

en  fonction  de  quantités  algébriques  et  des  intégrales 
Zo,  Z_|  ou,  si  l’on  veut,  des  intégrales  Yo , Y,,  puisque 

Z.  = Y.,  Z_,  = Y.-+-/iY.. 

Ainsi,  dans  le  cas  où  i nx*  est  égal  à l’un  des  facteurs 
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de  X',  la  considération  des  fonctions  Z,  n'introduit  aucun 
élément  analytique  nouveau. 

Supposons  maintenant  que  n ne  soit  égal  ni  h — i ni 
à — Â’;  alors  A ne  peut  être  nul  que  pour  v = 1.  Si  l’on 
donne  à v les  valeurs  a,  3,  4)  - • - t 1^  formule  (4)  déter- 
minera successivement 

Z,. , Z3 , Z, , . , . 

en  fonction  de  Z,,  Zo , Z_,  et  de  quantités  algébriques. 
Or,  les  intégrales  Zq,  Z_,  s’expriment,  commeon  vient  de 
le  dire,  au  moyen  de  Y»  et  Y,  ; donc,  la  considération  des 
fonctions  Z,  n’introduit  qu'un  seul  élément  nouveau  Z,. 

De  la  discussion  que  nous  venons  de  faire,  il  résulte 
<{uc  l’intégrale  de  la  dilférentiellc  jtroposée  s’exprime  au 
moyen  des  fonctions  élémentaires  connues  et  d’intégrales 
appartenant  à l’un  des  trois  genres 

y«.  Y,,  Z.. 

Les  intégrales  Y„,  Y,,  Z,  constituent  edéctivemenl  trois 
éléments  analytiques  nouveaux  irrtkluctibles  entre  eux, 
dans  le  cas  général. 


Des  fondions  elliptiques. 

135.  Supposons  que  l’on  prenne  les  intégrales  repré- 
sentées, au  numéro  précédent,  par  Y„,  Y,,  Z,,  de  manière 
(ju’clles  s’annulent  en  même  temps  que  x,  et  désignons- 
les  alors  par  n,  u,  w ; on  aura 


dr 

(l  -t-  n.v')  — .r')  (1  — X'.r'] 
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Les  transcendantes  ii,  v,  w sont  dites  fonctions  ellip- 
liques  ou  intégrales  elliptiques  de  la  première,  de  la 
deuxième  et  de  la  troisième  espèce. 

Les  fonctions  de  la  première  et  de  la  deuxième  esi)ècc 
renferment  une  constante  A inférieure  à l’unilé  et  qui  a 
reçu  le  noip  de  module  ; la  fonction  de  troisième  espèce 
contient  aussi  le  module  A avec  une  deuxième  constante  ;/, 
qui  est  dite  le  paramètre.  ISous  avons  vu  (juC  si  le  para- 
mètre n est  éi;al  à — i ou  à — A’,  la  fonction  de  troisième 
espèce  est  exprimable  par  les  fonctions  de  première  et  de 
deuxième  espèce  et  par  les  quantités  algébriques.  On  a 
elleciivcmcnt,  dans  le  cas  de  « = — i , par  la  formule  (4) 
du  n"  A'ài, 


(i  — /')  (I-  -f-  («  — (>)  = 


— .r’)  (l  — X».r>) 


et.  dans  le  cas  de  n = — A’, 

— X ’ .r  \/{i  — 


— X’)<e  — («  — /'!•)  = 


I — A'  ./■’ 


comme  il  est  aisé  de  s'en  assurer  par  la  difTércnliation. 


436.  Les  fonctions  elliptiques  se  léduisent  aux  fonc- 
tions circulaires  ou  logarithmiques  dans  les  cas  limites 
où  le  module  devient  égal  à zéro  ou  à l’unité. 

Dans  le  cas  de  A = o,  on  a 


»» 


la  première  formule  équivaut  à 

U — arcsinx; 
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quant  aux  fonctions  y et  iv,  leurs  diflereulielles  peuvent 
être  ramendes  à la  forme  rationnelle  par  la  méthode  du 
n°  423  ; mais  on  peut  aussi  obtenir  leurs  valeurs  de  la 
manière  suivante.  L’intégration  par  parties  donne 

/y*  (tr  .Tfî.r  r /*  y 

- = I J-  — — — .r  I — .r^  -I-  I y i — .r’  dr, 

V'  — J yi  — J 

et  en  prenant  les  intégrales  de  manière  qu’elles  s'annulent 
avec  X,  on  a 

r.H  d.r  .■ I — r» 

— = — .r  y I — .r’  + I — d.r  ; 

V«—  Jo  V^'— 

l’intégrale  du  second  membre  de  cette  formule  est  égale 
an  — v;  on  a donc 

I r • 

i>— X y I — H — arc  sin  j-, 

1 2 

La  différentielle  dw  se  réduit  à la  forme  rationnelle  au 
moyeu  de  la  substitution 


et,  par  suite, 


{.  + r>)» 

</arc  tangl  v'i  -t-  n 


I -+-  (i  + /î  jr’ 


I X \j  I n 

(!■  =;  — - arc  tang  — • 

y/i  H-  « y/ 1 — -r' 

Le  paramètre  n étant  supposé  réel,  on  peut  débarrasser 
la  formule  précédente  des  imaginaires  qu’elle  contient 
dans  le  cas  de  i-f-«  négatif,  en  introduisant  des  loga- 
rithmes au  lieu  des  arcs  de  cercle  (n“  372).  D’ailleurs  on 

II.  4 
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peut  écrire 


_ \ V fit  rit  n 

i + + 2 v'— I — « L' " 1 — fv'— ' — «I 

d’où 

_ ,0g  • ± ' log  I. 

-I-«)  2(-I-n)  I 


Les  expressions  précédentes  de  w sont  illusoires  quand 
ri  = — t.  Dans  ce  cas,  les  deux  termes  de  la  fraction 

arctancf  H-  n 
V'i  + « 

s’évanouissent,  et  l’on  a 

.r 

«'=/  OU  IV  = 

— x' 

437.  Dans  le  cas  de  = I , on  a 


ri  r 

( I + n.r’\  ( I — xq 


Les  différentielles  des  fonctions  u,  i',  iv  sont  ici  ration- 
nelles; en  appliquant  à la  première  la  règle  du  n°  418,  on 
trouve 


on  a d’ailleurs  du  — r/c  = dx,  d'où 

I / I X 

On  a ensuite 

I I r n I 

{i  + n.r’)  (l  — r’,  I -i-  n I -I-  n.r’  i — x’ 


et,  par  conséquent, 

I n fir 

" ^ I + n Jo  I -t-  nx' 


U 

I -+■  n 
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Si  n est  positif,  on  a,  en  posant  x \[n  t, 

X = iXT-  = v'«“rctangr. 


d’où 


fn 


«'  =: log  I / — 2 — arc  tans  Lr  v// 1. 

i -h  n I-+-/I  o T/ 

Si,  au  contraire,  n est  négatif,  on  posera  x — n = /,  et 
l’on  aura 


d’où 


t/—  " 
I -t-  n 


Pour  avoir  la  valeur  de  \v  dans  le  cas  de  /i  = — i,  il 
sufflt  de  prendre  la  dérivée  de  l’expression 


— ij—n  lo| 


+ r v/—  n 
— X y — n 


par  rapport  à n,  et  d'y  faire  ensuite  n = 
On  trouve  ainsi 


I .r 
I — »r 


(n-  12i). 


•438.  Les  trois  fonctions  elliptiques  u,  n,  iv  prennent 
une  forme  très-simple  quand  on  introduit  l’angle  qui  a 
pour  sinus  la  variable  indépendante  a:;  si  l’on  fait 

.r  = sin y,  — x-  — cos^  , 

et  que  l'on  pose  en  outre 

Aç  = y'i  — Â’sin’ç, 

4- 
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on  aura 


„.=  f^ 

Jo  Jo  Jo  (i -+- «sin=Ÿ)Ay 

Considérons  particulièrement  l’intégrale  de  première 
espèce.  L’angle  est  dit  Yamplilude  de  u,  cl  l’on  écrit 


If  — am  « ; 

on  a par  suite 

.r  = sinam«,  — x'  = cosam«,  — X'.r’=:Aam«. 


La  variable  u a été  regardée  jusqu’à  présent  comme 
une  fonrlion  de  x;  mais  si  l'on  prend  maintenant  u pour 
variable  indépendante,  x,  — x’  et  y'i  — A'x'  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  sin  amu,  cos  amn,  A ami<  devien- 
dront des  fonctions  de  u.  Ces  fonctions  remarquables,  sur 
lesquelles  nous  reviendrons  plus  loin,  doivent  être  re- 
gardées comme  les  fonctions  el/iptù/ues  directes  ou  prin- 
cipales; elles  sont  à l’égard  de  l’intégrale,  dont  elles  déri- 
vent, ce  que  sont  les  fonctions  circulaires  situ/,  cosn, 
relativement  aux  fonctions  inverses  arc  sinx,  arc  cosx. 

Quand  on  prend  u pour  variable  indépendante,  les  in- 
tégrales elliptiques  de  deuxième  et  de  troisième  espèce 


1 

ont  pour  expressions,  a cause  de  — : 


du  y 


P 


U 

sin’ain  ui/h, 


du 

I -I-  n sin’aiu  u 


Des  différentielles  hinônies. 

439.  Parmi  les  différentielles  algébriques,  on  doit  re- 
marquer celles  auxquelles  on  a donné  le  nom  de  dijjcrrn- 
tielles  binômes  cl  qui  se  présentent  irès-fréiptemmcnt. 
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La  forme  géoéralc  de  ces  différenliellcs  est 

« -f-  bx“  Y dx, 

a Cl  6 désignant  des  constantes  données  et  m,  n,  p des 
exposants  rationnels. 

On  peut  supposer  n positif;  car  la  différentielle  pro- 
posée peut  être  mise  sous  la  forme 

_|_  ax~"Y 

qui  ne  diffère  de  la  première  qu’en  ce  que  l'exposant 
de  X,  dans  la  parenthèse,  est  changé  de  signe. 

En  outre,  on  peut  supposer  que  m et  n sont  entiers; 
car,  s'ils  sont  fractionnaires,  on  lès  réduira  h un  déno- 
minateur commun  r,  et  l’on  posera 

x = r^,  dx  = rt'-'df, 

la  différentielle  proposée  devient,  parcelle  substitution, 
(a  -t-  br')df, 

elle  a conservé  sa  forme  primitive,  mais  les  deux  expo- 
sants de  la  variable  sont  acluellemeut  des  entiers. 

D’après  cela,  nous  supposerons  que  m et  n sont  deux 
entiers  dont  le  second  est  positif;  quant  à l’exposant  p, 
il  peut  être  un  nombre  rationnel  quelconque. 

-iiO.  Des  cas  d'intégrabilité.  — Lorsque  l’exposant  p 
est  entier,  la  différentielle  binôme 

(i)  dV  XX  [a bx’Y  dx 

est  rationnelle,  et,  en  conséquence,  elle  est  intégrable 
par  les  fonctions  algébriqucs'‘et  logarithmiques.  Il  existe 
deux  autres  cas  d' inlègrabililé j on''pcut  immédiatement 
constater  ce  fait  au  moyen  de  la  méthode  de  substitution. 
Posons  ' 

a -f-  i r*  zx:  t, 
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il  viendra 


m -f- 1 


cit\ 


et  celte  différentielle  deviendra  rationnelle  par  la  sub- 
stitution t = z\  où  r désigne  le  dénominateur  de  p,  si 
l’on  a 

, . »;  4-  i 

(2)  — = entier. 

n 


De  plus,  nous  avons  vu  plus  haut  (jue  la  différen- 
tielle d\  ne  change  pas  quand  on  permute  les  lettres  «, 
h,  cl  que  l’on  remplace  m et  n respertivement  par/n-H  np 

. , ni  -I-  I ni  4-  I 4-  n»  , 

et  — n,  ce  <jui  change en  — ; aonc  on 

pourra  encore  ramener  celle  difléreniicllc  à la  forme  ra- 
tionnelle, si  l’on  a 


(3) 


ni  4-  I 

• P — entier. 

Il 


Lorsquel’une  des  conditions  (2)  et  (3)  est  remplie,  l’in- 
tégrale de  la  difféi'cnlielle  tl\  est  exprimable  par  les 
fonctions  algébriques  et  logarithmiijucs.  Il  faut  remarquer 
que  les  conditions  (2)  et  (3)  s’excluent  mutuellement, 
lorsque  P est  un  nombre  fractionnaire. 


hcduction  de  l'intégrale  d'une  différentielle  binôme. 

441.  Dans  les  deux  cas  d'intégrabilité  dont  il  vient 
d’être  question,  rintégralion  d’une  différentielle  binôme 
peut  être  effectuée  au  moyen  d’une  subslilution  propre 
à rendre  la  différentielle  rationnelle;  mais  ou  peut  aussi 


0 
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parvenir  au  même  résultat  par  un  emploi  convenable 
du  procédé  de  l’intégration  par  parties.  En  outre,  quand 
il  s’agit  d’une  différentielle  binôme  qui  ne  rentre  pas 
dans  l’un  des  deux  cas  i{ue  nous  venons  de  rappeler,  il 
y a lieu  de  chercher  à opérer  la  réduction  de  son  inté- 
grale, c’est-à-dire  de  chercher  à ramener  cette  intégrale 
aux  types  les  plus  simples,  et  c’est  à quoi  l’on  parvient 
au  moyen  du  procédé  que  nous  allons  développer. 

Soit,  comme  précédemment, 

• o"  (a  bx"''/P  dr 

la  différentielle  proposée,  m et  ti  étant  entiers  et  n po- 
sitif. Cette  différentielle  est  le  produit  des  deux  facteurs 

^ ( a -t-  ê.r"  y .r"“'  (ix, 

dont  le  deuxième  est  la  différentielle  de 

(a  é,r*)/>+' 

, (p  + i)nb  ' 

elle  est  aussi  le  produit  des  deux  facteurs 

(a -t- x^ilx, 

dont  le  deuxième  est  la  différentielle  de 

w -i-  I ’ 

l’intégration  par  parties  donnera  donc  les  deux  formules 
suivantes  : 


J'  + è.r")/’  t/x 

ffl  bx’']P-*-'  m — n 1 f 

— — __ — ^ ^ — : — I ,1,. 

(/^  -h  \)nb  (j>+  l)»b  J ' ' 


J'x“{a 


bx“  y c/x 


.r*+‘  (»/-)-  b.r*Y  pnb 
m 1 ' ///  -i- 


j"*"  («  -t-  b r^'f-'  dx. 
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par  lesquelles  rinli'grale  proposée  est  ramenée  à une 
autre  de  même  forme,  et  qui  n’en  diffère  qu’en  ce  que 
les  exposants  nt  et  p sont  remplacés  respectivement  par 
m — /I  et  -t- 1 , ou  par  m-\-n  dp  — i .11  y aura  une  réduc- 
lion  obtenue  si  les  nouveaux  exposants  sont  tous  les  deux 
plus  simples  que  les  exposants  primitifs;  au  contraire,  la 
transformation  n’offrira  pas  d’avantage  si,  en  simplifiant 
l’un  des  exposants,  on  a élevé  le  second.  Mais  ou  peut 
obtenir  d’autres  formules  qui  conviennent  à tous  les  cas. 

L’intégrale  qui  figure  dans  le  sepond  membre  de  la 
formule  (i)  est  égale  à 


J' " ("  {‘I  -4-  b.r^Y  tir 

= Il  J'.r"-  ''  («7  -4-  é.»"]/’  d.r  -h  b J' .r"[a  -+-  b.r^Ydx; 


, . ...  , . jrla-i-bx")  — rtj-"  , 

de  même,  si  Ion  écrit  , au  heu  de 

b 

dans  l’intégrale  du  second  membre  de  la  formule  (a), 
il  viendra 


/ 


( a -4-  b.r")!’-'  d.r 

~ ("  b.r''Y  d.r  — J' b.r"Y~'  d> 


Ces  valeurs  ayant  été  substituées  dans  les  formules  (i) 
et  (a),  celles-ci  nous  donneront  les  deux  expressions  sui- 
vantes de  l’intégrale  proposée  : 


/ 


.r"  (rt  b.r'Y  dr 

[f,  4^  /.  .jiy-n  I — 

[m  + \ np)  b [nt 


I — n ]ii  r 
I -i-np)bj 


4-  l,x“]l‘  d.r. 


n )r 


d.r 


X"*'  (il  b.r^Y 
ni  i -+-  np 


npa 

//I  -H  I + 


-f-  fljr. 
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Changeons  enfin  m en  m-\-n  dans  la  formule  (3) 
et  P en  P i dans  la  formule  (4);  résolvons  ensuite 
chacune  des  équations  ainsi  obtenues  par  rapport  à l’in- 
tégrale qui  est  contenue  dans  son  second  membre,  il 
viendra 


(5) 


(rt  -f-  d.r 

j:"+i  («  + l,.r»y+' 
[m  4-  l)rt 


( /«  -4- 1 -H  « - 
( m 4-  I 


a 4-  ^ Y <i 


(‘>) 


a hj^)hl.r 
J!"'*"'  h.r^ 

/»(/>  4-  1)  « 


m -I- 1 4- n f/'  -H  1 1 

n(p  + \)n 


«4- 


Les  formules  (3),  (4),  (5),  (6)  permettent  d’effectuer 
dans  tous  les  cas  la  réduction  que  nous  avons  en  vue.  11 
faut  remarquer  que  les  formules  (3)  cl  (4)  deviennent 
illusoires  si  l'on  a 

m -I-  I 

m 4-  I 4-  = o ou h = O ; 


mais  on  est  alors  dans  le  second  des  deux  cas  d’intégra- 
bililé,  et  l’intégrale  proposée  peut  être  obtenue  par  une 
transformation  propre  à rendre  sa  différentielle  ration- 
nelle, ainsi  que  nous  l’avons  vu  au  11°  440.  Le  nombre  p 
étant  supposé  fractionnaire,  la  formule  (6)  n’est  jamais 
illusoire, maisla  formule  (5)  le  devient  quand  rn 4-1  = 0; 
un  est  alors  dans  le  premier  cas  d’fntégrabilité,  et  la  va- 
leur de  l’intégrale  proposée  s’obtiendra  par  la  méthode 
de  substitution. 


442.  Examinons  d’abord  l’usage  que  l’on  peut  faire 
de  nos  formules  dans  chacun  des  deux  cas  d’intégra- 
bilité. 
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i“  Soit 

m + I 

= c OU  m — ne  + i = O , 

n 

e étant  un  entier. 

Le  nombre  n étant  plus  ^'rand  que  o.  si  m est  positif, 
e sera  également  positif.  Alors,  au  moyen  de  la  for- 
mule (3),  on  ramènera  successivement  l’intégrale  pro- 
posée à d’autres  intégrales  de  même  forme,  et  qui  s’en 
déduiront  en  remplaçant  l’exposant  m par 

m — n,  m — an,....  m — (c — i)n; 

la  valeur  de  la  dernière  de  ces  intégrales  est  donnée 
par  la  même  formule  (3),  qui,  en  remplaçant  m par 
m — (e  — i)  n et  à cause  de  m — ne  -H  i = o,  se  réduit  h 

/{„  ^ h.r’]P+' 

(n  è.r")P(/.r  = — ^ — -(-  cODSt.; 

(nj  -t-  1 -t-  n/;)  è 

dans  ce  cas,  l’intégrale  proposée  est  algébrique. 

Si  m est  négatif,  e est  lui-même  négatif,  écrivant  doue 
— e au  lieu  de  e,  ou  aura 

m -4-  I 

- = — e ou  m -f- ne -I- I = O. 

n 

Alors,  au  moyen  de  la  formule  (5),  on  ramènera  suc- 
cessivement l’intégrale  proposée  à d’autres  intégrales  de 
même  forme,  qui  s’en  déduisent  en  remplaçant  m par 

m -h  n,  m -t- an, . . . , nj-t-n(e — i); 

mais  la  dernière  intégrale  ne  sera  plus  susceptible  de  la 
même  réduction,  parce  que  la  formule  (5)  devient  illu- 
soire quand  on  remplace  m par  m -+-  ne,  a cause  de  l’hy- 
potbêse  m -t-  ne  -f-  I = o;  il  faut,  à ce  moment,  revenir 
à la  méthode  de  substitution  du  n”  440.  Toutefois,  on 
pourra,  si  on  le  juge  à propos,  abaisser  l’exposant  p en 
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laisant  usage  de  l’une  des  formules  (4)  et  (6),  comme 
dans  le  cas  (jui  sera  développé  au  n”  4-i3. 
a“  Supposons 

ffl  I . . 

- h = I — e ou  (m  -H  ne)  -h  i -i-  njj  o, 

e étant  toujours  un  entier.  Ce  cas  ne  diffère  du  précédent 
que  par  un  changement  de  notation,  ainsi  qu’un  l'a  vu 
n°  4i0i  au  reste,  on  aperçoit  immédiatement  que,  si 
m i np  est  négatif,  la  formule  (5)  ramène  successi- 
vement l’intégrale  proposée  à d’autres  de  même  forme, 
qui  s’en  déduisent  par  le  changement  de  m en 

in  + n,  m 4- (e — >)»> 

la  dernière  de  ces  intégrales  est  donnée  par  la  même  for- 
mule (5),  qui,  en  remplaçant  m par  m+  (e — i)n,  se 
réduit  à 

X*' («  -(-  è.r*  f (l.r  = L 4-  const. 

' . ' (m  + ij« 

Lorsque  m -h  np  + i est  positif,  si  l’on  désigne  sa  va- 
leur par  ne,  la  formule  (3)  ramènera  l’intégrale  pro- 
posée à une  autre  de  même  forme,  qui  n’en  diffère  que 
par  le  changement  de  m en  m — {e — i)  n;  mais  la  va- 
leur de  cette  dernière  intégrale  devra  être  cherchée  par 
la  méthode  de  substitution. 

443.  Faisons  maintenant  abstraction  des  deux  cas 
d’intégrabilité.  Les  formules  (3)  et  (5)  montrent  que  l’in- 
tégrale proposée  peut  être  ramenée  h une  autre,  qui  n’en 
diffère  qu’en  ce  que  l’exposant  m s’y  trouve  remplacé 
par  m ± in,  1 étant  un  entier  positif  que  l’on  peut  prendre 
à volonté.  Ou  peut  choisir  cet  entier  de  manière  que 
rndzin  soit  compris  entre  deux  multiples  consécutifs 
qnelcon([ues  de  n,  par  exemple  entre  o et-  /<;  ou  peut 
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aussi  déterminer  le  nombre  t de  manière  que  m -4-  in 

. . n n 

soit  compris  entre et  H 

Knsuite  on  vqit,  par  les  formules  (4)  et  (6),  que 
l’intégrale  proposée  peut  être  ramenée  à une  autre  qui 
n’en  diffère  qu’en  ce  que  l’exposant  p est  remplacé  par 
P ± y,  j étant  un  entier  positif  quelconque.  Or,  quel  que 
soit  p,  on  choisit  l’entier  j de  manière  que  p^j  soit 
compris  entre  deux  entiers  consécutifs  quelconques,  par 
exemple  entre  o et  i,  ou,  si  l’on  veut,  de  manière  que 

...  I I 

P soit  compris  entre  — - et  -1-  -• 

Donc,  en  résumé,  tous  les  cas  des  diffénrutielles  bi- 
nômes qui  ne  rentrent  pas  dans  ceux  d’iuiégrabililé  peu- 
vent être  ramenés  au  cas  où  les  nombres  n et  — sout- 

' n 

compris  l’un  et  l’autre  entre  outre  o et  i ou  entre 


,1k 


et  H — > à volonté. 
2 


4-it.  L’exposant  n,  qui  ligure  dans  la  différentielle' 
binôme,  peut  être  réduit  à l’unité,  mais  alors  l’exposant  m 
devient  fractionnaire.  Soit 

. . ^ 


■r"  --  t,  d’où 
posons  eu  outre 


— 1=7, 


on  aura 


J*  (o  4-  h r“Y  ll.r  =-H  (<l  + hl)e  th. 


Les  cas  d’intégrabilité  sont  alors  ceux  où  l'un  des  nom- 
bres />,  q,  P q est  entier,  et  l’on  peut  toujours  ramener 
l’intégrale  d^une  différentielle  binôme,  qui  ne  tombe  pas 
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dans  Tun  de  ces  cas,  h la  forme 


l/l  y (Il , 


et  q étant  compris  entre  o et  i ou  entre  deux  entiers 
consécutifs  quelconques.  On  peut  même  obtenir  une 
forme  plus  simple  en  posant 


r = ±-z. 


/- 


car  la  précédente  intégrale  devient,  par  cette  substitution, 

( I ± i)r  dz, 

en  faisant  abstraction  d’un  multiplicateur  constant. 

Exemples.  — i*’  Considérons  en  premier  lieu  l’in- 
tégrale Ç -- — 1 où  m est  un  nombre  entier;  cette  in- 
tégrale  appartient  à la  classe  de  celles  que  nous  venons 
d’étudier;  on  a ici  n = i,  A = — i,  n = a,  p = — 

it  1 , m -P  I m . , 

et  comme  1 un  des  nombres •>  — est  entier,  la  con- 

2 2 

dition  d’intégrabililé  se  trouve  remplie.  La  formule  (3) 
du  n"  4-41  devient,  dans  le  cas  actuel,  ' 


/.r"  dx 


t rx^-'d.r 

J yi—j:- 


Supposons  d’abord  ni  positif  et  faisons  successivement 
m = «1  = 2(2,  fl  étant  un  entier.  Dans  le  cas 

de  m impair,  l’intégrale  proposée  est  algébrique,  et  la 
formule  précédente  fait  connaître  sa  valeur;  lorsque  m 
est  pair,  la  même  formule  ramène  l’intégrale  proposée 

à I _ dont  la  valeur  est 

J V 

d.r 

= arc  sm.i-  -+-  const.  ; 


■/ 
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on  trouve,  en  désignant  par  C une  constante  arbitraire, 


y',— P 2fX-hlL 
et 


afLfafx-a) 

2f«  — I (2fx— i)(ap  — 3j 

a ji  ( 2 fi  — a ) . . a "] 

(2(*  — oT’-p - 3). . . ij 


y/i  — x'  L 2(i  — a 


. K^3 ) , 5 , , 

(afi  — a)(ap  — 4) 


Ji 


(2ft  — 0(2“  — 3).  . . I 
a(i(a/i—  2)(a(i  — 41...2 


arcsinx  + 


C. 


(2f*-ib.  3 J 
(ap— a^-.a""]^ 


Lorsque  m est  négatif,  il  faut  recourir  à la  formule  (5) 
du  11°  -iil,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  changer  m en 
m + a dans  la  formule  écrite  plus  haut  et  la  résoudre 
ensuite  par  rapport  à l’intégrale  qui  est  contenue  dans  son 
second  membre;  on  a ainsi 


/ 


x"(/.r 
y/ 1 — x“ 


x"+'  y I — X’ 
m H-  I 


m + 2 

m + I 


j'  dx- 

J 


Nous  ferons  successivement  m = — ap,  m = — (ap-(-i); 
dans  le  premier  cas,  l'intégrale  proposée  est  algébrique  ; 
dans  le  second  cas,  elle  se  ramène  à l’intégrale  de  la  dif- 
férentielle qu’on  peut  rendre  rationnelle  par 

X y'  I — x' 

nne  substitution,  mais  qu’on  réduit  plus  simplement  à 


une  forme  connue  en  remplaçant  x par 


on  a ainsi 


— log(r-t-  y/t’  — > y -t-  const.. 
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J X V^I  — X’ 


— I 4-  \/ï  — x’ 


const. 


On  trouve,  d’après  cela,  en  désignant  par  C une  con- 
stante arbitraire. 


fi.T 

y'  I — x‘ 


\/i— x’  r I 

' 


2 fl  — 7. 


dx  \f t — .r’  r I 

’A*-+-i  v/|'zrp~  2fi  [ ,,!> 


2fl  — 3 

(2fl  — 2)(2fl—  4)-  ■ ^1 

(2fl-3)(2(X  — 5)...3  .rj 

7 U — I f 

J_  -+-  . . . 

(su  — ')(*.“  — 3)... 3 I 
(2/*—  2)  {2/1 


C, 


-3)...3 

— 4)...  2 .r’J 


+ (2(^-i)(2F-2.)...3.I  , ^ C. 

2ft(2u  — 2).  . .2  ® T 

2°  On  pourrait  opérer  de  la  même  manière  pour  dé- 
terminer l'intégrale 

f -Si-'-, 

J vV-l 

mais  il  est  beaucoup  plus  simple  de  la  déduire  de  celle 
que  nous  venons  de  considérer;  elle  est  effectivement 

/J"**  fi  JT 
- — ^ ' 

v'i  — x> 

quand  on  change,  dans  celle-ci,  x en  - et  m en  — (m-t- 1). 

3®  L’intégrale 

/,?*•  ti.r 
y'  U.C  — 

se  ramène  aussi  à celle  dont  nous  avons  développé  le 
calcul;  car  si  l’on  pose 

.T=z(it',  di-=z2atdt. 
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V“' 

ce  fjiii  nous  fait  rentrer  dans  le  premier  exemple.  En  re- 
marquant que 

/.r  I a — 2 J" 

arc  sin  / = arc  siii  i / - = — arccos — » 

Y a 2 a 

on  trouve,  dans  le  cas  où  m est  un  entier  positif, 

Jti.e  — .t'f  2m  — I (2m  — i)f2m  — 3i  . 

— ,H"-|  H fl.r"-’  ^ ■ 

y'a.r  — .i’  «'  L 2m  — 2 {2/H  — 2)  (2  m — 4) 

(2m — 1I...3 

-t-  ' \ ^ 

(2m  — 2). ..2 

(2m  — il  (2m  — 31...  I « — 2.r 

-t-  ' if'  arc  cos : 

2 m ( 2 m — 2 ) ...  2 a 

dans  le  cas  de  m entier  et  négatif,  on  a,  en  mettant  — m 
au  lieu  de  m. 


J’  d.T  2 ^a.r  — .r-  r ^ 

J.-  ~ ( 2 m — I ) «-+'  L" 


2m  — 3 


J-  -t- . . . 


(2m  — 2 1 ...  2 I 

(2m  — 3 j ...  I J 


De  (juelqttes  dijféreniielles  binômes  dont  V intégrale 
se  ramène  ati.r  fonctions  elliplùjues. 

■44(5.  Line  différentielle  binôme  qui  a été  réduite  par  la 
méthode  que  nous  venons  d’exposer  est  quelquefois  sus- 
ceptible d’une  nouvelle  réduction;  mais  on  ne  peut  rien 
établir  de  général  à cet  égard,  aussi  nous  bornerons-nous 
à présenter  ici  deux  exemples  dans  lesquels  l’intégrale 
de  la  diirércntiellc  proposée  se  ramène  aux  fonctions 
elliptiques. 
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Considérons  d’abord  la  dilTérenliclle 


(<) 

ou  peut  écrire 


rfV  = 


d.T 


V I 4-  .r* 


et  il  est  naturel  d’essayer  une  substitution  non  ration- 
nelle, telle  que 

3 


(2) 


•»:’  H : = 21 


t étant  une  nouvelle  variable  qui  s’annule  pour  j'  = o et 
pour  X = oo  ; on  lire  de  là 

_3 

(3)  .r> — 2/ 

tant  que  la  variable  x est  positive,  ou  doit  prendre  le 
_3 

facteur  t ^ avec  le  signe  -t-,  mais  il  faut  donner  au  ra- 
dical y/ 1 — f'  le  signe  -I-,  si  x est  i et  le  signe  — dans 
le  cas  contraire.  La  diirércutiation  de  l’équation  (a) 
donne 


ft 


d'où,  par  la  formule  (3), 


on  a donc 

(4) 

II. 


d.r  fit 

^ T-tlJ  l — t ^ 


dV  = 


Ht 


2y'2  — t' 


Digilized  by  Google 


CALCUL  INTÉGRAL. 


66 

et,  par  conséquent,  l’intégrale  V peut  être  ramenée  aux 
fonctions  elliptiques  par  la  méthode  du  u°  429. 
Considérons  encore  la  différentielle  binôme 


(5) 


rfV: 


On  peut  employer  ici  avec  succès  la  substitution 

(6)  I — = — x)f; 

on  a,  par  la  différentiation, 

d’ailleurs  la  formule  (6)  élevée  au  cube  donne  encore 


^(H-  .r)*  + 1 (l  — .r)» 


et,  par  conséquent, 

(?) 


-}  d’où 


v/3 


v/4f-i 


dt 


l’intégrale  V peut  donc  encore  se  ramener  aux  fonctions 
elliptiqpies  par  la  méthode  du  ii°  429. 


Intégration  de  quelques  différentielles 
transcendantes . 

447.  Lorsqu’une  différentielle  transcendante,  dont  on 
demande  l’intégrale,  peut  être  ramenée  à la  forme  algé- 
brique par  une  substitution,  il  convient  en  général 
d’exécuter  la  réduction.  Ainsi,  / désignant  une  fonction 
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algébrique,  les  intégrales 

^y(sinx)  COSJT  </.r,  J'/{coS.r)sm.rilr,  J'.f 

//(arcsinx)  — » f f (arc  tangx)  ; , • • ■ 

y I — x}  J I X 

se  ramèneront  à des  intégrales  de  difTérentiellcs  algébri- 
ques en  posant 

r = e*“,  logx,  sinx,  cosx,  tangx,  arcsinx,  arctangx, . . , . 

448.  Soient  z une  fonction  transcendante  de  la  va- 
riable X et  X une  fonction  quelconque  de  la  même  va- 
riable ; si  n est  un  entier  positif,  et  que  l'on  sache  trouver 
des  fonctions 

Xi , Xj,  • • • , X«.,-i , 

ayant  respectivement  pour  dérivées 


_ dz 


X, 


dz 


on  pourra  aussi  déterminer  l’intégrale 

y Xz"  dæ. 

L’intégration  par  parties  donne  effectivement 

y X i"  rfx = y i"  rfx = X,  ï" — n y Xi  ^ 

= X,î"-' — (n  — i)  yx,  ï"-’^rfx, 


= X( Z'"'"*"'  — (n  — i -4- 1 ) y X,- z"-‘  ^ rfx. 


5. 
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d’où  l'on  conclut 

ij" Xz"  dr  — Xi  i”  — « X]  ï"~'  -H  n («  — I ) Xj  *"*  ’ — ... 

d:  n (fl  — I ) . . . (n  — / 4-  2)  X,  ï"-'+' 

(«  — i).  . .(/I  — (4-  1) J' XjZ'^‘'-^dr. 

Si  n est  un  entier  positif,  comme  nous  l’avons  supposé, 
ou  fera  » = n 4-  i , et  il  viendra 

( J' Xz‘  dx  = Xi  Z"  — n X,  H-  n (n  — I ) X,  J"-  ’ — . . . 

I ±«  («  — 1).  . . I .X„+,  4- const,, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énonrée. 

449.  Exemples.  — 1“  Considérons  l’intégrale 
J'  log.r”  f/x 

où  n désigne  un  nombre  entier  et  positif;  on  a ici 

fiz  I 

X=x"-', 


et  l’on  peut  faire 


X,= 


.r"  .r* 

X,=  -,  X,= 

tu  •*  P»i  * 


on  aura  donc 

•r"“'  log"x  dx 


.(■"•r,  n,  . nlfi  — t).  . , 't{fi  — 1Ï...1 

= — I log"-r log"“'.r4 — --log“-’x — ...± 

m\  ni  iid  m" 

Si  l’on  écrit  x,  e’’ dx  au  lieu  de  x,  logx,  dx,  la  for- 
mule précédente  deviendra 


dx 


= .r» .r"-'  4-  - ’ — . . . ± - - i 

m 1_  m tld  /II"  J 


4-  const 


-t-  const 

t 
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Ce  résultat  ne  diflî&rc  que  dans  la  forme  de  celui  qui  a été 
obtenu  au  n°  415. 


a“  Soit  en  second  lieu  l’intégrale 


J"  (arcsin.»;)“rf.r, 


n étant  un  entier  positif;  on  a ici 

ftz  I 


et  l’on  peut  faire 


X,  = X,  X,  = — I — ./■%  Xj  = — X,  X,  = 4-  v'i  — , 

après  quoi  les  mômes  valeurs  reviennent  périodique- 
ment. On  a donc 

I (arcsinx)"</j: 

= x[(arcsin.r)*  — /i  [n  — i)  (arcsin.r)’-’  4-  . . •] 

4-  ^ I — x’[«(arcsinx)"”' — n[n — i)  («  — 2)  (arcsin.r)*“’4-...l 
4-  const. 

Si,  dans  cette  formule  (5),  on  écrit  x,  sinx,  cos x,  au 
lieu  de  arc  sinx,  x,  \Ji  — x*,  on  aura 


-const. 

450.  Revenons  à la  formule  (4)  du  numéro  précédent. 
Les  différentielles  des  deux  membres  sont  identiquement 
égales  entre  elles,  quelle  que  soit  la  constante  m,  et  l’i- 
dentité ne  sera  point  altérée  si  l'on  suppose  cette  con- 
stante imaginaire.  Soit  donc  m — a-\-b  \/—  i,  il  viendra 


• n{n  — 1) 
ï'j — 


(■"  I )"J 


n jn  — i).  . . I 1 


-H  const. 


1 
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Remplaçant  par  sa  valeur 

c**  (cosi.r  + y'—  I sin  bx), 

et  égalant  ensuite,  de  part  et  d'autre,  les  parties  réelles 
et  les  parties  affectées  du  facteur  y' — i , on  aura  les  va- 
leurs des  deux  intégrales 

^ coi  bx  Jx,  J'  x"e“  sin  bxdx, 

dans  le  cas  où  n est  un  entier  positif.  Si  l'on  fait 

a + b \j — I = P (cosa  — i sinal, 

on  trouvera  ainsi 


/ 


.r"  COS  bxdx 

e" 


/ 


1^—  X"  cos(é.r  — a]  — — .r"“'  cos(i.r  — la)  -+- . . . 

/i{«-i)...i  rrT-iJ 


cos(éj:  — /I  -(-  I a)  I -I-  const., 


x“  e**  sin  bxdx 


= e**  - j:"  sin ( é.r  — a)  — — x^'  sin  ( bx  — la)  -t- . . . 

Lp  P 

, n (/I  — i) . . . I . , , ,1 

— r; sin  ( üj:  — /t  -I-  i a ) -I-  const. 

p.+. 

Il  importe  de  remarquer  le  cas  de  n = o ; on  a 


I 

/ 


e“  cos  bxdx  = - e*^cos(  bx  — a)  -I-  const.. 

P 

e*'sinixrfr  = - c*-'  sin  (6.c — a)  -t-  const., 

P 


ou 


/ 

/ 


, , flCOsi.r -4- isini.r 

cos  bxdx  =z  e“* — r- ■+-  const., 

o’  -4-  6* 

. , , a sin  bx  — b cos  bx 

e"  sin  bxdx  z=e" . 4-  const. 

«’  -t-  i’ 
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On  obtient  directement  ces  deux  formules  en  intégrant  par 
parties  les  deux  différentielles  cosbxdx,  e“-‘  sin  bxdx, 
car  en  opérant  ainsi  on  forme  deux  relations  entre  les 
intégrales  de  ces  différentielles,  desquelles  on  peut  tirer 
les  expressions  que  nous  venons  de  trouver. 

451 . La  méthode  du  n°  448,  et  plus  généralement  le 
procédé  de  l’intégration  par  parties,  permettent  souvent 
de  réduire  à des  formes  plus  simples  certaines  intégrales 
dont  la  valeur  n’est  pas  exprimable  par  les  fonctions  al- 
gébriques, logarithmiques,  etc. 

Considérons,  par  exemple,  l'intégrale 


djr. 


dans  laquelle  n représente  un  entier  positif.  Comme  — 
est  la  différentielle  de  — ' > l’intégration  par 

( /I  — 1)  -r"-'  ° ^ 

parties  donnera 


(Tl-I).r-' 


et,  au  moyen  de  cette  formule,  on  ramènera  l'intégrale 
proposée  à 


Intégration  des  différentielles  de  la  forme  P dx,  P 
étant  un  produit  de  sinus  ou  de  cosinus  de  fonctions 
linéaires  de  x. 

452.  Les  différentielles  de  cette  forme  se  présentent 
dans  un  grand  nombre  de  questions,  et  il  est  aisé  d'en 
avoir  l’intégrale.  Soit  d’abord 

P = cos(a.r  -H  i)cos(a'x  -f-  b'). 
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on  peut  écrire 

P = cos[(a  -t-a')jr-+-{6  + 6')]  -f-  ^cos[(o  — a')x  -t-  (6  — i')]; 
on  aura  doue,  si  n + <i'  et  a — a'  sont  différents  de  zéro, 

Ç^d.,  z=  + b')] 

J ' a («  -4-  «') 

sin  [(a  — «')x  + (ft  — b')\ 

H / \ 'J  -4-  const.; 

2 (n  — û } 

et,  dans  le  cas  de  a'  = a, 

, sin  (2  a.r  ■+-  b b')  .r  cos  (b  — h') 

Prfx  =: ^ H — - — — + const. 

4<I  2 

On  opérera  de  la  même  manière,  dans  le  cas  où  P est 
un  produit 

P = cos(n.r  -+-  b)  cos(<i'.r  + b')  cos(«"x  b") . . . 

d'un  nombre  quelconque  n de  facteurs.  Si  l’on  fait 

a = rt  ± o'  ± a'  ± . . . , & = b dz  b'  dz  b”  ± 

le  produit  P sera  la  somme  des  2"~‘  termes  représentés 
par  l’expression 


— cos(ax-)-ej; 


on  aura  donc 


/r>  . ' v’  S'n 

= const., 

, sin  f a .r  -f-  6 ) , , , , . 

le  terme  devant  être  remplace  par  .rcosb 

quand  a est  nul. 

Nous  avons  représenté  tous  les  facteurs  de  P par  des 
cosinus,  parce  que  chaque  facteur  tel  que  sin(<ix-+-fe) 

peut  être  remplacé  par  cos  ^ or  + 
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453.  Considérons,  par  exemple,  l’iiit^rale 


7^ 


/•' 


os’xdx 


où  n est  un  entier  positif.  On  a,  si  n est  pair  (voir  mon 
Traité  de  Trigonométrie^  4'  édit.,  p.  226), 


2"  cos“j:  =cos/»j-  h — cosfn  — al  .»• 

I 


nln—\) 

cos(/i  — . .+ 

1.2  2 


, /»(«-■)...  +1) 


n 

.7..  , , - 

a 


et,  SI  n est  impair, 


(n  — 


a*”'  co8"x  = coswx  H — cos(/i  — a)  j:  H cos(/i  — 4)  - • 


I .2.  . C 


Donc  on  a,  pour  le  cas  de  n pair, 


CQi'xdx  — 


sinn.r  n sin(« — a1x  n(n — i)  sinf/i  — ^)x 


1.2  n — 4 


Cl,  pour  le  cas  de  n impair, 


1 .2 ...  - 

a 


- -I-  const., 
n 2 


-/■ 


sin/».r  n 

— — 

sin  fn  — a ) j: 

n(n 

n I 

n — a 

“T” 

n [n  — 1 

H 

lÀ 

1 . a . . . 

/I  — 4 


sinx  + const. 


n — I 

2 
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En  changeant  X en  ^ — x,  dans  ces  formules,  on  obtien- 
dra la  valeur  de  J" sin"x<ir  ; on  trouvera,  dans  ce  qui  va 
suivre,  de  nouvelles  formes  des  mêmes  intégrales. 


Intégration  des  différentielles  de  la  forme 
sin"x  coi"xdx. 

454.  La  différentielle  dont  il  s’agit  ici  est  réductible  à 
une  différentielle  binôme;  car  si  l’on  pose 

1 1 1 -i  -I 

sinx  = /’,  cosx  = ( I — /)’,  dx=-t  ’ (i — t)  'rit, 

elle  devient 

m — I « — 1 

A; 

cette  différentielle  est  intégrable  quand  l’un  des  membres 

m — I n — I m + n 


est  entier,  et,  dans  le  cas  contraire,  elle  peut  être  suscep- 
tible de  réduction,  ainsi  qu’on  l’a  vu  au  n°  443. 

On  retrouve  les  mêmes  résultats  en  appliquant  direc- 
tement la  règle  de  l’intégration  par  parties  à la  différen- 
tielle sin’"x  cos”x</x,  et  comme  les  expressions  de  ce 
genre  se  présentent  fréquemment,  il  ne  sera  pas  inutile 
de  développer  le  calcul. 

La  différentielle  proposée  peut  être  mise  sous  la  forme 

cos"~'  X X sin"  X cos  xrfx  ; 

sin  J* 

le  second  facteur  est  la  difTérentielle  de ; par  con- 

m -4-  I * 


Digitizoü 


-gle 


CHAPITRE  1. 


(a) 


sëquent  l’intégration  par  parties  donnera 

l/“ 


(0 


8in”‘jrcos"xrfx 
sin"^'x  cos"^ 


m + I 


/I  — I C ■ 

I *' 

m -h  I J 


sÎD”+’jcos"' 


supprimons  sous  le  signe  J',  dans  l’intégrale  du  second 

membre,  un  facteur  sin’a'  et  introduisons  à sa  place  le 
facteur  égal  i — cos’x,  cette  intégrale  deviendra  la  dif- 
férence des  deux  suivantes  : 

J'  sin"x  cos"“’x<ir — J' sin”x  cos’x<ii:; 

faisant  passer  la  seconde  dans  le  premier  membre,  et 
multipliant  ensuite  par  il  viendra 

* * PP»  _i_  P» 


sin"xcos"xrfr  = 


m + n 

sin*‘*‘'xcos""'x 
m -h  n 


n — I r . 

I sin” 

m -+-/I  J 


X cos"~’xrfx. 


Si  l’on  change  x en  - — x,  dx  en  — dr,  que  l’on  per- 
mute les  lettres  m,  n,  puis  qu’on  multiplie  par  — i,  on 
aura  encore 


(3) 


sin"x  co»"x<ir  = — 


sin^^'x  cos"'*‘'x 
m -t-  n 


m — 
m 


xco»"xrfx. 


Elnfin,  si  l’on  remplace  n par  ra  -i-  a dans  l’équation  (a), 
m par  m -t- a dans  l’équation  (3),  et  qu’on  résolve  en- 
suite chaque  équation  par  rapport  à l’intégrale  contenue 
dans  son  second  membre,  on  aura  les  deux  nouvelles 
formules 


(4)  J 

(5)  J si 


X C0$"x</x: 


sin"x  cos"x<£x  = 


sin*^'xcos"+'x 

n I 

sin"^'x  cos"^'x 


m ■+-  nM-a  C . 

I SI 

« + i J 

71  -i-  /J  -4-  2 ^ 

J * 


sin"xcos"'^’x<ir, 

I 

sin'+’x  cos"xrfx. 
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Les  formules  (4)  et  (5)  sont  illusoires,  la  première 
quand  n = — i,  la  seconde  quand  m=  — i;  mais,  dans 
l’un  et  l’autre  cas,  la  condition  d’intégrabilité  est  rem- 
plie. Les  formules  (a)  et  (3)  deviennent  elles-mêmes 
illusoires  quand  m -h  n = o,  ce  qui  répond  encore  à un 
cas  d’intégrabilité;  mais  alors  la  formule  (i)  nous  fournit 
une  réduction;  elle  devient,  en  effet,  pour  « = — m, 

J'  tAnc**"*”*  f* 

tang"xrfx  = I lang”'^’x<ir, 

ou,  en  écrivant  m — a au  lieu  de  ni, 

, , r . tana"“'x  C , , 

(7)  I tang"xrfj- = — 1 tang"”’.rf/x. 

Laissant  de  côté  les  cas  d’intégrabilité  qui  se  ramè- 
nent toujours  quand  cela  est  nécessaire,  à celui  d’une  dif- 
férentielle rationnelle,  on  voit  que  les  formules  (a)  et  (4) 
permettent  de  diminuer  ou  d’augmenter  l’exposant  n 
d’un  nombre  pair  quelconque;  pareillement,  au  moyen 
des  formules  (3)  et  (5),  on  peut  diminuer  ou  augmenter 
l’exposant  m d’un  nombre  pair  quelconque;  donc  il  est 
possible  de  ramener  les  deux  exposants  à être  compris 
entre  les  limites  — i et  -t-  i ou  o et  a. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  exposants  m et  n sont 
entiers,  on  pourra  poursuivre  la  réduction  de  chacun 
de  CCS  exposants  tant  qu’il  ne  sera  pas  égal  à — 1 ou 
égal  à l’autre  exposant  changé  de  signe;  quand  ce  der- 
nier cas  se  présente,  on  a recours  aux  formules  (6) 
et  (7),  au  moyen  desquelles  on  peut  continuer  la  réduc- 
tion jusqu’à  ce  que  les  deux  exposants  soient  nuis  ou 
égaux  à -f- 1 cl  à — 1 . Nous  ajouterons  que  les  for- 
mules (6)  et  (7»)  peuvent  être  obtenues  immédiatement, 
en  remarquant  que 

dx  tann""^'.r 

tang"x = — 1-  const. 

cos’x  m -f- 1 


ir 
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455.  Ou  voit,  en  résumé,  que  l’inlcgrale 

J sin'"jrcos"j:f/^, 

dans  laquelle  m et  n sont  des  entiers  positifs  ou  néga- 
tifs, se  ramènera  toujours,  au  moyeu  de  uos  formules,  à 
l’une  des  suivantes  : 

/'"■  I sin.v(/x,  J' cos J' s\nx  cos-i  (/x-, 

r i!.r  r dr  /•  dr  C ^ C , 

I , I , I , I tang.rrf.r,  i cot.rrf.r. 

J sin.r  J cosj-  J sinicos.r  J j 

I^es  trois  premières  ont  pour  valeurs 

•r  C,  — cosx  C,  sin.i:  -h  C, 

C étant  une  constante;  la  quatrième  est  égale  à 

\ r ■ . cosa.r  „ sin’.r  „ cos’.r 


cosa.r  sin’.r 

sin  -ixd.r  = 1-  c = h c 

4 2 


c désignant  toujours  une  constante  arbitraire. 
On  a ensuite 


C, 


cos’  — X 
a 


tang  - X 


ce  qui  s’accorde  avec  ce  qui  a été  dit  au  n°  Changeant 
dans  la  précédente  formule  or  en  x-f--,  puis  en  ix. 
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= logtangx  H-  C. 

sinxcosx 

On  a eii6n 


/.  /’sin.r/Vr 

tang-rt/x  = I — — — - = — logcos.r  4-  C, 

/.  fcoi.rrl.r  . 

cotxrfx  = I — r ==  logsinx  4- c. 

J sinx 

456.  Si  le  nombre  n est  nul,  la  formule  (3)  du  n®  454 
donnera,  dans  le  cas  de  m pair  et  positif, 


dx 


cosx 

m 


X 


m — ! . 

H sin"“*  X 

m — 2 


(m  — il  (m  — 3)  . 

— — Sin" 

{/n  — 2)(m  — 4) 


[m  — i)  ('»  — 3) ...  3.  1 X 
(m  — a)  ( «'  — 4 ) • • • 4 • ^ ™ 


const,. 


et,  dans  le  cas  de  m impair. 


{m  — i)(m  — 3). ..3.1 
(w— a)(m  — 4)...4.2 


sin  X j 


/ 


sin"xrfx  =:  — 


rnsr 

m 


^sin"“'x  ■ 


sin"~*x  4- . , 


(m  — 2)  (m  — 4)...i  J 


En  changeant  a;  en  ^ 4-  x,  on  aura  deux  autres  formules 
qui  donneront  la  valeur  de 


/ 


cos"xrfx, 


pour  le  cas  de  m pair  et  pour  celui  de  m impair.  Il  faut 
remarquer  que  ces  formules  peuvent  se  déduire  immedia- 
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tement  de  celle  du  n°  445, en  remplaçant  dans  celles-ci  x 
par  sinx  ou  par  cosx. 


457.  L’intégrale 


I 


d.r 

a sinx  + b cosx 


se  ramène  immédiatement  à l’une  de  celles  dont  il  vient 
d’ètre  question,  en  posant 

a=rsina,  i = rco$a; 


car  elle  devient  alors 

fl.T 

cos  (x  — a ) 

On  peut  aussi  déterminer  l'intégrale  plus  générale 

dx 

; sinx -h  é cosx -4- c 

car,  en  faisant 

r r 

â = rsina,  o = rcos«,  = dr 

C r 

on  a 


mîm 

r— 

J a s)E 


r 

J a sinx  -t-  b ( 


cosx  -t-  c c — 


I 

c — r I 

t/  I ± X * lang*  - 


kdx 

I(x_«) 
1 

lang*  - (x  — a) 


OU , en  posant  tang  - ( x — a ) = r, 


h 


d.T 


sinx  -4-  b cosx  -t-  c 


r . 

c — r J I ±/’’ 


et  l’intégrale  du  second  membre  de  cette  formule  a pour 

valeur  arc  tang  t ou  log  y/  | j selon  que  ± A*  est 
positif  ou  négatif. 
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De  l'intégration  des  différentielles  qui  renfennent 
plusieurs  variables  indépendantes . 


458.  Nous  allons  nous  occuper  maintenant  des  diffé- 
rentielles qui  renferment  plusieurs  variables  indépen- 
dantes ; ce  cas  se  ramène  facilement,  comme  on  va  le  voir, 
à celui  des  différentielles  qui  ne  dépendent  que  d’une 
seule  variable. 

Toute  fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes 
X,  J,  Z, . . . , U,  V a une  différentielle  de  la  forme 


( I ) X dx  -f-  Y -+-  Z rfz  . . -t-  U rfu  -t-  V rfv , 

X,  Y,. . .,  U,  V étant  des  fonctions  des  variables  x,  y, 
Z, . . . , U,  t*.  Mais  la  réciproque  n’a  pas  lieu,  et,  pour  que 
l’expression  précédente  soit  la  différentielle  d une  fonc- 
tion des  variables  x,  y,  z,. . .,  u,  y,  ou,  comme  on  dit 
aussi,  soit  une  différentielle  exacte,  il  est  nécessaire  que 
certaines  conditions  soient  remplies.  En  effet,  si  l’ex- 
pression (i)  est  la  différentielle  d’une  fonction  SI,  on  aura 


considérons 

exemple 


deux  quelconques  de  ces  équations,  par 


en  différentiant  la  première  par  rapport  à 7 et  la  seconde 
par  rapport  à x,  on  aura 

f/’n  rfX  d'Li  </Y 

dxdy  dy  dydx  dx 


et,  par  conséquent, 


dX  _ 

dy  dx 
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Ou  conclut  de  là  que  si  l'expression  (i)  est  une  différen- 
tielle exacte,  on  a nécessairement 

'Il  'H  — 'Œ  'Il  — 

i/.v  il:  fl.r  ilv  itx' 

ilY  _ ilV 

il:  dy  ’ ’ f/l'  dy  ’ 


dV  _ f/V 
f/i-  du 

Le  nombre  des  conditions  (2)  est  égal  au  nombre  des 
combinaisons  des  variables  x,  y,  z,.  ..  deux  à deux; 
lorsqu’il  n’y  a que  deux  variables  indépendantes  x et  ) , 
l’expression  (1)  est 

Xf/.r  -I-  Yf// 

et  les  conditions  (a)  se  réduisent  à une  seule 
f/X  _ f/Y 

dy  d.r 

4o9.  Supposons  que  l’expression  (i)  soit  la  difféicn- 
tielle  exacte  d'une  fonction  il,  en  sorte  (ju’on  ait 

( 3 ) du  inr  X f/x  \tly  -f-  Z ilz  • • -f-  L du  ~4-  V dv  j 

et  proposons  nous  de  déterminer  la  fonction  îî.  Nous  al- 
lons retrouver,  dans  cette  reclicrcbc,  les  conditions  (2) 
que  nous  venons  d'obtenir  et  l’on  verra  en  même  temps 
que,  si  ces  conditions  sont  remplies,  l’expression  pro- 
posée d£l  est  effectivement  une  différentielle  exacte. 

Quand  on  regarde  ^,  z,....  u,  \>  comme  des  constantes, 
la  formule  (3)  se  réduit  à 

f/a  = Xf/r; 

si  donc  on  désigne  par  XI'*  une  valeur  déterminée  (juel- 
II.  6 
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conque  de  l’intégrale  J \dx,  en  sorte  que  l’on  ail 


(4) 


~lx 


= x, 


la  formule  précédente  deviendra 


fin  — - — il.r 

d.r 


d’où  l’on  conclut 


(5)  U=:X(') 

étant  une  con.siantc  arbitraire,  c’est-à-dire  une 
(juantité  indépendante  de  T. 

L’équation  (5)  donne  par  la  différeutiation 


f/ll  = f/üC) 


f/Xf) 


d.r 


dXtO 


d.r 


rfXC) 


et  pour  que  cette  valeur  de  <l£L  soit  égale  à la  propo- 
sée (3),  il  faut  et  il  suflil,  à cause  de  la  formule  (4),  que 
l’on  ait 


//lltO  = 


rfX'') 

^d} 


Z 


dX(')\ 

"dT  / 


dz 


.^(v- 


f/XC'\ 
~dv  ) 


c/l’. 


On  voit  qu’il  est  nécessaire,  pour  la  possibilité  du  pro- 
blème proposé,  que  les  coefficients  de  dy^dz,....cl\' 
dans  la  formule  (6)  soient  indépendanis  de  x,  ou  que 
leurs  dérivées  relatives  à x soient  nullcs,  car  fi'*)  ne  doit 
pas  renferuier  cette  variable:  on  a donc 


rf'XC) 

dZ 

c/^XC) 

• f> 

dV 

rf'XC) 

d.r 

dxdy  * 

dT- 

d.rdz  * 

’ c/.r 

dxdi> 

OU, 

à cause  de  la 

formule  (4), 

(?) 

c/Y  dX  _ 

dZ  dX 

dV 

dX 

dx  dy 

O, 

TiT~~  dz 

■ ’ 

dv 
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D’après  ce)a,  pour  que  dO,  soit  cficctivcment  une  dif- 
férentielle exacte,  il  faut  et  il  suffit  : i“  que  les  condi- 
tions (7)  soient  satisfaites*,  a”  que  f/fi*'*  soit  la  différen- 
tielle exacte  d’une  fonction  des  variables 
Cette  deuxième  condition  peut  être  exprimée  d’une  autre 
manière.  Effectivement  f/fi*'*  est  la  différence  des  deux 
expressions 

Yf/)  Z f/;  Vdu  -+■  Vf/.-, 


f/X*'* 


f//H- 


f/xc* 

' dz 


f/J  -f- . . . -t- 


f/XC) 

du 


f/x<‘^  ^ 

du  H — ai», 

dv 


dont  la  seconde  est  la  différentielle  de  la  fonction  X*'*  par 
rapport  aux  variables j,  z,.  . . u,  r>.  Notre  seconde  con- 
dition est  donc  simplement  que 

(8)  Ydt  +Zdz -h.  . .-hUda -h  Vdf 

soit  une  différentielle  exacte  quand  on  y regarde  x comme 
une  constante. 

Quand  le  nombre  des  variables  a*,j',  z,. . . est  égal  à 
deux,  cette  condition  est  toujours  remplie;  dans  le  cas 
contraire  on  peut  applifjucr  à l’expression  (8)  la  propo- 
sition que  nous  venons  d’établir;  pour  que  celle-ci  soit 
une  différentielle  exacte,  il  faut  et  il  suffit  : 1°  que  l’on 
ait 


ih  — — — f/V  f/Y  _ 

dy  dz  ’ ’ dx  du  ’ ily  f/i-  ’ 

que  l’expression 

Zf/H-..,-t-Uf/«-+-Vf/.- 

soit  une  différentielle  exacte,  quand  on  y regarde  x etj)- 
comme  des  constantes.  En  poursuivant  ainsi,  on  retrou- 
vera successivement  toutes  les  conditions  (2)  avec  la  con- 
dition nouvelle  que 

Vf/.' 

6. 
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soil  une  difilercnliflle  exacte  cjuaiid  on  rcgaide  x, 

Z, . . . , U,  comme  des  constantes;  or,  celle-ci  est  toujours 
remplie,  donc  les  conditions  (a)  sont  suffisantes. 

Notre  analyse  ramène  la  rcclicrclie  de  la  fonction  H à 
celle  des  deux  fonctions  et  la  fonction  est 

une  valeurdéteruiiiiéc  de  l’intégrale  f Xc/x,  îî,  rcufei  nie 

une  variable  de  moins  (|ue  il  et  elle  est,  comme  celle-ci, 
déünic  par  sa  différentielle.  Pareillement  la  reclicrclie 
de  fl*'*  se  ramènera  à celle  d’une  fonction  déterminée  Y*'* 
et  à celle  d’une  fonctiou  ü*’*  définie  par  sa  différentielle 
et  f|ui  renfermera  une  variable  de  moins  (|ue  Û*'*  ; et  ainsi 
de  suite.  La  dernière  fonction  déCnic  par  sa  dif- 

férentielle, ne  renfermera  plus  qu’une  seule  variable  ei 
son  intégrale  pourra  être  représentée  par  \ C,  Cétant 
une  constante  arbitraire.  Ainsi  l’on  aura 


((,)  -(■  Y!')  -t-  ZC>  -h.  . . -t-UC)  -t-  V 

ou,  en  représentanl  au  moyen  du  signe  J' l’intégiale  de 

la  différentielle  placée  sous  ce  signe,  (picl  que  soit  le 
nombre  des  variables, 

I [X  f/.r  -i-  Y <ly  -i-  Z f/j  -I-  . . . -f-  L'  (lu  -h  VoVj 
Xct  -f-  Y(‘)  -4-  Z'”  -4-  pu)  -t-  Vv')  H-  C. 

Si  le  nombre  des  variables  est  égal  à deux,  la  diffé- 
rentielle proposée  est 

Xdx  -t-  Y (h  , 

cl  l’on  a 


/' 


(Xf/.c  -t-  Ydr)  = XC>  -t-  Yu)  -f-  C; 

X*'*  est  une  quelconque  des  >alcurs  de  Ç Xtlx,  et  de 
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même  YC’  est  une  quelconque  des  valeurs  de  rint«^grale 

■iGO.  Exemples.  — i"  Supposons  qu’on  demande  l’in- 
tégrale de  la  différentielle 


.r  ./•’ 

(1 11  nr ct.i tly\ 

r/  r{’-—yy 

On  a ici 

X = — -f-  — 

æ—x  .»)' 

Y == 

On  peut  donc  prendre  pour  la  valeur  suivante 
X(')  = !og(r-^) 

X — ) 

d’où 

f/XC> a _r  _ — ir-i-r 

,ly  ~~  _ ./•  — / pr y>  —yŸ  ’ 

on  a ensuite 

Y ^/XC'  -r’  a. J — y I 

dy  ~ y^.r—y)^ 


et,  par  conséquent, 


d.c  = — lüg_)'  -i-  consl. 


On  a donc 

a = log"-_’'__/„^C, 

, v^’  y ■’^—y 

C étant  une  constante  arbitraire. 

2°  Supposons,  en  second  lieu,  qu’on  demande  l’inté- 
grale de  la  différentielle 

f/tl  = {y  -4-  î)  d.r  + (z  -I-  x)dy  -f-  {jr  + y)d^\ 
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X=X  + Z,  Y = z+  .r,  Z = .r  + x; 
on  peut  faire 


puis 


et 


X!')  = Cr  + î).r, 

rfxo  rfXf) 


(ix 


<lz 


„ dxi')  ^ f/XC) 


donc 


Il  = (T"  + z).r -f-  j {zf/>  4-/f/z); 
suit! 

/' 


on  trouve  de  suite  que 

( Z f/r  ■+■  X dz)  — yz  -h  const.  ; 
J 

et  l’on  a 


11  = .ry  + /Z  -t-  zr  -I-  c, 
C étant  une  constante  arbitraire. 


j^iitre  forme  de  l'intégrale  d'une  différentielle  renfer- 
mant plusieurs  z’ariables  indépendantes. 

161.  L’intégrale  d’une  différentielle  qui  renferme 
plusieurs  variables  indépendantes  peut  être  mise  sous 
une  forme  très-élégante  que  nous  ne  pouvons  nous  dis- 
penser de  faire  connaitre  ici. 

Soit  la  différentielle  donnée 

(l)  </n  = Xr/.r-i-  -f.  . .4-  Urftt  -4-Vf/v. 

Deux  fonctions  qui  ont  dCi  pour  différentielle  ne  peuvent 
différer  que  par  une  constante;  si  donc  F {.r,  y,  Zf..,  u,  i') 
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r/llC) 


désigne  l’une  de  ccs  fonctions,  on  aura 

a =:  F ( J,  Z,.  U,  v)  + C, 

C étant  une  constante  arbitraire.  En  outre,  on  peut  dé- 
terminer la  constante  C par  la  condition  que  la  valeur 
précédente  de  fi  se  réduise  à zéro,  quand  on  donne  aux 
variables  les  valeurs  particulières 

(2)  .r  = .v,,  y=y,,  z — = = 

car  il  suffit  de  faire 


D’après  cela,  proposons-nous  de  trouver  la  fonction 
déterminée  qui  a pour  différentielle  l’expression  (i),  et 
qui  s’annule  quand  on  donne  aux  variables  les  valeurs  si- 
multanées (2). 

Nous  opérerons  comme  au  n°  459  ; nous  désignerons 
toujours  par  X'**  une  valeur  déterminée  de  l’intégrale 

Ç Xf/x;  seulement  nous  eboisirons  pour  cette  valeur 

celle  qui  se  réduit  à zéro  quand  x=Xo;  «o  d'autres 
termes,  nous  ferons 

X(')=/  Xdf, 

cl  nous  aurons,  comme  au  n”  459, 

i3)  u = X(')-t-ii:')=  ^ Xd:r-i-iit'). 

*■ 

La  fonction  11<‘)  est  définie  par  la  formnle 

rfX(0\  ^ ^/X(‘l\  / ,/X(')\ 

= - -rf/- ) ^ ^ " -nr) 


et  par  la  condition  d’être  nulle  pour  j-  = 1 z ~ z„ 

w = e,.  Comme  nous  supposons  les  conditions  d’iutégra- 
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bilité  remplies,  les  coefficients  de  dy,  dz,...,  dw  dans  la 
formule  précédente  sont  indépendants  de  x;  on  peut 
donc  y supposer  x — x».  Or,  la  fonction  X<‘)  s’annule 
pourx  = Xg.  quelles  que  soient  j-,  z,....  ii,  c ; donc 
(n“  58)  les  dérivées 

rfXC)  dXO) 

dy  dz  ^ dv 

s’évanouissent  aussi  pour  x = x„,  et  l’on  aura 
(4)  d aC)  = Y,  dy  + Z,  c/z  -h  . . . +•  U,  du  y-  V,  dv. 


si  l’on  désigne  par  Y,  , Z, , . . . , U, , ^ , les  valeurs  que 
prennent  Y,  Z, . . . , U,  V pour  x = x„. 

Opérant  sur  la  formule  (4)  comme  nous  avons  fait 
à l’égard  de  la  formule  (i),  on  trouve 


avec 


a(‘)=  ü,dy  -h  ni’\ 
d 11<’>  = Z,  f/z  -t-  . . . -t-  U,  du  -H  V,  de, 


Z; Ut , Vi  étant  les  valeurs  que  prennent  Z,...,  U,  V 
quand  on  fait  x = •î’o,.)'  =.)'o- 

Il  est  évident  qu’en  continuant  ainsi  ou  obtiendra 
l’expression  suivante  de  la  fonction  demandée  12  : 


[ r Xf/.r-(-  f^Y.dy-h  f 

i ■+■  f V„.,du-t-  f V._,rfr, 

i •-  11,  de 


Z,dz  4-..  . 


en  désignant  par  « le  nombre  des  variables  et  en  conve- 
nant que  chaque  indice  l'dont  les  lettres  Y,  Z, . . . , U,  V 
sont  alfectées  indique  qu’il  faut  remplacer  les  i premières 
des  variables  x,  p,  z..  . u,  v par  les  valeurs  correspon- 
dantes Xo,  Jg,  Zg,.  . • , «g,  «’g. 
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Considérons,  par  exemple,  le  ras  de  deux  variables 
x,j  et  soit 

{ 6 ) «P  ( J-,  ,r)rf.r  + ^ (,r,  )Ujr 

Ja  différentielle  donnée.  L’intégrale,  prise  de  luanicre 
qu’elle  s'annule  pour  x — y =.To  ! surs  pour  valeur 


( 7 ) f f ( '1  f ^ .t  ) r/r. 

402.  La  recherche  de  l’intégrale  d’une  différentielle 
qui  renferme  n variables  indépendantes  se  ramène, 
comme  on  voit,  à un  nombre  11  d’intégrations  qui  se  rap- 
portent respectivement  aux  n variables  ; il  est  évident  que 
CCS  intégrations  peuvent  être  effectuées  dans  un  ordre 
quelconque,  et  cette  reinartjue  n’est  pas  sans  importance. 
Ainsi  l’intégrale  de  la  différentielle  (6)  est  représentée 
par  l’expression  (7),  mais  elle  peut  l'être  aussi  par  l’ex- 
pression 

(8)  f + 

([ui  s’annule  comme  la  première  pour  x = x, , 1 = ) „. 
En  égalant  ces  deux  expressions  entre  clics,  on  a 


Ç ? (-T,  J )f/c  — r ^ (.r,  = f x),ljr—  f J' 

‘/■c.  *<r, 

ou 

(9)  f [?(•'■>  x)  — î (-T.  r.)]  = f (■'^>  x)  — + (-T.,.»)] fix, 

•'r,  . Jjr. 


)'h< 


formule  qui  a lieu  pour  deux  fonctions  ^ {x,  y),  <{/  (j").r) 
assujetties  à Ja  seule  condition 


f/ç  (x.  /) rf'i'f-c.  r)  _ 

‘b’  ~ 
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Intégration  des  différentielles  dans  le  cas  des 
variables  imaginaires. 

463.  Pour  compléter  la  théorie  de  l’intégration  des 
différentielles,  il  nous  reste  à examiner  le  cas  des  varia- 
bles imaginaires.  Soient  z = x 4- ) \/ — i une  variable 
imaginaire  et 

f{z)  = ,^(x,  jr)  -f-  v'—  I •}{•»./) 

une  fonction  donnée  de  cette  variable,  ) et  ) 

désignant  des  fonctions  réelles  des  variables  réelles  JC,  ) . 
Si  la  fonction  y(z)  a une  dérivée  déterminée,  on  a 

(n»  377) 

dr(  c>  x)  _ 'h  .>'1 

(Ix  (ly  d/  dx 

ce  qui  montre  que  les  expressions 

<f{x,x)dx—'^{x,jr)dx  et  -^{x,y)dx  + ,f{x,jr)dx 

sont  des  différentielles  exactes.  Si  l’on  fait  la  somme  de 
ces  expressions,  après  avoir  multiplié  la  seconde  par 
y' — i,  on  trouve  pour  résultat 

d’où  il  suit  que  f{z)dz  est  la  différentielle  d’une  fonc- 
tion des  variables  x et  j.  On  a donc  cette  proposition  : 

Théorème.  — La  différentielle  f[z)  dz  admet  une  inté- 
grale lorsque  z est  imaginaire,  corn  me  lorsque  z est  réelle. 
Les  conditions  pour  que  l’expression 

X f4r  -j-  Y r/>'  -f-  Z f/z  -f- . . . -t-  U rfn  -H  V f/l' . 

soit  une  différentielle  exacte,  dans  le  cas  où  x,  j,  s, . . . 
désignent  des  variables  imaginaires,  sont  évidemment  les 
mêmes  que  dans  le  cas  des  variables  réelles,  et  la  règle 
que  nous  avons  exposée  au  n®  459  est  applicable  à tous 
les  cas. 


Di 


'.ji.'Ogk 


CHAPITRE  II. 


9' 


CHAPITRE  II. 

THÉORIE  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


Propriétés  fondamentales  des  intégrales  définies. 


't64.  Soient  f{x)  une  fonction  de  la  variable  réelle  x 
qui  reste  continue  quand  x varie  entre  les  limites  Xo, 
X,  et  F (ar)  une  des  valeurs  de  l’intégrale  indéfinie 

J f[x)  dx.  La  différence  F(a:)  — F(j"o)  est  aussi  une 


des  valeurs  de  la  même  intégrale,  savoir,  celle  qui  s’an- 
nule pour  x=i  Xo\  cette  valeur  est  égale  à F(X)  — F(ar„) 
pour  a:  = X,  et  nous  sommes  convenus  alors  de  la  repré- 

senter  par  l’expression  / f[x)dx,  que  nous  avons 

nommée  une  intégrale  déâuie.  Ainsi  l’on  a 


rf.r  = F(X)-F(.r.), 


et  nous  savons  que  l’intégrale  contenue  dans  cette  for- 
mule est  égale  à la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  des 
valeurs  que  prend  la  différentielle  f(x)dx,  quand  x 
varie  de  Xo  à X en  prenant  des  accroissements  infiniment 
petits  successifs  égaux  h dx. 

Delà  résultent  plusieurs  propriétés  fondamentales  que 
nous  allons  établir. 


•165.  Théobème  I.  — Une  intégrale  définie  change 
de  signe  en  conservant  la  meme  valeur  absolue,  quand 
on  pennute  les  limites  de  l'intégrale. 
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Cela  résulte  immédiatement  de  la  formule  du  n"  401 
dont  le  second  membre  ne  fait  que  changer  de  signe 
quand  on  permute  les  lettres  Xt,  X. 

On  peut  aussi  établir  la  même  propriété  en  considérant 
les  intégrales 

comme  des  limites  de  sommes  d’éléments  infiniment 
petits.  Les  éléments  correspondants  j\x)iix  des  deux 
sommes  eu  question  ont  la  même  valeur  absolue,  mais 
ils  sont  de  signes  contraires,  car  x variant  de  Xo  à X 
dans  un  cas  et  de  X .à  x^  dans  l’autre  cas,  dx  est  posiiif 
pour  l’une  des  deux  sommes  et  négatif  pour  l’autre. 

•i(jü.  Théouèmf.  II.  — Si 

-r,,  JT,. . . . , X 

sont  fies  valeurs  tle  x telles  que  f{^x]  reste  bien  déter- 
minée et  continue  quand  x vaiie  de  rime  de  ces  l'a- 
leurs  à la  suivante,  on  a 

f /[r)flx=:  C /(x  i/x+  Ç /{.r)tix-y-  l f{x)tlx. 

Rn  cH'et,  cette  formule  n’est  autre  chose  que  l’égalité 
identique 

F(X)  - F(j-.) 

= [F,r,)-F(.r.)]  + [F(.r,)-F  .r,)]  + ..  -^[F(X)- F(.r„_,)]. 

On  peut  encore  démontrer  la  formule  dont  il  s’agit  en 
regardant  les  intégrales  définies  comme  des  limites  de 
sommes.  Si  Xo,  x,,  . . .,  X sont  disposées  par  ordre  de 
grandeur,  les  deux  membres  de  noire  formule  sont  égaux 
à la  limite  d’une  même  somme  d’éléments  infiniment 
petits.  Il  en  est  de  même  quand  Xo,  x, . . . , X ne  sont 
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pas  disposées  par  ordre  de  grandeur,  car  les  éléments 
infiniment  petits  de  la  seconde  somme  qui  ne  se  trouvent 
pas  dans  la  première  sont  égaux  deux  à deux  et  de  signes 
contraires. 


-iCT.  Tiiéorkme  III.  — Soient  (j-)  et  f{x)  (leux 
fonctions  (/ni  restent  continues  pour  les  valeurs  de  x 
com/n'ises  entre  les  limites  x,  et  X - Xoj  si  pour  toutes 
les  valeurs  de  x on  a J(x)f-(^(x),  on  aura  aussi 


y x)  dx. 


Fil  effet,  par  hypothèse,  la  fonction  / (x)  — <f(x)  est 
positive  pour  les  valeurs  de  x comprises  entre  Xo  et  X ; 
pai-  conséquent  la  fonction 


dont  elle  est  la  dérivée,  est  croissante.  Or,  cette  fonction 
s’annule  pour  x = x,  ; donc  elle  est  positive  pour  x = X, 
et  l’on  a 


/ — 9 x)](Lrf^ O ou  f /{x)(tx — f Ÿ(x)dx^ii. 

On  arrive  plus  rapidement  à ce  résultat  en  considérant 
les  deux  intégrales  pioposées  comme  des  limites  de 
sommes;  eflèctiv ement,  chaque  élément  f(x)dx  de  la 
première  somme  est  plus  grand  que  l'cléinent  correspon- 
dant y (x)r/x  de  la  seconde;  celle-ci  est  donc  ini'éi  ieure 
à l’autre. 


Corollaire.  — Si  la  fonction  f(x)  est  comprise  entre 
deux  autres  fonctions  ),  (j/ (x),  pour  toutes  les  va- 
leurs de  X comprises  entre  Xq  et  X,  et  que  ces  fonctions 
soient  continues  de  x = Xo  à x = X,  on  obtiendra  deux 
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XX 

J\x)  dx  en  prenant  f fp(x)da 


d px  . 
et  / (j/  (t)  dx. 


468.  Exemple.  — Soit  l'inlégrale  f ’ — — — ■.  où  l’on 

J O v'*  — 

suppose  m ^ 2. 11  est  évident  que  cette  intégrale  augmen- 
tera si  l'on  diminue  m,  et  qu'elle  diminuera  si  l’on  aug- 
mente m i elle  est  done  comprise  entre 


fî  , /•?  >U 

/ '''■  / 7 

J O J O v> — ^ 


c’est-à-dire  entre 

' f . I TT  _ _ 

• - = o,5  et  arc sin - = = 0,023. .. . 

2 26 

469.  Théorème  IV.  — Soient  u et  r deux  fonctions 
de  X : si  la  fonction  o conseive  le  même  signe  quand  x 
varie  de  x^  à X,  on  aura 


p\  pX 

I m'dx=zV  I vd.r, 

J r,  J X, 


TJ  désignant  une  quantité  comprise  entre  la  plus  grande 
et  la  plus  petite  des  valeurs  que  prend  u quand  x %'arie 
de  Xo  à X. 

En  edet,  soient  A et  B la  plus  petite  et  la  plus  grande 
des  valeurs  de  m;  on  aura  constamment,  si  v est  positif, 

Ar  <7  <C  B‘’> 

et  si  ('  est  négatif, 

Av  7"  ®‘'î 

Jr»x  pX 

uvdx  est  comprise  entre  / kvdx 
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,-.X 


et  / Bef/x,  c’est-à-dire  entre  les  deux  produits  que  l’on 

obtient  en  multipliant  A et  B par  l’intégrale  J'  vdx\ 
delà  résulte  évidemment  l’égalité  qu'il  s’agissait  d’établir. 


Cas  où  les  limites  des  intégrales  sont  injhiies. 


470.  En  traitant  des  propriétés  des  intégrales  délinics 

I J'(xjdx,  nous  avons  supposé  la  fonction  y(x)con- 

linue  pour  les  valeurs  de  x comprises  entre  x„  et  X;  ces 
limites  sont  d'ailleurs  des  quantités  déterminées  quelcon- 
ques. jNous  maintiendrons  ici  la  même  hypothèse,  mais 
nous  supposerons  et  X vanables,  et  nous  allons  exa- 
miner le  cas  dans  lequel  l’une  ou  l’autre  de  ces  limites 
devient  inhnic. 

L’intégrale  de  la  diiférentielle  f [x)  dx,  prise  entre 
deux  limites  infinies,  ou  entre  une  limite  finie  et  une 
limite  infinie,  peut  avoir  une  valeur  finie;  elle  peut  aussi 
être  infinie  ou  indéterminée;  nous  allons  donner  des 
exemples  de  ces  divers  cas. 

i”  Considérons  d’abord  la  difféicntielle  c~’dx-,  en 
l’intégrant  de  x = x„  à x = X,  on  a 


■-"‘Y 


A,  r I . 
.-rsfr- 


f 


’rtx  = C 


et  si  l’on  fait  tendre  X vers  -+-cc  , ou  aura 


/■ 

•/x. 


iiæ  :=  i 


faisant  tendre  au  contraire  .r.  vers  — oc  , on  a 


r 

J — 30 


e-'dx  = X. 


■ '■  i-V.  .V  V — :■>  , 
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2”  Soit,  en  deuxième  lieu,  la  différentielle 

I -,  .t- 

tégrale  prise  de  x Xo  à .r  = X est 

rl.r 

I ^ arctangX  — arelangr,, 

J J-,  ' -I- 

et  si  l’on  fait  tendre  X vers  -+-  =c  , on  a 
r/r 


X. 


I -t-  X'  2 


- = arc  langr.  ; 


faisant  ensuite  tendre  Xo  vers  — , on  a 


<!x 

1 -i-  x' 


3"  Soit  encore  la  différentielle  cosxv/x;  on  a 


COS.r  f/x 


“ sinX , 


et  il  est  évident  que  cette  intégrale  cesse  d’ètre  dcternii- 
née  (]uand  on  suppose  X = 00  . 


■iTl.  On  ne  peut  pas  indi(|ucr  de  critérium  qui  per- 
mette de  décider  d'une  manière  générale  si  l’intégrale 


dx  reste  finie  et  déterminée  quand  rune  ou 


l’autre  des  limites  tend  vers  l’iniini.  Voici  cependant  un 
théorème  qui  donne  le  moyen  de  décider  la  ([uestion  dans 
un  assez  grand  nombre  de  cas. 


Théorème.  — Soit  J(x)  une  fonction  qui  reste  Jinie 
pour  les  valeurs  de  x comprises  entre  Xo  et  -\-cc  . Si, 
pour  les  valeurs  de  x supérieures  à une  certains  quan- 
tité a,  la  valeur  absolue  du  produit  x"f(x)  est  constant  - 
ment  inférieure  à un  nombre  donné  K,  et  que  l'expo- 
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itinl  n soit  supérieur  à i , l'integralc  I J (-r)  teudm 

vers  une  limite  finie  quanrl  on  fera  tendre  X vers  -f-  rc  . 

yiu  contraire,  si  pour  les  valeurs  de  x supeneures  à 
une  quantité  a la  Jonction  J (x)  conserve  le  même  signe, 
et  que  la  valeur  absolue  du  produit  x"f[x)  ne  soit  jamais 
injérieure  à un  nombre  donné  K,  l'exposant  n étant 

égal  ou  inférieur  à i,  l'intégrale  I f[x)dx  deviendra 

infnie  en  même  tenif  s que  X. 

En  eflet,  ou  a 

f f[r)dr=z  j /(.r)f/j-^  I /(x)dr; 

la  première  des  intégrales  du  second  membre  a une  va- 
leur déterminée,  et  il  siiMit  en  conséquence  de  coiisidi'i’er 
la  seconde. 

1°  Si  la  valeur  absolue  du  produit  x"f[x)  est  infé- 
rieure à K,  pour  les  valeurs  de  .r  comprises  cuire  a 
et  -f- 00  , il  est  évident  que  la  valeur  absolue  de  l'inté- 

erale  / /ïj:)  r/j:  Cf  i elle-même  inférieure  à 

([uantité  qui,  dans  l'iiypoibèse  de  « ^ i , se  réduit,  pour 
K 

X = 00  , à — Donc  riniécrale  / f{x)dx 

’ (n-i)üi-'  ^ .L 

reste  finie  pour  X=  oo  , et,  par  consc(|uenl,  il  en  est  de 

même  de  la  proposée. 

Si  la  valeur  absolue  du  produit  x"f(x)  n’est  pas 
inférieure  au  nombre  donné  K pour  1rs  valeurs  de  x 
comprises  entre  a et  oo  , et  qu’eu  outre  la  fonction  f[x) 
II.  7 
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conserve  le  même  signe,  la  valeur  absolue  de  l'iniégrale 
J J (x)  dx  esl  supérieure  à J —dx.  Celle  dernière 
ioiégralc  a pour  valeur 


K_ 
1 — rt 

quand  n esl  < i , et 


(X'-"  — a' 


Klog^, 

et 


quand  /i  = i ; dans  l’un  et  l’autre  cas,  elle  devient  infinie 
pour  X = 00  ; donc  la  même  chose  a lieu  à l’égard  de  l’in- 
tégrale proposée. 

Remabque.  — Le  théorème  précédent  s’applique  au 
cas  où  l’on  fait  tendre  X vers  — <x>  ; car,  en  changeant  x 
en  — X,  on  a 

l'\r)dr=-  f 

* X,  d—x, 

et  l’on  est  ramené  à faire  tendre  vers  -l-  oo  la  limite  su- 
périeure — X. 

Le  même  théorème  est  encore  applicable  dans  le  cas  où 
l’oii  fait  tendre  la  limite  inférieure  x,  vers  ± oo  , puis- 
qu’on peut  permuter  les  deux  limites  entre  elles. 

472.  Exemple.  — Considérons  l’intégrale  I e ^'dx, 

Jr, 

Soit  n un  nombre  positif  aussi  grand  qu’on  voudra,  K une 
([uantilé  positive  don  née  quelconque.  La  valeur  absolue  du 
produit  .1  tend  vers  zéro,  quand  x tend  vers  ± oo  ; 
donc  on  peut  assigner  une  valeur  a de  x telle,  que  de 
x = -l-aàx=-t-oo,oudcx  = — a.  a X = — oo,  la 
valeur  absolue  du  produit  soit  inférieure  à K. Il  en 

résulte  (jue  l’intégrale  proposée  conserve  une  valeur  finie 
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I e~^'  tîx,  quand  on  fait  tendre  X vers  + oo  et 
vers  — 00  . 

Plus  généralement,  si  f[x)  est  une  fonction  de  x qui 
reste  finie  pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre 

— 00  et  4-  00  , l'intégrale  / f(x)e~^’  dx  aura  une 

%J  — ce 

valeur  finie. 

Cas  où  la  fonction  contenue  sous  le  signe  J'  devient 
infnie  aux  limites  de  V intégrale- 

473.  Supposons  que  la  fonction  f{x)  reste  finie  pour 
les  valeurs  de  x comprises  entre  Xo  et  X,  mais  qu’elle  de- 
vienne infinie  pour  x = X.  Dans  ce  cas,  si  l’on  désigne 
par  e une  quantité  de  même  signe  que  X — x,,. l'inté- 
grale I f(x)  dx  est  la  limite  vers  laquelle  tend 


l 


X-« 


f(x)dx. 


quand  on  fait  tendre  e vers  la  limite  ïéro.  Il  peut  arriver 
que  la  précédente  intégrale  croisse  au  delà  de  toute  limite, 
et  alors  la  proposée  est  infinie. 

Pareillement,  si  la  fonclion_/'(.r)  devient  infinie  pour 
x = x„,  et  que  l’on  désigne  toujours  par  e une  quantité 

de  même  signe  que  X — Xq,  l’intégrale  I J (x)  dx  .sera 

dx, 

la  limite  vers  laquelle  tend  l’intégrale  / f(x)dx, 

dx,-rt 

quand  on  fait  tendre  e vers  zéro. 

Nous  allons  démontrer  un  théorème  analogue  à celui 
du  n”  471  et  au  moyen  duquel  on  peut  décider,  dans  cer- 


Digiiized  by  Google 


lOO 


CALCUL  INTÉGRAL. 


tains  cas,  si  une  intégrale  conserve  une  valeur  iinic 
quand  la  fonction  qui  multiplie  dx  sous  le  signe 
vient  infinie  aux  limites  de  l’intégrale. 

47 i.  TiiÉORÉifE.  — Soit  f {x)  une  fonction  qui  reste 
finie  pour  les  valeurs  de  x comprises  entre  et  X,  mais 
qui  devienne  infinie  pour  x = X.  Si  l'on  peut  assigner 
une  quantité  a.  entre  x„  et  X,  telle  que  pour  les  valeurs 
de  X comprises  entre  a et  \ la  valeur  absolue  du  produit 
(X  — xYf[x)  on  (x  — X)"/(x)  soit  inférieure  à une 
quantité  déterminée  K,  le  nombre  n étant  moindre 

que  1,  l'intégrale  j f[x)dxaura  une  valeur  finie. 

j4u  contraire,  si  l'on  peut  assigner  une  quantité  « 
entre  x„  et  X,  telle  que,  pour  les  valeurs  de  x comprises 
entre  a.et  X,/e  produit  (X  — x)"/’(x)  ou  (x — \)"f(x) 
conseive  le  même  signe  et  soit  constamment  supérieur  à 
une  quantité  déterminée  K,  le  nondire  n étant  égal  à i 

ou  plus  grand  que  i , l'intégrale 

infinie. 

En  effet,  on  a 


^ f (x)  dx  sera 


I /{x)dr—  Ç /(x)itxs-  I /(.c)(lx-, 

•/J*  «/x, 

la  première  des  intégrales  du  second  membre  a une  valeur 
finie;  il  suffit,  en  conséquence,  de  considérer  la  deuxième 
intégrale. 

i“  Supposons  que  de  x — a àx  = X la  valeur  ab- 
solue du  produit  [±(X  — soit  moindre  que 

la  quantité  déterminée  K,  le  nombre  n étant  en  outre 
inférieur  à i ; il  est  évident  que  la  valeur  absolue  de  l’in- 
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tégrale  f sera  inférieure  à la  valeur  absolu 

J a 


Kf/.r 


-•  Mais  rintégrale  indélinie  de 


(X-x)j' 

Kr/x  , =pK[rfc(X -x)l— • 

[±(X^rT)]=  a pour  valeur ^ + const.; 

on  a donc,  à cause  de  « <[  i , 

K^/x  _ q:K[db(X  — »)!'— 


K^/x  _ 


d’où  il  suit  que  l’intégrale  proposée  a une  valeur  finie. 

2°  Supposons  que  de  a:  = a à ,r  = X le  produit 
[±  (X  — j:)]"/(jr)  conserve  le  même  signe,  et  que  sa 
valeur  absolue  soit  plus  grande  que  la  quantité  déter- 
minée K,  le  nombre  n étant  d’ailleurs  égal  ou  supérieur 

à I.  La  valeur  absolue  de  l’intégrale ^ f [x)da 


tx  sera  su- 


périeure à celle  de  l’intégrale  Ç ' ^ — rri 

({uand  n est  > i , 

Kr/x 


; or  on  a, 


i: 


[±(X-x)]" 


±i)’K  r I I 1 

I — n L(X  — x)"~'  (X  — 


et,  quand  rt  = i. 


f 

^ X 


Kdr 

X 


-=Klog|- 


le  second  membre  de  chacune  des  formules  précédentes 
devient  infini  pour  x = X,  et,  par  conséquent,  l’inté- 
/•X 

grale  j f[x)dx  est  infinie,  ainsi  que  la  proposée. 

^ « 

Comme  on  peut  intervertir  les  limites  de  l’intégrale, 
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le  précédent  théorème  s’applique  au  cas  où  /(x)  devient 
infinie  pour  x = x^. 

475.  Exemples.  — i“  Considérons  l’intégrale 
' (tx 

I 1 

On  a ici  f{x)  = ~-^ .et  (i  — xyj(x)  \ x étant 

V' I — x ‘ ^i-\-x 

positif,  ce  produit  est  inférieur  à i;  on  en  conclut  que 
l’intégrale  a une  valeur  finie.  Nous  savions  d’avance  qu’il 
en  est  ainsi,  car  l’intégrale  proposée  est  la  valeur  de 
arcsinor  pour  x = i,  et  par  conséquent  cette  intégrale 

est  égale  à 

a“  Considérons  l’intégrale 


/ * ' tix 

J O ^(i  — x‘j(t—A‘x‘j 


OÙ  P désigne  une  quantité  positive  inférieure  à i.  On 
a ici 


(.-x)’/(x): 


y (l  + .r)  (i  — X'x’) 


le  second  membre  de  celte  formule  est  inférieur  à — — 

— A- 

pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre  o et  i ; donc 
l’intégrale  proposée  a une  valeur  finie. 

3°  Considérons  l’intégrale 


C'-±- 

Jo  l — 


à laquelle  se  réduit  la  précédente  lorsqu’on  a A’  = t.  On  a 


{i  — x)/{x)  = 


I H-  X 


;-v  Coogk 
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toi 


le  second  membre  de  celte  formule  est  supérieur  à ^ 

pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre  o et  i ; donc 
l’intégrale  proposée  est  infinie.  Au  reste,  celle  intégrale 
est  la  valeur  que  prend  pour  x = i la  fonction 


et  l’on  voit  que  la  valeur  en  question  est  cflectivenieiil 
infinie. 

4"  Considérons  encore  l’intt^rale 


X 


I 


dx, 


OÙ  n désigne  un  nombre  compris  entre  entre  o et  i.  On 
ay(x)  = ^^^î  et  cette  fonction  est  infinie  pour  x = o. 
En  désignant  par  e un  nombre  compris  entre  o et  i — « , 

x”-’-‘/(.r)=x*log.r; 

or,  quand  x tend  vers  zéro,  le  produit  x'iogx  tend  aussi 
vers  zéro;  on  peut  donc  assigner  une  quantité  a telle,  que 
de  X = o à x = «,  le  produit  x""*"'/’ (x)  soit  inférieur  à 
une  quantité  quelconque  donnée  K;  d’ailleurs  n + s est 
inférieur  à i ; donc  l’intégrale  proposée  a nne  valeur  finie. 


Cas  où  la  fonction  contenue  sous  le  signe  j tiennent 
infinie  entre  les  limites  de  V intégration. 

476.  Lorsque  la  fonction  / (x)  devient  infinie  pour 
une  valeur  x,  de  x comprise  entre  Xo  et  X ^ x»,  il  faut 

regarder  l’intégrale  / f {x)  dx  comme  la  limite  vers 

vu. 
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la((uc‘llo  tend  la  somme 


lors({ue  E cl  r,  lendenl  vers  la  limite  zéro.  Une  telle  inlé- 
gralc  peut  avoir  une  valeur  linie  et  déterminée;  elle 
peut  aussi  être  inrinie  ou  indélerininée. 

Considéions  par  exemple  l’intégrale 


“iLc 


où  a et  a désignent  des  nouibi<-s  positifs  et  où  n est  un 
exposant  eompiis  entre  o et  i,  et  de  la  forme  * 

y.  et  V étant  des  entiers;  on  aura 


•AV  -I-  I 


i‘~"  et  r,'~"  s’annulent  ti  la  limite:  l’intégrale  proposée  a 
donc  une  valeur  linie  et  détei  minée,  savoir  ; 


Si  le  nombre  ti  est  de  la  forme y et  V étant 

H—  1 


Digilized  by  Google 


CHAPITRE  If. 


io5 

entiers,  et  qu’on  le  suppose  plus  grand  que  i,  on  aura 


la  somme  de  ces  deux  intégrales,  savoir 


croit  au  delà  de  toute  limite  quand  les  infiniment  petits 
positifs  î,  n tendent  vers  zéro;  donc  alors  l’intégrale  pro- 
posée est  infinie. 

Considérons  encore  le  cas  de  n = i;  l’intégrale  pro- 
posée est 


Or  on  a,  en  faisant  x = — t,  r/x  = — df, 


d’ailleurs 


/ 


r 


donc 


£ 


" f/,r  , « I 1 I I 

— = log  — = log  - -1-  log  - • 

X XVI  a n 


La  limite  du  rapport  des  infiniment  petits  t,  r,  est  indé- 
terminée; donc  l’intégrale  j £ est  elle-même  indé- 


terminée. 
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477.  Revenons  à l'expression  générale 

(l)  f /(x)rfx+  r 

si  l’on  suppose  >3  = f,  elle  se  réduit  à 

(a)  C f{.r)d.r+Ç  f[T)d,. 

La  limite  vers  laquelle  elle  tend  quand  on  fait  tendre  £ 
vers  zéro  a été  nommée  par  Cauchy  valeur  principale 

de  l’intégrale  définie  / J (x)  eix.  Ainsi  la  valeur  prin- 

d-t, 

cipalc  de  l’intégrale  J ~ que  nous  venons  de  consi- 
dérer est  los  - • 

a 

Si  l’intégrale  j f (a:)  rlx  a une  valeur  finie  et  déter- 
''■r, 

minée,  il  est  évident  que  cetie  valeur  sera  la  limite  vers 
laquelle  tendra  la  somme 


(3) 


/(x)dr-+-l  /{x)dr, 

J- 


quand  e tendra  vers  zéro,  quels  que  soient  les  nombres 
positifs  P et  v;  donc  alors  la  différence  des  sommes  (2) 
et  (3),  savoir 


(4) 


/»J*,  — ,«f  AT, -t-»e 

f /(x)dr-t-  / /(x)dT 


doit  tendre  vers  zéro  avec  e,  quels  que  soient  p et  v.  Si 
donc  on  peut  constater  qu’il  n’en  est  pas  ainsi,  on  con- 
clura que  l'intégrale  proposée  n’a  pas  une  valeur  finie 
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et  déterminée.  Les  intégrales 


r 


f[x)d.r,  I f{.r)dx, 

Jx,+  t 


OÙ  e désigne  un  infiniment  petit,  ont  été  nommées  par 
Cauchy  des  intégrales  définies  singulières.  On  peut 
retrouver,  par  la  considération  de  ces  intégrales,  le  ré- 
sultat établi  au  n°  474. 

En  général,  si  la  fonction  J [x]  devient  infinie  pour 
les  valeurs  x,,  x,,.  . .,  x,-  comprises  entre  x„  et  X,  on 
* /-X 

devra  regarder  / f[x)dx  comme  la  limite  vers  la- 

Jx, 

quelle  tend  la  somme 


/{.r)dr-+l  /{x)dx-h... 

X,  Jx,~i-r„ 

-h  f ‘ ‘ /(x)d.r -h  f /(.r)dx. 


quand  les  quantités  e et  n tendent  vers  zéro.  Ce  cas  se 
ramène,  au  reste,  au  précédent,  en  décomposant  l’inter- 
valle de  Xo  à X en  plusieurs  autres. 


Démonstration  nouvelle  de  la  fonnule  de  Taylor. 

478.  La  considération  des  intégrales  définies  fournit 
une  démonstration  très-simple  et  très-élégante  de  la  for- 
mule de  Taylor. 

Soient  X et  h deux  quantités  données,  t une  variable 
et  y(x-(-ù  — t)  une  fonction  que  nous  supposerons 
continue,  ainsi  que  ses  n premières  dérivées  pour  les 
valeurs  de  t comprises  entre  o et  h.  L’intégration  par 
parties  donnera,  en  représentant  par  f [x h — t), 
f"(.v-hh  — /},...  les  dérivées  successives  de  la  fonc- 


Digilized  by  Google 


CALCUL  INTÉGRAL. 


io8 

lion  f[x-\-h  — t)  prises  relativement  à la  variable 
x + h — f, 


i /'[.r /é  — t)ill  — //'{x -i- /l  — I)  -h  C f{x  + h — t)t<U  , 

J O 

r — — /"(.r  + A — /J  ~ rft, 

Ja  2 2 

J /"{.r-t-A  — <)  = ^/'(x-t- /!  — /)+ J"  f"  {x->rh  — t)-^,U, 


J O 


+ h — t) 


2.3.  . . («  — 2) 


,»-l 


2.3...(«  — I) 


y(")  (.r  + A — t) 


i.3...(/j  — i) 


dt. 


Ajoutons  toutes  ces  égalités,  faisons  ensuite  t = /;,  et 
remarquons  que  l’on  a 

h 

f'(x  + h — t)dt=if(x  + h)  —f[x]. 


il  viendra 


(■) 


[/{X  + A)  =/(.r)  + ^/'  {.r)  + -^J''{x)  + ... 


/<"-)  (x)  + R„ 


I .2.  . .(«  — l) 

en  posant 

P h 

(2)  R.=  f /(*)(.r-+-A-0 


2 . 3 . . . ( « — I 


dt. 


I.a  formule  (i)  conduit  à celle  de  Taylor  quand  les  con- 
ditions relatives  à la  continuité  sont  remplies  et  que  le 
reste  R„  tend  vers  zéro  à mesure  que  « augmente.  La 
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formule  (2)  donne  une  expresaioii  de  R„  ijui  est  souvent 
utile,  et  011  peut  en  déduire  celle  que  nous  avons  établie 
au  u°  106.  Effectivement,  on  tire  de  la  formule  (2) 
(n°  469) 


r^‘  t—'  //" 

R„  = U / - T <ti  = _ U, 

2.3. ..(/i  — i)  1.2.3...// 


U étant  une  quantité  comprise  entre  la  plus  grande  et 
la  plus  petite  des  valeurs  que  prend  f"  (x  4-  /i  — t) 
quand  t varie  de  o à /i.  La  dérivée  dont  il  s’agit  étant 
continue,  elle  prendra  la  valeur  U pour  une  valeur 
(i  — 9)  h de  t,  comprise  entre  o et  /i;  on  a donc 


R„  = 


/"{x  H-  0/1). 

1.2...// 


De  l'intégration  par  sénés. 

479.  TbéorÈ-me  I.  — Soit  Mo-t-U/ 4-Uj  + ...  une  série 
dont  les  termes  sont  des  fonctions  continues  d'une  va- 
riable X.  Si  celte  série  est  convergente  pour  toutes  les 
valeurs  de  x comprises  entre  x„  et  X,  et  que  l'on  désigne 
parf  (x)  la  limite  vers  laquelle  elle  converge,  la  série 

Jpx  px  px 

u,(/x -h  I ii,dx-h  I u,d.r .. 

X,  ft/x,  c/X, 

sera  aussi  convergente  pour  les  valeurs  de  x comprises 
entre  x„  et  X ; en  outre,  elle  aura  pour  somme  l'intégrale 

f f(x)dx. 

En  effet,  x étant  comprise  entre  Xo  et  X,  posons 
(1)  /{x)  = //,  + H.  -f-  «1  4-.  . .4-  u„_,  4-  r.; 
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I f{x)d.r=z  I u,dx  ■+■  I </x -f-  / r„/ 

•■'x,  Jx,  J X,  J X,  Jx, 

or  ou  a (n°  469) 

Jr,dx  = p.l  dx  = p,(x  — x,), 

X,  Jx, 

p„  étant  une  quantité  comprise  entre  la  plus  petite  et  la 
plus  grande  des  valeurs  que  prend  r„  quand  x varie  de  Xo 
à X;  d’ailleurs  /■„  s’annule  par  hypothèse  pour  n = <x>  , 
donc  la  même  chose  a lieu  à l’égard  de  p„,  et  l’on  a con- 
séquemment 


^x 

ni  r„dx  = O 

Jx. 


pour  n = 00  ; 


J/*X  /\x 

/{x)(ic=  I u,dx I Uidx-h  I u,dr-h..., 
X,  Jx.  Jx,  . .t. 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Remarque.  — Si  la  série  i/»  i/i  4-  Wj  -f- . • • , conver- 
gente pour  les  valeurs  de  x comprises  entre  x„  et  X, 
devient  divergente  pour  x = X,  la  formule  (3)  aura 
lieu  pour  x = X — £,  e étant  une  quantité  de  même 
signe  que  X — Xo  et  aussi  petite  qu’on  voudra;  si,  en- 
suite, on  fait  tendre  t vers  zéro,  la  môme  formule  sub- 
sistera à la  limite,  pourvu  que  la  série  contenue  dans  le 
second  membre  reste  convergente  et  qu’elle  soit  fonction 
continue  de  x. 

480.  Théorème  II.  — Soit  «o  + "i  4- «s  4- • • > 
série  dont  les  termes  sont  des  Jonctions  d'une  variable 
X,  continues  de  .r  = x,,  à x = X,  et  qui  converge  vers 
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une  limite  détei  minée  f(^x).  Si  la  série 


du,  du,  du, 

— -H ^ H . 

dx  dx  dx 

est  convergente,  elle  a pour  somme  J'  (x). 

T-  n 1 < • éll,  du,  , 

En  ellet,  la  sene  ^ ^ supposée  con- 

vergente, désignons  par  F (x)  la  somme  vers  laquelle  elle 
converge;  on  aura 

„ , , du,  du,  du. 


d’où,  par  le  théorème  précédent, 


'du, 

dx 


dx  -h.  , 


1. 

ou,  en  désignant  par  i/°'  la  valeur  de  ii„ , pour  x = Xo, 

r F (x  ) =(«,— a“) -I- («,  — «[•’)  4- 

Or,  la  série  u„-i-  h,  -+- u,  -I- . . . converge  vers  la  limite 
_/’{x)  ; on  a donc 

f F(x)  dx  =/{x)  + const., 

et,  en  dilTérentiant, 

F(x)=/'(x). 


ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

-181.  Le  théorème  I donne  le  moyen  d’exprimer  par 
des  séries  les  intégrales  des  différentielles. 

Supposons  d’abord  que  la  fonction  f{,x)  soit  dévelop- 
pable en  série  convergente,  par  la  formule  de  Maelaurin 


1 1 a 
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pour  les  valeurs  de  x comprises  entre  o et  X;  on  aura 


Si  l’on  multiplie  les  deux  membres  de  cette  formule 
par  fix  et  qu’on  l’intègre  ensuite  entre  les  limites  o et  x, 
on  aura,  par  le  précédent  tbéorème, 


j: 


/{x)  ilx=  ^/{o)  4-  “/'(°) 


1.2.3 


ce  qui  n’est  autre  ebose  que  la  formule  de  Maclaurin 

clle-mèine  appliquée  à la  fonction  / f[x)dx. 

J O 

Généralement,  si  une  fonction  f(x)  n’est  définie  que 
par  son  développement  en  série,  de  manière  que  l’on  ait 

/(.r)  a,  + a,x  -4-  + . . . , 


non -seulement  on  aura  ( n”  479) 

/(x)  d.r  = a,x  ^ .»•»  4-  x>  -1-  . . . , 

mais,  eu  outre,  f J'(x)dx  sera,  en  même  temps  que 
Jt) 

/(x),  fonction  continue  de  ar.  Cela  résulte  de  la  propo- 
sition suivante  : 


Si  une  sérié,  ordonnée  par  rapport  aux  puissances 
entières  et  ascendantes  d'une  variable  réelle  ou  imagi- 
naire Z,  est  convergente  pour  tontes  les  valeurs  de  z 
dont  le  module  n est  pas  supérieur  à R,  elle  a poui 
somme  une  fonction  de  z qui  est  continue  pour  les 
mêmes  valeurs  de  z. 

En  effet,  désignons  par_/(z)  la  somme  de  la  série  con- 
vergente 

n.  -f-  a,  î -I-  a,  z’  4-  . . . , 
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par  («)  ia  somme  des  n premiers  termes  et  par  (2) 
le  reste.  On  peut  assigner  une  valeur  de  n telle,  que  pour 
rette  valeur  et  pour  les  valeurs  plus  grandes  le  module 
de<|/„  (z)  reste  inférieur  à une  quantité  donnée  k.  Il  suflTit 
piour  cela  de  prendre  n tel  que 

a„  R'"  4-  a.+,  R'"-^‘  + ...</, 

«„  étant  le  module  de  a„  et  R'  une  valeur  quelconque 
inférieure  à R;  cette  condition  peut  être  remplie,  car  la 
série  proposée  étant  convergente  quand  mod.  z = R,  les 
modules  de  ses  termes  forment  une  série  convergente 
quand  on  a mod.  z <R. 

Pour  tout  module  p <CR',  on  aura,  à plus  forte  raison, 
«n  P’ 4- a.+,  4- . . . 

et  comme  le  module  de  'f„(z)  est  plus  petit  que  cette 
somme,  il  sera  moindre  que  k. 

Cela  posé,  soient  z et  z 4-  /<  deux  valeurs  de  la  variable 
ayant  des  modules  compris  entre  o et  R'.  On  a 

/{*  + /')  — /(=)  = f + *)  — V-  W]  + + />)  — +»(*)]; 

> 

le  polynôme  (p„  (z)  étant  une  fonction  continue  de  z,  on 
peut  supposer  le  module  de  h assez  petit  pour  que  le  mo- 
dule de  (z  4- A) — <fn(z)  soit  inférieur  à k.  ü'ailleurs 
les  modules  de  ij;„(z  4- A),  ([i„(z)  sont  eux-mômes  infé- 
rieurs à A;  par  conséquent  le  module  de 

/(,  + /,)_/(-) 

sera  inférieur  à 3 A;  ce  module  est  donc  infiniment  petit 
en  même  temps  que  le  module  de  A ; en  d'autres  termes, 
la  fonction  J'{z)  est  continue. 

Ce  théorème,  dont  nous  empruntons  la  démonstration 
h MM.  Briot  et  Bouquet,  nous  servira  plus  loin  pour 
11.  8 
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établir,  d’après  ces  géomètres,  une  importante  pro- 
priété. 

482.  Exemples.  — i“  On  a,  par  la  division, 

= I — a:’  -4-  .t’  — . . , 

I H-  X-' 


et  la  série  du  second  membre  est  convergente  pour  les 
valeurs  de  x comprises  entre  — i et  i ; en  multipliant 
par  dx  et  intégrant  à partir  de  x = o,  on  aura 


.r> 

arc  tang  x = x — y 


-H.  . . 


pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre  — i et  -t-  i . 
Cette  formule  subsiste  même  pour  x = ± i,  car  la  série 
du  second  membre  reste  convergente,  et  elle  est  évidem- 
ment fonction  continue  de  x\  on  a ainsi 


-H 


oP  On  a par  la  formule  du  binôme,  pour  toutes  les 
valeurs  de  x comprises  entre  — i et  -|-  i , 


I 1^1.3 


1.3.5 

2.4.6 


multipliant  par  dx  et  intégrant  ensuite  à partir  de  x = o, 
il  vient 

. I x’  1 . 3 x'  1 . 3 . 5 x’ 

arcsinx  = x h — ' 


2 3 2.4  5 


X _ 6 


formule  qui  subsiste  pour  les  valeurs  de  x comprises  entre 
— I et  -I-  I , et  même  pour  x = ± i . En  y faisant  x = 1 , 
011  a 

r II  I 3 I I .3.5  I 

I -I -5-1-  y ■=  ■+-  7—3 h . . . . 

2 23  2.4  5 2.4.0  7 
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483.  Il  arrive  souvent  (ju’une  fonction  f(x)  est  déve- 
loppable de  plusieurs  manières  en  série  convergente;  on 
doit  alors  choisir  le  développement  le  mieux  approprié 
à la  question  que  l’on  traite.  Considérons,  par  exemple, 
l’intégrale  elliptique  de  première  espèce 


d.r 

r J t — ^ I — 7’jr:’ 


OÙ  les  radicaux  sont  pris  positivement,  et  où  k désigne 
un  nombre  inférieur  à l’unité.  On  a,  par  la  formule  du 
binôme, 


- k'x'  + ' 

3 'A . 4 3.4.0 


djc 


multipliant  par  — et  intégrant  ensuite  à partir  de 
X = O,  il  viendra 

tlx  x'ilx  ^ I 1'^  x'tlx 

Jo  '/«'—•'’  Jo  v'<— -T’ 

1.3  , x'rfx 

-1 7 k'  I — . T,  -,  -t-  . . . . 

On  a de  même,  pour  l’intégrale  elliptique  de  deuxième 
espèce, 

x'tlx  _ ^ * A» 

»-4  Jo 

Chacune  des  intégrales  qui  figurent  dans  les  formules 
précédentes  peut  être  déterminée  par  la  méthode  du 
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Il”  -iiS.  Les  séries  contenues  dans  ces  formules  sont  très- 
convergentes  quand  k est  une  petite  fraction  ; mais  lors- 
que k diffère  peu  de  l’unité,  il  est  nécessaire  d’employer 
d’autres  développements. 


Dijférentiution  des  intégrales. 
1^4.  Une  intégrale  déliiiic 


dans  laquelle  les  limites  Xo  et  X sont  regardées  comme 
variables,  est  une  fonction  de  ces  limites.  11  est  évident 
(ju’on  peut  écrite 


car  la  notation  par  laquelle  on  désigne  la  variable  sous 
le  signe  J' est  indifférente.  On  voit  alors  tjue  les  différen- 
tielles partielles  de  ii  relatives  à X et  Xo  sont  respecti- 
vement 

/(X)cJX,  -f[x,)dx,. 

Si  donc  on  considère  u comme  fonction  des  seules  va- 
riables X et  Xo,  on  aura 

(i)  rf«=/{X)rfX-/(.r,)rfr., 

et  cette  formule  s’applique  au  cas  où  X et  Xo  sout  deux 
variables  indépendantes  et  à celui  où  X et  Xo  sont  des 
fonctions  d’une  ou  de  plusieurs  autres  variables. 

Si  la  fonction  y(x)  renferme  des  quantités  a.  S,..., 
regardées  comme  variables,  il  faudra  ajouter  au  second 
membre  de  la  formule  ( i ) les  différentielles  partielles 
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relatives  à ces  variables,  et  l’on  aura 

(2)  rftt  =/(X)  dX  — /(j.)  dx,  + - - </6  ; 

(4  et  </o 

il  nous  reste  à indiquer  la  manière  d’obtenir  chacune  des 

dérivées  partielles  ’ ' ' • ’ «jui  doivent  être  prises 

comme  si  Xo  et  X étaient  indépendantes  des  variables 
a,  ê 

Différentiation  sons  le  signe  J' ■ 

485.  Considérons  l’intégrale 


“—J 


et  supposons  que  la  fonction  f{x)  renferme  une  quan- 
tité a regardée  comme  variable.  Nous  nous  proposons 

de  chercher  la  dérivée  '^1  et,  d’après  ce  qui  précède, 

on  doit  supposer  les  limites  Xo  et  X indépendantes  de  a. 
Pour  mettre  en  évidence  la  variable  a,  représentons 

par  F (a),  F' (a)  la  fonction  f{x)  et  sa  dérivée  . 

Donnons  à a l'accroissement  Aa,  et  désignons  par  An 
l’accroissement  correspondant  de  u,  on  aura 

An  = I F(a-t-àz)dx — j ¥{a)d.r 

J J,  J T, 

— Ç [F(a-I-A»)  — F(a)]rfx. 

Or,  si  la  fonction  f{x)  ou  F («)  reste  continue  entre  les 
limites  de  l’intégration,  on  a (n°  14) 

F(«  -h  A x)  — F{*)  = A«F'(a  ■+-  9Ax], 
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6 étant  une  quantité  compiise  entre  o et  i;  on  a,  par 
conséquent,  dans  cette  hypothèse, 


Jr. 


OAa)  iir. 


et,  en  passant  à la  limite,  il  vient,  pour  Aa  = o. 


'/a  J, 


Si  donc  la  fonction  J^(x)  reste  finie  entre  les  limites 
de  l’intégration,  on  obtiendra  la  différentielle  ~ da  en 

exécutant  la  différentiation  relative  à a,  sous  le  signe 

Mais  il  faut  bien  remarquer  que  celte  règle  peut  être  en 
défaut  si,  contrairement  à notre  hypothèse,  la  fonction 
f(x)  devient  infinie  entre  les  limites  ar»  et  X. 

48G.  Il  peut  arriver  que  l’on  ait  besoin  de  différentier 
une  intégrale  indéfinie  par  rapport  à une  variable  diffé- 
rente de  celle  k laquelle  se  rapporte  l’intégration;  ce  cas 
SC  ramène  immédiatement  au  précédent.  Soit  en  effet 

l’intégrale  indéfinie  Jf[x)dx\  on  peut  écrire 

f[.t)dx  + c-, 

soit  a l’une  des  variables  dont  dépend  f(x),  on  aura 


da 


doi  det 
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mais  C étant  une  constante  arbitraire  relativement  à x. 
il  en  est  de  même  de  on  a donc 

(la 


d% 


df(.T\ 

f/a 


dx. 


Intégration  sous 


487.  Considérons  l’intégrale  définie 


f/.r. 


où  f(x,  a)  désigne  une  fonction  des  variables  x et  «,  et 
dans  laquelle  les  limites  Xt,  X sont  indépendantes  de  a. 
La  quantité  u dépend  de  Xo,  de  X et  de  a *,  mais  nous  la 
regarderons  spécialement  comme  fonction  de  a.  Posons 
d’abord 

I /(.c,  a)f/a  = F(.r,  a), 

la  limite  inférieure  «o  étant  une  quantité  déterminée 
quelconque,  puis 

v=  f F (.r,  a)  dx. 

• -T, 


D'après  ce  qu’on  a vu  au  numéro  précédent,  si  la  fonc- 
tion F (x,  «)  reste  continue  entre  les  limites  de  l’inté- 
gration, on  aura 


ou 


eiv 

da 


f/F(.c,g) 

da. 


U — 


dv 

Tx' 


Digilized  by  Google 


lao  CALCCL  INTÉGRAL. 

et,  puisque  t’  s’annule  pour  « = «oj  on  aura 


r 


U fia 


c’est-à-diie 


dj'. 


Cette  formule  exprime  la  proposition  suivante  : 

Pour  intégrer  entre  les  limites  a le  produit  de  l'in- 
tégrale J'  f(r,  a)dx  par  da,  il  suffit  de  multiplier 

sous  le  signe  ^ par  da.  et  d'intégrer  ensuite  le  produit 
entre  les  limites  «oi  «• 

Mais,  nous  devons  le  répéter,  cela  suppose  que  la 
fonction  | J {x,  a)  du  reste  continue  entre  les  limites 

t/  «„ 

Xo,  X de  .r. 

On  peut  encore  exprimer  la  même  proposition  en 
disant  que  : 

Si  l’on  propose  d'intégrer  la  différentielle 
/[x,  a)  flx  da. 

entre  les  limites  respectives  x„,  X et  «o,  a,  on  peut  effec- 
tuer les  intégrations  dans  un  ordre  quelcotupie,  poutvu 
que  les  limites  de  chaque  variable  a.  et  x soient  indé- 
pendantes de  l'autre  variable. 

On  verra  plus  loin  l’interprétation  géométrique  du 
résultat  que  nous  venons  d’obtenir. 
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Détemiiiialion  des  valeurs  de  quelques  intégrales 
déjinies. 


488.  11  existe  un  grand  nombre  d’intégrales  définies 
qui  se  rencontrent  fréquemment  dans  les  applications  de 
l'analyse,  et  dont  les  valeurs  peuvent  être  déterminées 
sans  recourir  à l'emploi  des  séries,  ^ous  allons  faire 
connaître  ici  les  divers  procédés  que  l’on  peut  employer 
dans  les  recherches  de  cette  nature. 

Remarquons  d’abord  que  l’intégrale  définie 


d.r 


s’obtiendra  immédiatement  toutes  les  fois  que  l’on  saura 
exprimer  l'intégrale  indéfinie  delà  différentielle  f(x)dx, 
par  le  moyen  des  fonctions  connues,  puisqu’on  désignant 
par  F (x)  + const.  cette  intégrale,  on  a 


x; 


f[x)  iU  = F (X)  - F (x,). 


Il  convient  de  présenter  quelques  exemples  de  ce  pre- 
mier procédé. 

1°  On  a 


I e-"dj:  = — 


const  , 


/r^dx  = h const. , fe- 

m -h  I ’ J 

/’  dx  I J?  dx  . .r 

- — - arc  lang  — h const.,  I — = arcsin  — h const., 

x’-ha’  a “a  J^a'—x'  " 

et  l’on  en  conclut,  en  supposant  fl  ]>  o. 


(■) 


iX' 


dx  "zx. 


m H-  I 


r 


e~“dx  = -1 


i ^ 

f J-  X .T’  + fl*  ~ fl  ’ — J’  ~ 2 
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a°  On  a (n”  460) 

, , a cos  bx  — b sin  bx 

c~“  cos  bxrlx  = — e"*' , h const. , 

a’  b’ 

as\nbx  + bcosb.r 
■+-  6’ 

et  l’on  en  conclut,  en  supposant  a o, 

a 


/ 

Ç sin  b.i 


const., 


(-) 


(3) 


X 
P 


e~“  cos  bx  dx  = , 

«'  -+■  b^ 


'sin bxdx  : 


+ b’ 

3°  Nous  avons  fait  connaître  au  n°  466  la  valeur  de 


l’intégrale 


rlx  pour  le  cas  où  m est  un  entier 


positif,  pair  ou  impair.  Si  l’on  prend  celte  intégrale 

entre  les  limites  o et  -<  on  aura  les  formules  .suivantes  : 
a 


T 


(4) 


(5) 


r • 

I sir 

O 


, i.3.5...{2/î-  il 

Sin’"J*f4r  =: 

4.' O 


/•’ 


5in»+i  — 


a. 4. 6.  . .a/l  2’ 
2.4.6...  2« 


3.5.7.. .(2/1  + '• 

Il  faut  remarquer  que  ces  intégrales  sc  changent  en 

■a  it 

I cos^’xdx,  f cos’"^'x(ir, 

• O Ju 

respectivement,  quand  on  change  ^ ^ — x,  et  qu’elles 

deviennent 


P ' r^"rfr  f"  x”'*'dx 

J O — x’  J O I — x’ 


dx 


((uand  on  change  sinx  en  x,  dx  en  — 

^l-x 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  II. 


ia3 


4°  Nous  avons  trouvé  (n”  454) 

/sin*-*-'xcos’~'x  n — i r , , 

sm"xcos*x<£r  = h I sin"x  cos*~’x</x. 

m + n m + nj 

Supposons  m cl  n entiers  positifs  et  i;  en  prenant 
les  intégrales  entre  les  limites  o et  -i  on  aura 


* 


sin"x  cos"~’xrir. 


J,*  a ^ 1 ’ 

sin"x  cos"xrfx  = I si 

0 -t-  "Jo 

Remplaçons  successivement  n par  an  et  par  an  -Hi,  la 
lettre  n désignant  toujours  un  entier,  on  aura,  par  la 
formule  précédente, 

T T 

. , i.3...(an-i)  . 

jf 

r’  . ...  a. 4... an  . 

I Sm“XCO$’"+'xrfx=  ; 5— ; r I Sin 

(/7J+3)  (»»-t-5)...(/M  + a«  + i) 


(/7J4-3)  (m-t-5)...(/w  + a 
l’intégrale  de  la  dilTérentielIc  sin"x cosatt/x  est 


sin^x  cosxrfxj 


ni  4-  I 


■ const.  ; 


on  a donc 


I su 

•^o 


sin"xcosxrfx  = 


m 4-  1 


et,  par  conséquent,  la  seconde  des  intégrales  précédentes 
a pour  valeur 


(6)  r 

•/O 


si  n"  X cos’"^  ' X rfx  = 


a. 4- . .an 


(m  4- l)  (/»4- 3).  .(ni4-a/i4-l) 
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Quant  à l’autre  intégrale,  si  l’on  écrit  am  au  lieu  de  m, 
on  aura,  par  la  formule  (4), 


2.4.o...(affi-+-2«)  2 


il  faut  remarquer  que  l’intégrale  de  la  formule  (6)  devient 


I. 


sin“'*''  X coi^xiix 


par  le  changement  de  x en  ^ — x. 


489.  L’intégrale  I un  nombre  posi- 

tif inferieur  à i,  a une  valeur  finie;  cette  intégrale,  étu- 
diée par  Euler,  joue  un  rôle  important  dans  la  théorie  qui 
sera  développée  dans  le  Chapitre  suivant;  elle  peut  être 
obtenue,  comme  on  va  le  voir,  par  la  simple  considéra- 
tion des  dilférentielles  rationnelles. 

Désignons  par  m et  n deux  entiers  positifs  tels  que 
m n ei  décomposons  en  fractions  simples  la  fraction 
rationnelle 


Si  l’on  pose 


I -t-  I'" 


( 2 X-  -4-  I ) ir 
2 tl 


les  racines  de  l’équation  i z*"  = o seront  représentées 

par  la  formule  où  l’on  devra  donner  à A les  va- 

leurs O,  I,  2,...,  («  — i),  et  la  somme  Tl  des  deux  fractions 

simples  qui  répondent  aux  racines  conjuguées 
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Ti=-  - 

2|  j_e?»V-' 


— (z  — COS »*)  cos ( î m -I-  I ) If*  + sin ipt  sin  ( 2 OT  + I ) (ft 

(î  — cosyi}’ H- sin’71 

Si  l’on  intègre  la  difliérentielle  Tidz  entre  les  limites 
z = — Z et  Z = + Z,  il  viendra 

J ' , t ■ (Z  — cos«)’ + sin’oj 

J— Z 2 ' ® (Z  H-  COSyj)' -t- sid’ÿ* 

. , , r Z — oose*  Z-f-cosoi 

+ sin  f 2 '«  4- 1 1 «i  arc  tane  — : ^ — h arc  tang ; 

® siny*  ® sin^t 

faisons  tendre  Z vers  l’iniiiii,  le  logarithme  de  la  formule 
précédente  s’annulera  à la  limite,  et  les  deux  arcs  de 

cercle  se  réduiront  chacun  à ^ parce  c|ue  (p»  est  n.  On 


a donc 


et  si  l’on  fait 


T*  rfz  = TT  sin  ( 2 »»  4-  I ) , 


2»)  4-  I 

X = — jr, 


(2/n  4-1)  y*  = (2^  4-1)* 
Maintenant  on  a 


• £ 


T*  </z  = TC  sin  ( 2 X 4-  I ) Z. 


--=  T.  4-  T,  4-  T,  4- ...  4-  T,_, , 


/•-4-ao 

I = TC  [sin a 4-  sin  3 a 4- ...  4-  sin (2//  — i)  »]. 

•/ X * T"  * 
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Si  l’on  multiplie  par  a sina  la  somme  entre  crochets  qui 
est  contenue  dans  cette  formule,  on  obtient  un  produit 
égal  à 

I — cos 2 a)  -I-  (c0S2a  — C0$4a)  -t-  [cos(2n  — 2)  a — C0S3/ia], 

c’est-à-dire  égal  à 

I — cos  2 /î  a = 2, 

à cause  de  2 ;i«  = (am  ■+- 1)  n.  Ainsi  l’on  a,  en  reineitaiit 
pour  a sa  valeur 


L’intégrale  dont  nous  venons  de  trouver  la  valeur  est 
la  somme  des  deux  suivantes  ; 


i/z 
I -f-  s " 


X 


dz 

I -f-  î”  ’ 


et  celles-ci  sont  égales  entre  elles,  car  leurs  éléments 
sont  égaux  chacun  à chacun.  On  peut  donc,  dans  notre 
formule,  faire  commencer  l’intégration  à zéro,  pourvu 
qu'on  double  l’intégrale.  Ainsi  l'on  a 


! I -I- . /2m  -I- 1 \ 

La  variable  z restant  maintenant  positive,  faisons  la 


substitution 

1 1 
z = x"‘",  indzzzzx’''  dx. 

et  posons 

2 0/  1 

/^» 
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la  formule  précédente  deviendra 

* xP-'  rlx  « 

1 -I-  X sin/^  TT  ’ 

ce  qui  est  le  résultat  que  nous  voulions  obtenir. 

La  formule  (8)  a été  établie  dans  riiypoihèsc  où  le 

, . , - ?.m  -f-  I 

nombre p,  compris  entre  o et  i , a la  lorme  — ^ — i m et  n 

étant  entiers.  Mais  les  deux  membres  de  celte  formule 
sont  évidemment  des  fonctions  continues  de  p,  et  il  s’en- 
suit que  celle-ci  a lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  p com- 
prises entre  o et  i , car  on  peut  toujours  former  une  suite 

indéfinie  de  fractions  rationnelles  avant  la  forme 

■'  m 

cl  qui  tendent  vers  une  limite  égale  à p. 

490.  On  peut  suivre  une  marche  analogue  pour  déter- 
miner l’intégrale 

/*  ' j-r-'  _ .r  -p 

//  = I itx  ; 

. I — X 


où  p désigne  encore  un  nombre  comx>ris  entre  o et  i . Si 

l’on  change  a:  eu  ->  dx  eu  — — y les  limites  de  l’intégrale 

deviendront  oo  et  i ; mais  on  peut  permuter  ces  limites 
en  changeant  le  signe  de  l’intégrale,  ce  qui  donnera 

r*  xP-'  — x-P 
U = I e/.r; 


donc,  en  ajoutant  cette  formule  à la  précédente,  on  aura 

dx  -h  I dx, 

1 — J" 


r ' ,rP-'  — .r-p  /•  * .rp-'  — x~P 


OU 


,rP-*  — .r-P  ^ 

I — X 
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Supposons  que  p soit  uu  nombre  rationnel  de  la  forme 

a ffi  -t-  I 


' m et  n étant  des  entiers.  Si  l’on  emploie  la  substitution 


J = î’",  f/:  = 2 f/:, 


il  viendra 


n rf.- 

_■)«  * 


la  quantité  qui  multiplie  dz  sous  le  signe  J est  une  fonc- 
tion rationnelle  dont  les  deux  termes  sont  de  degré  pair, 
car  2np  est,  par  hypothèse,  uu  nombre  entier  impair. 
Il  s’ensuit  qu'on  peut  faire  commencer  l’intégrale  à 
— cx> , pourvu  qu’on  ne  prenne  que  la  moitié  du  résultat; 
ainsi  l’on  aura 


U 


n A)— ’ 

— (h. 

7.  1 — 


Les  valeurs  de  z qui  rendent  infinie  la  fonction  ration- 
nelle qui  multiplie  dz  sont 


ycrr 

= cos 


I 


le  nombre  k ayant  les  valeurs  »,  a,  3,.. .,  (n  — i).  Si  l’on 
nomme  Tj  la  somme  des  deux  fractious  rationnelles  qui 
répondent  aux  racines  conjuguées  représentées  par  l’é- 
quation précédente,  on  trouvera 


k JT 


T»  = sin  k P V 


( kir  Y . ki: 

I Z — COS  — 1 -t-  sin’  — 
\ n j n 
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et  il  en  résalle 


si  l'on  pose  z — cos  ^ = t sin  ~ , l'intégrale  du  second 

membre  de  cette  formule  deviendra  1 > et,  par 

suite,  elle  est  éealc  à - -t-  - ou  à i:.  On  a donc 
^22 


Tl  fh  = jr  sin  jr 


TT  cos(2^  — 1)  pT  — cos(2/  -I-  1)  p-n 
2 sin/iTT 


Donnons  maintenant  à A les  valeurs  i,  — i); 

ajoutons  les  résultats,  et  remarquons  que 

cos  (2«  — i) pv:  = — cos pit, 

parce  que  inp  est  un  nombre  entier  impair,  on  aura 


ou 


« = TT  col  pT, 


(9) 


r 


xf-'  — Jr-P  , 

ttx  = t:  COt  /ITT, 

I — X 


formule  qui  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  de  p com- 
prises entre  o et  i . 


Sur  quelques  conséquences  des  formules  précédentes. 

491.  Le  résultat  que  nous  venons  d’obtenir  conduit 
facilement  à la  formule  qui  exprime  le  développement 
des  tangentes  eu  une  série  de  fractions  simples. 

J-/»-»  x'^P  * 

ElTectivement,  si  l’on  réduit  la  fonction en  . 

I X 

11.  9 
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série,  par  la  division  algébrique,  on  aura 


T-x  = 2 

m = O 

muhipliaul  par  dx  cl  inlégrant  ensuite  de  o à i,  il  vient 

m dj:=  y (— 1 ' 

J„  I — X •“  \m  -h  /)  m + I — j)  J 

ni  = O 

on  a donc,  par  la  formule  (9)  du  numéro  précédent, 

ncol/)7T=  - — ^ ' ' > 

P — P '■+■/-'/  — 2/J  \+7.pf 

. Tt 

Cl,  eu  posant  successivement  pn=:x  et  — - — x, 
cota:  = -—  (--- ' — ) — ( — ' -î 

X \ Tt  X X + X / \ 2 X X 2 X + X / 

/I  1 / I 

' 2 2 / \ 1 


langx  = 


3x 

X h X 

2 


P étant  compris  entre  o et  i,  notre  analyse  suppose  que, 
dans  les  formules  précédentes,  x soit  compris  entre  o et  tt 

ou  entre  — -et-;  mais  comme  les  deux  membres  de 
2 2 

chaque  formule  admettent  évidemment  la  période  r, 
celles-ci  ont  lieu,  quel  que  soit  x.  * 

A cause  de 

III  II. 

coseex  = — = - lanc  — x H cot  - x, 

smx  2 2 2 2 


les  formules  précédentes  donnent 
cosécx  - -t-  ( — ' — ) — ( — - -- 

X \x — X X-4-X'/  \2x  — X 


I 

2X-4-X 
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1 1,  en  changeant  x en  - — x. 


11  faut  remarquer  que  ces  dernières  formules  résulleiil 
aussi  de  la  formule  (8)  du  n°  489,  car  celle-ei  peut  être 
facilement  mise  sous  la  forme 


J-P  ^ __ 

I -t-  X 


492.  Formule  de  Wallis.  — Nous  avons  fait  eon- 
iiaitre,  au  n°  488,  la  valeur  de  riniégrale  définie 


T 


pour  le  cas  où  m est  un  entier  positif  pair  ou  impair.  Il 
est  évident  que  cette  intégrale  diminue  quand  ni  aug- 
mente, car  les  éléments  sin’”x^/.r  sont  d'autant  plus 
grands  que  m est  plus  petit  ; on  a donc,  en  désignant  p&r 
n un  entier  positif, 

c’est-à-dire  (n"  488) 

2 . 4 • • • 2 /I  1 . 3 . 5 . . . ( a « — I ) TT  a . 4 • • • { 2 n — a^ 

3.5. . . (a« -t- 1)  2.4...2«  2 3.5...(a«  — i)' 

ou 

TT  a a 4 4 ® fi  ® " 

2^  1 3 3 5 5 7 2«  — I 2«  — I 2«  -I-  I 

Ts  aa44fifi 

2*^1  33557  2n  — I 2/1 — I 

I.e  rapport  des  seconds  membres  des  inégalités  précé- 

9- 
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i3a 


déniés  est  égal  à - -^-^5  cl  il  a pour  limite  l’unité  quand 
n tend  vers  l'infini-,  donc  on  a 

•}.n  — 2 an  — a an 


B 2 a 4 4 6 6 

- = lim 
2 


133557  — 3 2/î- 


— {pour  n = » ). 


Celte  formule  remarquable  est  celle  de  Wallis  ; nous  au- 
rons plus  loin  l’occasion  d’en  faire  usage. 


jipplication  de  la  différentiation  et  de  l'intégration, 
sous  le  signe  f > à la  détermination  de  certaines  in- 
tégrales  dèjinies. 

493.  Lorsqu'une  intégrale  définie  dont  la  valeur  est 
connue  dépend  d’un  ou  de  plusieurs  paramètres  on  peut 
en  déduire  de  nouvelles  intégrales  par  le  moyen  de  la 
différentiation  ou  de  riulégraiion  relative  aux  para- 
mètres. Nous  allons  présenter  quelques  exemples. 

1“  On  a (n°  488),  en  supposant  «>o. 


Jo  ’• 

et,  en  difïérentiant  n fois  par  rapport  à a,  il  vient 

^ * t .■>.  3.  ..  n.  rt.r  I . 3 . 5 . . . ( 2 » — I ) rr 

.L  (.r’  -t- a . + 1 2’ 


2"  a » 


d’où 


Hx  _ i.3.5...(2/»-i) 
' Jg  (x’-t-a/-*-'  2. 4. 6... an 


2 X » 


a”  On  a (n°  488),  en  supposant  « positif, 


/**  I 
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et  en  diflerenlianl  n — i fois  par  rapport  à a,  il  vient 

, > . I .2.3.  . — i) 

Jo  ^ 

Si  l’on  suppose  a = i , dans  celte  formule,  on  aura 

(3)  I <?■  ■'.r^' rfx  = I . 2 . 3 . . . f /î  — i). 

Jo 

49-t.  Reprenons  la  formule 


j: 


i[ue  nous  venons  de  considérer;  multiplions-la  par  d a.  et 
intégrons  ensuite  de  tx  = b à oc~a\  comme  on  a 


i: 


il  viendra 

(4) 


r*  — 

Ju 

et,  en  faisant  b —i, 

(5)  f 


, fl 

f/x  = log  J , 

X b 


^ * — * a — O -T 


tlx=  log^z. 


Nous  avons  trouvé  (n“  488),  en  supposant  o, 


cQibxdx  : 


i 

I sin  bx 

J O 


dx  : 


rt'  4-  b‘‘ 

b 


4-  6’ 

Multiplions  ces  deux  formules  par  du  et  intégrons  ensuite 
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de  U — J h a — g,  il  viendra 


(6) 

(7) 


X 


X 


-'::''cosix^  = AlogC^^^ 
2 


e-f* 


c~g^ 

— - sin  b.rfi.c 


arc  tanp  - — arc  tang 


/ 

V 


f el  g étanl  des  (jiiaiitités  positives  quelconques. 

Supposons  que  h soit  positif  dans  la  formule  (7)  ; alors 
si  l’on  fait  f—o,  g^co,  le  se«mnd  membre  de  eetie 

formule  se  réduira  h -»  et  l'on  aura 
a 


(8) 


t O 


sin  hx  ^ n 
X a ' 


il  est  évident  que  si  h est  négatif,  la  valeur  de  l’inté- 
grale sera  — - • 


49.^.  La  formule  précédente  a une  très-grande  impor- 
tance en  raison  du  parti  que  les  géomètres  ont  su  en 
tirer  dans  des  recherelies  diffîciles.  Si  l’on  y remplace  b 
par  a -+-  b,  puis  par  a — b,  en  supposant  a el  b positifs 
el  il  viendra 


sin  fa  — l>)  X 
Jx  ■ 


En  ajoutant  ces  deux  formules  et  en  les  retranchaul  en- 
suite l’une  de  l’autre,  on  trouve 


sinaxeosfix  ^ _ 

X 


r 


sin  bx  cosax  , 

fl.r  ~ ü. 

X 


Or,  ces  deux  intégrales  se  déduisent  l’une  de  l’autre,  par 
la  permutation  des  lettres  a et  b ; on  a donc 


(9) 


■A  Sin  rt.r  cosi.r 

— I «X 

îT  ' ,r 


ou  = o. 


. . !.. 
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selon  que  l’on  a a'^h  ou  a <[  è;  les  (|uaiuités  a et  i sont 
d’ailleurs  supposées  positives.  Si  l’on  a h — a,  le  premier 

membre  de  la  formule  (q)  se  réduit  à - / ^ rlx, 

c’est-à-dire  à d’après  la  formule  (8). 

Nous  avons  ainsi  un  exemple  d’une  fonction  de  deux 
variables  a et  b,  essentiellement  discontinue,  la  valeur 
de  cette  fonction  étant  toujours  égale  à i ou  à zéro  quand 
a et  b sont  positives;  nous  allons  présenter  une  applica- 
tion de  la  formule  (9)  qui  sc  rapporte  à la  détermination 
d’une  nouvelle  intégrale  définie. 

i9G.  Rejirenons  la  formule 

^ * 

I sin  «X  rfx  = ; 

»'o 

en  la  multipliant  par  — ^ r/b,  elle  devient 


/: 


sinàx  cofi  b t/b 


■ C-"  <Ll  : 


cos  b f/b 
a 


b‘' 


intégrons  maintenant  relativement  à b,  depuis  b =z  o 
jusqu’à  Z>  = -+-  CO  , on  pourra,  dans  le  premier  membre, 

exécuter  l’intégration  sous  le  signe J't  et,  comme  le  fac- 
teur e~''-'(/x  est. constant  dans  l’intégration  relative  à b, 
on  aura  pour  résultat 


n-ir- 


sinàx  cosbf/b  \ 


y-n 


cosàrfà 


-t-  6’ 


L’intégrale  relative  à x,  dans  le  premier  membre  de  celle 
formule,  peut  être  décomposée  en  deux  parties  : l’une  ob- 
tenue en  intégrant  de  x = o à x=i,  l’autre  en  intégrant 
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de  X = I à X ==  eo  . Mais  quand  x est  i , le  facteur 

J'’*sinAjrcosi 
„ — 

est  nul,  d’après  la  formule  (9)  (n‘’49o),  et  le  même  fac- 
teur est  toujours  égal  à ^ quand  x est  i.  La  formule 
précédente  se  réduit  donc  .à 


ÎT 

2 


" dx 


Ç * rns  b dh 

J O 


et,  à cause  de  / e tir  = - on  a 

J,  " 

a ca%hdb  i:  ^ 

,f(,  rt’  -4-  2 * 

La  constante  a est  esseniiellcnicnt  positive;  si  donc  on 
fait  b = ax,  db  = adx,  il  viendra 


(10) 


QO%aidx 

~l’ 


JT 


ce  qui  est  la  formule  que  nous  nous  étions  proposé 
d’établir. 


i97.  Nous  considérerons  encore  l'intégrale  déünie 

/I  -L-  « 

I e~’'  dx  qui  fait  partie  de  la  classe  de  celles  dont 
J — OC 

nous  développerons  la  théorie  dans  le  Chapitre  suivant, 
et  dont  la  valeur  peut  s’obtenir  facilement  en  appliquant 

convenablement  la  règle  de  l’intégration  sous  le  signe 

Posons 

X-t-00 

e~‘'  dx, 

~<x> 
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on  aura  évidemment 


Si  l’on  fait 


/•X 

A = 2 I e~‘'  <lx. 
J Q 


X ■=  aty  f/x  = a^//, 

a étant  une  constante,  il  viendra 

A = 2 / 

t/ ü 

et,  en  multipliant  par  a 
2Ac-“\/;c  = 4 

Intégrons  maintenant  les  deux  membres  de  cette  formule 
par  rapport  à. a,  depuis  a = o jusqu’à  a = oo  , on  aura 
dans  le  premier  membre 

/»  CO 

2A  / c~“’r/a  uu  A’; 

J O 

à l'égard  du  second  membre,  l'Intégration  relative  à a 
peut  être  exécutée  sous  le  signe  J > et  comme  l'intégrale 
indéfinie  de  la  différemielle  a e~  ad»'  est 

^ h const.,  le  résultat  de  1 intégration  sera 

2 Ç — , = 2 - = s.  Ainsi  l’on  a •'  ■ 

A’  = TT, 

• t 

et,  par  conséquent, 

(il)  / ^7T. 

J 

498,  Eu  partant  de  celte  dernière  intégrale,  on  peut  en 
obtenir  d’autres  qu’il  convient  de  signaler.  Par  exemple, 


• n- 
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si  a désigne  une  quantité  positive,  et  que  l’on  remplace  x 
par  X <J7i , c/.r  par  , il  viendra 

(12)  / c -•'fl.r  = ~ ■ 

J—x  \ja 

En  différentiant  cette  dernière  équation  //  fois  de  suite 
par  rapport  à a,  on  aura 


I e :zn  \ 7T  - 

X 

et,  en  faisant  <1=1, 


1.3. 5. ..(an  — 1)  _| 


n-(»*i), 


/.-HX 

-3)  / c 

•/  • — « 


, I . 3 . 5 . . . ( 2 n — I ) 

= vx  - 

^ 2" 


Si  l’on  désigne  par  a une  quantité  réelle  positive  ou 
négative,  et  que  l’on  remplace  x parx±a  dans  la  for- 
mule (il),  les  limites  de  l’intégration  resteront  les 
mêmes,  et  l’on  aura 


I Ux  = i 

• “ X 

remplaçant  le  signe  ambigu  du  premier  membre  d’abord 
par  -f-,  puis  par  — , et  faisant  la  demi-somme  des  résul- 
tats, on  aura 


V »t 


ou,  en  changeant  x eu  mx  et  a en  — , 


(•4) 


r 


formule  ([ui  suppose  essentiellement  rn  positif. 
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Sur  le  passage  des  quanlitcs  réelles  aux  imaginaires. 


•i99.  Lorsque  deux  fonctions  sont  égales  entre  elles 
pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  la  variable,  et  qu’elles 
sont  toutes  deux  développables  eu  des  séries  convergentes 
ordonnées  suivant  les  puissances  entières  de  cette  variable, 
les  coefGcicnts  des  mêmes  puissances  sont  égaux  entre 
eux  dans  les  deux  développements  ; si  donc  les  séries  de- 
meurent convergentes  quand  on  suppose  la  variable  ima- 
ginaire, l'égalité  des  deux  fonctions  subsistera  nécessaire- 
ment. Cette  considération  permet  d’obtenir  les  valeurs 
d’un  certain  nombre  d’intégrales  définies  nouvelles. 

Reportons-nous,  par  exemple,  à la^^mule  (i.-j)  du 
n°  498.  Il  est  évident  que  les  deux  membres  de  cctie  for- 
mule sont  développables  en  des  séricv,.co^ergentes  or- 
données suivant  les  puissances  ,cnlières*îîe  h,  et  que  cette 
convergence  ne  sera  point  altérée  sî  l'on  remplace  n par 
rt  V — t;  ûn  aura  donc  *■  ' ' ésrai.-f*- 


on  peut  faire  conuMàcer  l’inl^rale  à zéro,  pourv  u qu'on 
divise  le  second  m’pmÿrCpair  a,  et  l’on  a ainsi 


r 


^ cos  2 nx  ifx  3=:  f 

' 2 m 


Pour  donner  un  nouvel  exemple,  reprenons  la  for- 
mule (12)  du  n"  498,  où  a désigne  une  quantité  positive  ; 
en  y remplaçant  y'n  par  m (i  -|-  se),  il  vient 


r 


. 

' m ( I -t-  a ) ’ 
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les  deux  membres  de  celle  formule  sonl  développables  en 
séries  convergenles  ordonnées  suivanl  les  puissances  en- 
tières de  «,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  a comprises 
entre  — i et  4-i;  en  outre,  ces  séries  demeurent  évidem- 
ment convergenles  quand  a désigne  une  qnantité  imagi- 
naire de  module  inferieur  à i,  donc  la  formule  précé- 
dente subsistera  dans  la  même  hypothèse.  Soit  « = p y/ — i , 
P étant  réel  et  inférieur  à i;  on  aura 


/ 


_ (i  — PvC-Ov/tt^ 

~ /«(l-f-p’)  ’ 


galons  entre  elles  les  parÿeÜ  réelles  et  les  parties  imagi- 
naires, il  viendra  ' 


ou,  en  posantji -i-  /i*7fw’^=  p,  2 pm’  = v. 


■ 

/•-*-*  , /jr  / — (X -f- vV’ + ''* 


ces  formules  supposent  p ]>  o. 


Formule  de  Cauchj. 

.”)00.  Soient  2 = pe"'''"'  une  variable  imaginaire,  et 
J'{z)  une  fonction  de  celte  variable  qui  reste  continue 
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et  qui  ait  une  dérivée  déterminée  pour  toutes 
de  Z dont  le  module  n'est  pas  supérieur  .i 
donnée  R.  On  a 


rfî  = e" 'f-'  + y'—  r pe“ v'- ■ 


et,  par  suite, 

/(l)  rf:  = y (p,  u)</p  -t-il»(p,  w)f/w, 


en  faisant,  pour  abréger, 

^ ( P,  « ) = V'- 1 '/(pc“  ) . 


On  a vu  (n°  463)  que  celle  expression  de  f[z)dz  est 
la  difTérenliellc  exacte  d’une  fonction  des  deux  variables 
indépendantes  p et  o);  ou  a donc  (n°  462),  eu  désignant 
par  po  et  Wo  des  valeurs  initiales  quelconques  de  p et  de  u>, 


J j^çfp.oi)  — ÿ(p,  w.)j  ^/p=y  j^,|.(p,  w)  — •^(p„w.)j 


Nous  prendrons  po  = o et  nous  écrirons  a au  milieu 
de  O),;  en  outre,  comme  la  fonction  / (z)  reste  continue 
pour  les  valeurs  de  z dont  le  module  ne  surpasse  pas  R, 
les  intégrales  de  la  formule  précédente  auront  des  va- 
leurs ânics  si  l’on  fait  p = R,  co  = a -h  7.T..  Mais  notre 
hypothèse  relative  à la  continuité  de  f{z)  implique  la 
condition  que  cette  fonction  ait  la  même  valeur  pour 
u = ix  et  b)  =.  a -I- 371,  P restant  le  même.  Il  s’ensuit 
que  le  premier  membre  de  notre  égalité  est  nul  ; d’ailleurs, 
la  fonction  (j*  (p,  co)  étant  nulle  pour  p = o,  puisque /^(z) 
ne  peut  être  inünie,  on  aura  simplement 


■+■  a- 

^ ( R,  U ) du  =:  O , 
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^ 

K 

OU  encore 

(i)  J Z/{Z)f/«-.o, 

Z désignant  la  valeur 

Z = Rc'-'^-‘. 

La  formule  (i)  ne  diflêre  que  dans  la  forme  de  celle 
que  nous  avons  établie  au  11“  382,  et  l’analyse  qui  nous 
y a conduit  est  au  fond  la  môme  que  celle  dont  nous 
avons  fait  usage  au  numéro  cité.  Si  l’on  désigne  encore 
ici  par  F (z)  une  fonetion  qui  reste  continue  et  qui  ait 
une  dérivée  déterminée,  pour  les  valeurs  de  s dont  le 
module  n’est  pas  supérieur  à R,  par  x une  constante 
réelle  ou  imaginaire  dont  le  module  soit  également  com- 
pris entre  o et  R,  on  pourra  supposer 

/■(s)  = lii'-- *'1:':^ 

' Z — -t; 

dans  la  formule  (1)  (n“382),  et  celle-ci  deviendra 

y.  y 


(2)  F(r) f 

a 


mais  on  a 


Z .r 

Z — .r  “ ‘ Z Z ’ 


F(Z)rf«; 


Z.»  Z — X ‘ 


d’ailleurs  on  a,  si  m n'est  pas  mil , 


^ 1 r -t-  a ^ ^ J !T  -H  « 
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Z— r 


2 T -I-  « 

cl  w H— 


a;r-h 


V^'r/w; 


le  module  de  — s’annule  pour  u = 00  , et  l’on  a,  en  con- 
R/*  r > > 

séquence, 


/’ 


Z — X 


tl  U — 2 T 


la  formule  (a)  devient  donc 

(3! 


Celte  formule  de  Cauchv  ne  diflère  pas  de  la  for- 
mule (ta)  du  n°  382,  de  laquelle  nous  avons  conclu  le 
développement  de  la  fonction  F (x)  en  série.  Différen- 
tions-la  p fois  par  rapport  .à  x,  ou,  si  l'on  veut,  par  rap- 
port au  module  de  x;  la  différentiation  pourra  l'ti'e  exé- 


cutée sous  le  signe 


dans  le  second  membre,  et  l’on 


aura 


(4) 


F^'')(x)  = i.a. 


. U 


“ ZFfZ) 

— a w, 

(Z  — 


Pour  x=o,  les  formules  (3)  et  (4)  donnent,  eu  écri 
vautRe"''—'  au  lieu  de  Z, 


(5)  F(o)  = -'-  r“^*F(RcW-),/<,, 

f;/‘1(o)  = i.a. . .fi.R--“-î-  I ’*'^‘’'e-/“'V^F(Rc"V;'^)rf<.. 

Eniln,  si  l’on  désigne  par  x une  constante  et  qu’on  applique 
les  formules  (5)  et  (6)  à la  fonction  F(z)  = ^(x  -h  «), 
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on  aura,  en  écrivant  r au  lieu  de  R, 

(l)  f 3 \x rc^'  ')c/w, 

Les  formules  (7)  et  (8)  subsistent  pour  toutes  les  valeurs 
de  r telles  que  la  fonction  s{x  + reste  continue. 

501.  Les  formules  précédentes  perineltenl  de  déter- 
miner un  grand  nombre  d’intégrales  définies;  nous  allons 
en  présenter  des  exemples. 

1°  Soit 


celte  fonction  reste  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  z 
dont  le  module  est  inférieur  à i.  La  formule  (5)  don- 
nera donc,  en  faisant  a = o et  en  supposant  R 1 , 


ii  b'» 

I — Rc"'V'-' 

( I — R cos  u)  -I-  \/ — I R sin  U 
I — 2 R cos  0»  4-  R’ 


da. 


d’où,  en  séparant  les  parties  réelles  et  les  parties  imagi- 
naires, 


I — R cosu 
I — 2 R cosw  -I-  R’ 

sin  U 


— 2 R cosu  -H  R* 


du  ~ 


2 TT, 


U. 


11  faut  remarquer  que  celte  dernière  formule  est  évi- 
dente; car  les  éléments  de  l'intégrale  qui  répondent  à des 
valeurs  de  co  complémentaires  à an  sont  égaux  et  de 


Digilized  by  Coogle 


» 


CHAPITRE  II.  145 

signes  contraires.  Quant  à la  première  formule,  elle 
cesse  d’être  exacte  lorsque  R est  ^1,  et  dans  ee  cas  sa 
valeur  est  nulle;  on  a,  en  effet, 


I — R cos  M 
I — 2 R cosa)  + K’ 


I 

I — — cosw 

R 

^ — ' — 


I. 


Si  l'on  multiplie  par  don  cette  identité  et  qu’on  intègre 
ensuite  de  o à air,  la  première  des  intégrales  du  premier 
membre  sera  égale  à ait,  dans  l’hypothèse  de  R<[i;  la 
seconde  est  donc  nulle,  et  l’on  a 


I 

I — — cos  w 

R 


_|cosa.  + ^ 


= 0; 


dans  le  cas  de  R = i,  l’intégrale  est  évidemment  égale 
à r. 
a”  Soit 

F(z)  = c'; 

. la  fonction  F (z)  reste  continue,  quelle  que  soit  z,  et  si 
l’on  fait  « = o,  R = m,  la  formule  (5)  donnera 


d’où 


X 

X 

X 


^mcosw-H/n 


' : 


2?r, 


cos  U ^ j " 2ïT, 


a T 

f'"  cosw  sinw)  c/u  — o; 


Télément  de  la  première  intégrale  prend  les  mêmes 
valeurs  quand  on  donne  à w deux  valeurs  complémen- 
taires a ar:;  il  s’ensuit  que  si  Ton  arrête  l’intégrale  à 
11.  10 


Digitized  by  Google 


i46  CALCOL  IMTÉGRAL. 

O)  = TT,  on  aura  la  moitié  de  la  valeur  totale;  en  d'autre» 


termes,  on  a 


,r 


' cos  (m  sinu]  f/w  — TT, 


formule  que  Poisson  a obtenue  par  une  voie  différente 
dans  le  XIX'  cahier  du  Journal  de  l'École  Polytech- 
niqiie. 

3°  Posons  encore 

F(ï)  = log(i  + z)  = log(i 
(ù  étant  compris  entre  — ît  et  H-tt.  Si  l’on  fait 
l+z  = re'l'i~' , 


on  aura 


d’où 


+ P cos'.»  = rcosij/,  P sinu  = r sin^ , 


r — d \ -1-  2 P cosw  4'  — arc  tang 

''  ' r » T ® 1 P cosw 

La  fonction  F (z)  n’est  continue  (n“37S)  que  si  le  mo- 
dule P est  inférieur  à i;  alors  cosij/  est  toujours  positif, 

et  l’angle  ip  qui  est  compris  entre  — ^ et  -f-  ^ est  entiè- 
rement déterminé  par  sa  tangente.  Supposant  donc  R i , 
la  formule  (3)  donnera 

X-b-TT 

( log  r 4>  ^ — 1 ) rfw  = O, 


c'est-à-dire 


£ 
Ci 


log  ( I -I-  2R  cosw  -f-  R’j  f/w  ==  O, 
R sin  w 


arc  tang 


I -I-  R cosw 


j f/w  — O. 
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Emploi  des  intégrales  définies  pour  représenter  les 
coefficients  des  séries  qui  procèdent  suivant  les  sinus 
ou  cosinus  des  multiples  d'une  variable. 


502.  Les  Intégrales  dcGnies 


(>) 


X 


Tl 

cos/x  coijxd.f, 


sin  ix  sin  jx  dx 


sont  nulles  toutes  les  deux,  lorsque  i etjf  désignent  des 
entiers  inégaux.  En  effet,  si  l’on  fait  leur  somme  et  leur 
dilTérenee,  ou  trouve 


^ TT 

cos  ( / — y)  X dx,  I cos  (i  -f- J)  xdx, 

O do 


et  il  est  évident  que  ces  intégrales  sont  nulles,  puisque 
cos  (j  — j)xdx,  cos  (i  j)  xdx  sont  les  diflerentielles 
des  fonctions 

sin(/ — J).r  sin(( +y').r 


qui  s’annulent  pour  x = o et  pour  x = 

Mais  si  l’on  Sl  j — /,  la  seconde  des  intégrales  (a)  s’an- 
nule seule,  et  la  première  se  réduit  à / dx  ou  à tt; 

do 

donc  les  deux  intégrales 


(3) 


J cos  ix  cos y'x  dx, 

O 


ÎT 


X 


•n 

sin/x  sin  Jxdx 


sont  égales  à l’uuité  ou  à zéro,  selon  que  les  entiers  i 
et  j sont  égaux  ou  inégaux.  Cette  conclusion  suppose 
pourtant  que  l’on  n’a  pas  i = j = o \ dans  ce  cas,  la  pre- 
mière intégrale  (3)  est  égale  à a et  la  seconde  est  nulle. 

503.  Cela  posé,  soient  f(x)  et  F (x)  deux  fonctions 

lO. 
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do  X,  et  supposons  qu’on  sache  que  ces  fonctions  sont 
développables  en  séries  convergentes  de  la  manière  sui- 
vante ; 

(4)  /(•*)  = - A,  -4-  A,  cosx  -I-  A, C0S2.r A,cos/.r  , 

(5)  F(x)=  B, sinx B,sinax -I- B^sin 3x-i-...-l-BiSini> -f-...; 

il  restera  à déterminer  les  coefficients,  ce  que  l’on  peut 
faire  aisément  comme  il  suit. 

Multiplions  la  formule  (4  ) par  - cosixdx  et  intégrons 

ensuite  de  o à tr;  d’après  ce  qui  précède,  tous  les  termes 
du  second  membre  de  la  formule  résultante  seront  nuis, 
à l’exception  du  terme 

A,  X - I cosixcos/>«/x, 

^ Jo 

lequel  est  égal  à A,  -,  on  a donc 
2 

(6)  A,  = - I /(x)  cos/xrfx; 

cette  formule  subsiste  pour  i = o,  parce  que  nous  avons 
eu  soin  de  représenter  par  ^Ao  et  non  par  Ao  le  premier 
terme  du  second  membre  de  la  formule  (4). 

Multiplions  de  même  la  formule  (5)  par -sinû:r/j;,et 

ÎT 

intégrons  ensuite  de  o à tt;  les  termes  du  second  membre 
de  la  formule  résultante  seront  nuis,  à l’exception  de 

2 

B,  X - I sinixsin/.r</x, 
dont  la  valeur  est  égale  à on  a donc 


(7) 


2 n 

Bi=  - I F (x)  sin  /xrfx. 
" Jo 
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oOi.  Les  fonctions  f(x),  F'(jc)  que  nous  venons  de 
considérer  sont  l’une  paire  et  l’autre  impaire j elles  ne 
constituent  donc  qu’un  cas  particulier  des  fonctions  pé- 
riodiques. Désignons  généralement  par  S (x)  une  fonc- 
tion développable  en  une  série  convergente  procédant, 
suivant  les  cosinus  et  les  sinus  des  multiples  dex;  le 
développement  aura  la  forme 


(8) 


\ 


A,  H-  A,  cosx  -4-  A,  C0S2X  A.cosf'x  . 

-f-  B|  sinx  -)-  B,  sin  2x  -i-  B,  sin/x 


et  il  est  facile  de  déterminer  les  coefficients.  Effective- 
ment, on  reconnaît  facilement  que  les  intégrales 


I 


ir 


cosix  cosjxdx. 


I 

TT 


sin  ix  sin  jxdx, 


sont  égales  à l’unité  ou  à zéro,  suivant  que  les  en- 
tiers I et  j sont  égaux  ou  inégaux  ; dans  le  cas  de  i = / = o, 
la  première  intégrale  est  a et  la  seconde  est  zéro;  ou  voit 
aussi  que  l’intégrale 


sin  ix  cos  jxdx 


est  toujours  nulle.  D’après  cela,  si  l’on  multiplie  la  for- 
mule (8)  par -cos/xr/r,  puis  par -sin/x</x,  et  qu’on 
intègre  ensuite  de  x = o à .r  = ar,  on  aura 


(9) 

I 

A,  = - 

1 ^ [jc)  cosix (Iv 

/o 

(«ÔJ 

B,  = - 

1 ^(x)sïnixdx 

7T  ^ 

J 0 

la  formule  (9)  n’est  pas  en  défaut  pour  i=  o et,  dans  ce 
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cas,  elle  donne  le  double  Ao  du  terme  indépendant  de  x 
dans  le  développement  de  .f  (x) . 

Tl  y a souvent  avanlagc  à introduire  les  exponentielles 
imaginaires  dans  les  développements  en  série  que  nous 
considérons.  Ainsi  la  formule  (8)  peut  être  mise  sous  la 
forme 

/'  = -f-ac 

H-)-  2 

/=-« 

alors,  en  multipliant  par  dx  et  intégrant  en- 

suite de  o à an,  on  aura 

j=-r-x 

— I iî  (j)  c-"/-' f/a:  = A, — / 

/=  — 30 

l’intégrale  J'  dx  est  égale  à an  si  l'on  a / = 

mais  elle  est  nulle  pour  toutes  les  autres  valeurs  de;';  par 
conséquent,  on  a 

J O 

formule  où  l’indice  / peut  avoir  toutes  les  valeurs  entières 
comprises  entre  — oo  et  -I-  oo  . 


Remarques  sur  le  changement  de  variables  dans  les 
intégrales  définies. 

S05.  Soit  l’intégrale  définie^  f(x)dx.  Si  l’on  veut 
substituer  à x une  autre  variable  t,  telle  que 


et  que  l’on  fasse 


x = 7(0, 

f(')=/[t(0]t'(0. 
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on  aura  (ii°  41()) 


f /{.t]dj:=zf  F(t)iU, 
■ Jx,  ^ t. 


en  désignant  par  t.  la  valeur  de  t qui  répond  à t=  lÿ. 
Ensuite,  si  l’on  fait  x = X et  que  l’on  nomme  T la  va- 
leur de  t qui  répond  à x = X,  on  aura 


— f F (0  àt. 


Cette  formule  est  exacte,  mais  elleexigi;  dans  les  appli- 
cations des  précautions  sans  lesquelles  on  pourrait  être  coii- 

duitàdesrésultatsdéfectueux.Oansrintégrale  1 f(x)elx, 

la  variable  x varie,  dans  le  même  sens,  depuis  la  va- 
leur Xo  jusqu’à  la  valeur  X,  tandis  qu’il  n’en  est  pas 
nécessairement  ainsi  à l'égard  de  la  variable  t dans  l'in- 

tégralej^  F en  effet,  pendant  que  x varie  dans  le 

même  sens  de  Xo  à X,  t varie  de  /o  à T,  mais  elle  peut 
être  tantôt  croissante,  tantôt  décroissante.  On  évitera  cet 
inconvénient  eu  décomposant  l’intervalle  de  Xo  à X en 
plusieurs  autres,  au  moyen  de  valeurs  intermédiaires, 


•^11  J > • • • » — \ I 


de  manière  qu’en  désignant  par 


les  valeurs  correspondantes  de  t,  cette  variable  croisse  ou 
décroisse  constamment  entre  les  limites  de  chacun  des 
nouveaux  intervalles.  Alors  la  formule  (t)  deviendra 

(?.)  j '^f{x)dx=- j ‘'F{t)dt+  J ‘'F(t)dt-^...+£  [t)dr, 
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cette  transformation  est  indispensable,  parce  que  F(f) 
ne  désigne  pas  la  même  Jonction  analytique  dans  les 
diverses  intégrales  de  la  formule  (2). 

506.  Exemple.  — Un  exemple  très-simple  éclaircira 
ce  qui  précède.  Considérons  l’intégrale 


_ dx_ 

i. 


où  X est  positif.  Nous  nous  sommes  occupé  au  n“  446  de 

fi.v 

la  diflérentielle  1.  • et  nous  avons  montré  qu’elle 

pouvait  être  ramenée  à la  forme  elliptique,  au  moyen  de 
la  substitution 

I I 

3^-1 =2t  ’,  .r> !=  — 2t  ' 1 — f’, 

qui  donne 

rfr  I dt 

y I -t-  J-"  Hyf'2  ^ ' 

La  fonction  désignée  par  F(t)  au  numéro  précédent 
a donc  ici  pour  valeur 


2 ^'2  v'f  — t' 

et  l’on  voit,  par  les  formules  précédentes,  que  le  ra- 
dical ^1  — t*  doit  être  pris  positivement  quand  a:  est  I, 
et  négativement  dans  le  cas  contraire. 

Soit  T la  valeur  de  t ([ui  répond  à x = X.  Si  l’on 
a X I , t croît  de  O à T quand  x croît  de  o à X;  alors 

on  a 

Mais  si  X est  ;>  I,  f croit  de  o à 1 quand  x croît  entre  les 
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mêmes  limites;  ensuite  x continuant  à croître  de  i à X, 
t décroît  de  i à T.  On  a donc 


tix 

I -+-  X* 


on  peut  intervertir  les  limites  de  la  dernière  intégrale  du 
second  membre,  en  changeant  le  signe  de  cette  intégrale; 
elle  devient  alors 


ce  qui  donne,  pour  le  cas  de  X 1 , 


on  voit  que  cette  formule  (2)  est  très-di(l'érente  de  la  for- 
mule (>)  qui  se  rapporte  au  cas  de  X i.  Les  formules  (1) 
et  (2)  s’accordent  à donner  pour  X = i 


jf 


I r'  ,it 


507.  On  peut  toujours,  par  une  substitution,  ramener 
une  intégrale  définie  à une  autre, dans  laquelle  les  limites 
de  l'intégraiiou  soient  deux  quantités  choisies  arbitraire- 
ment. 

Par  exemple,  si  l’inlégrale  proposée  est  | f[x) 

*^x,  • 

Xo  et  X étant  des  quantités  finies,  et  que  l’on  jiose 


l étant  une  nouvelle  variable,  et  T des  quantités  finies 
quelconques,  il  est  évident  que  l’on  aura  t = t„  pour 
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X =:  et  t = T pour  x — X',  en  conséquence,  la  sub- 

stitution donnera  un  résultat  de  la  forme 


£ /(x)dr=£ 


Si  l’on  emploie  la  substitution 

■r  — r.  _ / — /. 

X — X,  t — -f-  I 

on  aura  t = t„  pour  x — et  t = -)-  oo  jwur  x — X ; 
par  conséquent  notre  substitution  donnera 

£^/{x)dj:=£  F{/)rf/, 

et  si  l’on  prend  t,,  = u,  on  aura 

J^X  /»  X- 

/{x)dr=  FiO'il. 

*/t> 

Il  est  évident  que  la  substitution  inverse  ramènera  l’in- 

£X  ^ X 

F (t)  dt  à la  forme  I f(x)  dx. 

Jx, 

508.  Nous  avons  vu  qu’une  intégrale  indéfinie  peut 
être  écrite  à la  manière  des  intégrales  définies,  en  fixant 
à volonté  la  valeur  à partir  de  laquelle  on  fait  com- 
mencer l’intégration.  Et  l’on  peut  ajouter,  d’après  ce 
qui  précède,  qu’une  intégrale  indéfinie  peut  être  rem- 
placée, d'une  infinité  de  manières,  par  une  intégrale  dé- 
finie dont  les  limites  peuv(*nt  être  prises  à volonté.  Car, 

soit  l’intégrale  indéfinie  ^ f{x)  dx\  on  a 


£/{x)iU  = j 


f[x)dx  -H  C, 


C étant  une  constante  arbitraire.  Ecrivons  a.  au  lieu  de  x 
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^ous  le  signe  J"  du  second  membre,  il  viendra 
j' / (x)  ilx  =:  J'  /(a)rfa-l-C. 


(ia  est  l’intégrale  définie  de  la  différentielle 


y(a)  d»  prise  entre  les  limites  jr,  et  dès  lors  on  peut 
lui  appliquer  les  transformations  dont  il  a été  parlé  au 
numéro  précédent. 

Considérons,  par  exemple,  l’intégrale  indéfinie 


e~‘  dx. 


OÙ  nous  supposerons  l’exposant  n positif.  Celte  intégrale 
est  égale  à 


J'  jf‘~'e~*dx  + C ou 
C étant  la  constante  arbitraire 


elle  deviendra 


a Ir, 


ou,  en  faisant  sortir  x"  du  signe 

jr"  / r-'e-“dt- 
<1 


Considérons  encore  l’intégrale  ell}]^que  de  première 
espèce 


dx d_x^ 

Jo  V{'  — •'■J  l ' — ] J„  v'C'  — 
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un  faisant,  coumic  dans  l’exemple  précédent, 

Ti  — tTy  doi  — xdl. 


elle  deviendra 


X 


tdt 


Sur  les  valeurs  multiples  que  peuvent  avoir  les  intégrales 
prises  entre  deux  ■limites  déterminées. 

509.  Nous  avons  démontré  au  u“  -466  que  l’on  a 
r /[j)d.r=  Ç /{x)dj;-hf  'f(x)dx+..  +f  J(x)d.r, 

dx,  Jx,  ...T,  dx,_y 

quelles  que  soiçm  les  quantités  x,,  x„.  . . pourvu 

cepend^pt  jj^Ction  f {x)  reste  continue  quand  x 

vaiie'ii^t^  chaque  intégration.  Cette  for- 

uiute  i'iali^ale  ^ 


a la  même 


Jd  que 

lait  varier,  J^jj^j^rainener^e^jS^leuf  ifiîtiafe  a la 
valeur  Cnal^^^ 

fonction /(x) 
même  va- 
l’une  ma- 
nière continué  pouf  plaw^'^ifti^^leur  x,  à la  valeur  X. 
Lorsque  ces  conditic^'lilj^É^n^as  remplies,  et  que  l’on 
passe  de  X,  à X êd* suivant  deuk^chemins  différents,  l’in- 
tégrale peut  avoir  des  valeurs  très-différentes. 

De  là,  par  exemple,  les  valeurs  multiples  des  expres- 
sions 

arcsinX,  arctangX,  areséeX, 
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ne  sont  autre  chose 


ces  intégrales  dépendent  non-seulemcnt-i^nc^ 
mais  aussi  de  la  manière  don(.r  varie 
limite  o à la  limite  X.  11  importe  de  présenter 
quelques  explications. 


5i0.  Considérons  d’abord  l'intégrale 


dont  la  limite  supérieure  X est  une  quantité  quelconque 
comprise  entre  — i et  +i.  Faisons  d’abord  varier  x, 
dans  le  môme  sens,  de  o à X;  le  radical  y/i  — x’  peut 
être  pris,  au  départ,  avec  le  signe  + ou  avec  le  signe  — , 
à volonté;  mais,  comme  ce  radical  ne  s’annule  pas  dans 
l’intervalle  de  o à X,  il  faut,  pour  la  continuité,  lui 
maintenir  constamment  le  môme  signe.  Choisissons  le 
signe  -H  et  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  X soit 
positif  ; désignons  par  a la  valeur  de  notre  intégrale  ainsi 
définie,  et  posons 


les  crochets  dont  nous  faisons  usage  servant  à indiquer 
que  X varie  constamment  dans  le  môme  sens,  en  passant 
de  la  limite  o à la  limiteX.  Soit  K la  valeur  que  prend  a. 
quand  on  a X = + i , on  aura 


La  variable  x ayant  crû  de  o à sa  limite  supérieure  -t- 1 , 
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faisons-la  décroître  de  + i à o,  el  prenons,  entre  ces 


dx 


f limites,  l’intégrale  de  la  différentielle  — — — - , savoir  : 


X‘ 


Hx 


v/.-- 


Si  l’on  maintenait  au  radical  \Ji  — x’  le 


signe  +,  l'intégrale  dont  nous  parlons  aurait  p>our  va- 
leur — K,  car  ses  éléments  seraient  égaux  et  de  signes 
contraires  aux  éléments  correspondants  de  la  précédente 
intégrale.  Mais,  le  radical  y/ï  — x*  s’étant  annulé,  il 
est  naturel  de  changer  son  signe,  et  alors  on  aura 


la  variable  x est  redevenue  nulle;  supposons  qu’elle  con- 
tinue à décroître  jusqu’à  ce  qu’elle  atteigne  sa  limite  in- 
férieure — I : le  radical  \[ï — x’  devra  garder  le  signe  — , 
puisqu’il  ne  s’annule  pas,  et  l’on  aura  encore 


' d.r  1 

car  les  éléments  de  cette  intégrale  et  les  éléments  de  la 
précédente  sont  égaux  chacun  à chacun  et  de  même 
signe. 

Mais,pourx  = — i,le  radical  y/i  — x*  s’annule  de  nou- 
veau,  et  on  doit  lui  rendre  le  signe  quand  x vient  à 
croître  de  — i à o ; on  aura  donc 


et  si  l’on  fait  croître  de  nouveau  x de  o à X,  on  retom- 
bera sur  la  valeur  a. 

Il  résulte  de  là  que  si,  pour  passer  de  u à X,  on  fait 
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croître  x de  o à + i,  qu’on  fasse  décroître  ensuite  cette 
variable  de  1 à — i,  et  qu’on  la  fasse  croître  enfin 
de  — 1 à X,  l’intéj^rale 


(t.r 


aura  la  valeur  4K.  4-  «• 

Si,  au  lieu  de  procéder  comme  nous  venons  de  le  faire, 
on  fait  d’abord  décroître  x de  o à — i,  qu’on  la  fasse 
croître  ensuite  de  — 1 à i , décroître  de  -f-  i à o,  et 
croître  enfin  de  o à X,  on  aura,  comme  il  est  facile  de  le 
voir. 


et  alors  la  valeur  de  noire  intégrale  sera  — 4^4”*- 
Dans  ce  cas,  comme  dans  le  précédent,  quand  .r  a atteint 
la  limite  X de  l’intégration,  le  radical  x*  a la  va- 
leur 4-  — X’. 

On  voit,  d’après  cela,  que  l’intégrale  considérée  aura 
la  valeur 

4^K.  4-  a,  , 


OÙ  n désigne  un  entier  positif  ou  négatif,  si  x,  en  variant 
de  o à X,  passe  par  chacune  de  ses  limites  4-1  et  — i 
un  nombre  de  fois  égal  à la  valeur  absolue  de  n. 

Supposons  que,  après  avoir  atteint  un  nombre  ± n de 
fois  les  limites  4-1  et  — i,  x ait  repris  la  valeur  zéro;  à 
ce  moment  faisons-la  croître  de  o à 4-i,  l’intégrale  de 

rf.r 

la  différentielle  -7=^-=  relative  à cet  intervalle  sera  égale 
à 4- K;  faisons  décroître  ensuite  x de  4- i à o,  nous 
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aurons  encore  une  iiilcgrale  correspondaiiie  égale  a +K, 
car  dx  et  — x'  sont  ici  négatifs;  faisons  croître  en- 
fin x de  o à X,  le  radical  \ji  — x’  ne  s’annulant  pas,  on 
doit  lui  conserver  le  signe  — ; par  conséquent,  l'intégrale 
relative  à ce  nouvel  intervalle  sera  — a. 

Donc,  si  pour  passer  de  o à X la  variable  .T  atteint 
l’une  des  limites  +i,  — i une  fois  de  plus  que  l'autre 
limite,  la  valeur  de  l’intégrale 

r ^ tir 

Jo  V - 

sera 

(4«  -4-  2)  K — a, 

et  quand  x aura  atteint  la  limite  de  l’intégration,  la  va- 
leur du  radical  ^/i — x’  sera  — y'  i — X’ . 

Nous  avons  supposé  X positif;  mais  il  est  évident  que 
l’on  a 

flT  _ ,l.r 

, V'  — -*’  J, 

pourvu  que  les  valeurs  successives  de  x variant  de  o 
à — X soient  respectivement  égales  et  de  signes  con- 
traires aux  valeurs  dex  variant  de  o à -)-  X. 
il  résulte  de  cette  analyse  ({uc  si  l’on  pose 


X et  y/i  — X*  seront  des  fonctions  bien  déterminées  de  la 
variable  u,  et  que  ces  fonctions  auront  la  période 
qui  n’est  autre  chose  que  la  circonférence  att.  Nous  ne 
retrouvons  que  des  résultats  bien  connus;  mais  il  était 
très-important  de  montrer  comment  ces  résultats  peuvent 
être  tirés  de  la  considération  des  intégrales. 
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5H.  L’inléurale 


r 

Jn  ^ V-'’  — ' 


se  ramène  a ci 


elle 


que 


nous  venons  (l’étudier,  jjar  le  cliangement  de  x en-;  il 

n’y  a donc  pas  lieu  de  s’en  occuper;  mais  nous  devons 
considérer  l’intégrale 

tlx 

l'+ri' 


tlx 

J O 


dont  la  différcnliclle  est  rationnelle. 
Posons 


les  crochets  inditpiant,  comme  précédemment,  que  x 
varie  de  o à X,  toujours  dans  le  imnue  sens;  soit  aussi 


Pour  passer  de  x = o à x=  X,  on  peut  faire  croître  x 
de  o à + so  , changer  le  signe  de  cette  variablé,  la  faire 
croître  de  nouveau  de  — oo  à o,  et  la  faire  varier  enlin 
dans  le  même  sens  de  o à X;  ou  bien  on  peut  faire  dé- 
croître x de  o à — oc  , puis'  de  -l-oo  à o,  et  la  faire  varier 
dans  le  même  sens  de  o à X. 

Si  l’on  fait  d’abord  croître  xde  o à -I-  oo  , puis  de  — oo 
à o,  comme  on  a évidemment 


la  valeur  de  l’intégrale 

dx 

Jo 

sera  évidemment  2K-4-  «.  Si,  au  contraire,  on  fait  dé- 

II.  Il 
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croitre  x de  o à — oo  , puis  de  4-  oo  à o,  on  aura 


ICrt^HCAh-^- 

et,  par  conséquent,  la  valeur  de  notre  intégrale  sera 
— aK  -ha. 

Il  résulte  de  là  que  cette  intégrale  aura  la  valeur 
a«K  -t-  a, 


si  X varie  de  o à X en  passant  par  les  deux  iiiGnis  un 
nombre  de  fois  égal  à la  valeur  absolue  de  l’entier  n.  On 
voit  enfin  que  si  l’on  pose 


U 


X sera  une  fonetion  bien  déterminée  de  u,  et  que  cette 
fonction  aura  la  période  de  aK  = tr. 


De  la  double  période  des  Jonctions  elliptiques. 

512.  Les  considérations  (jui  précèdent  permettent 
d’établir  facilement  une  propriété  fondamentale  des  fonc- 
tions elliptiques. 

Nous  avons  nommé  fonction  elliptique  de  première 
espèce  (n"  •435),  l'intégrale 

r‘  d.r 

Jo  V ' — — 4"'*^* 

où  A’  est  <"  i •,  la  différentielle  — ^ reste 

fl  — j:' — li'x' 

réelle  tant  que  la  variable  x est  comprise  entre  — i et  -t-i. 
Intégrons  cette  différentielle  entre  les  limites  o et  i,  eu 
supposant  que  .r  croisse  constamment  de  l’une  des  limites 
à l’autre, et  prenons  les  radicaux  positivement;  désignons 
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par  K l’intégrale  ainsi  obtenue,  que  Legendre  a nommée 
intégrale  complète,  on  aura 


K=f- 

J»  Vi  -x’v  I - 


Lorsque  JC  est  comprise  entre  t et  y ou  entre  — i et  — y’ 


,U 


la  diirércntielle  — — est  imaginaire,  et  elle 

v'i  — xV'  — <"x^ 
est  égale  au  produit  de 


y*x'  — I y I — /!’x’ 

par  y — i . Intégrons  celte  dernière  différentielle  en  faisant 
croîtrexde  i .i  ^ et  en  prenant  les  radicaux  positivement: 
si  l’on  nomme  K'  l’iiitég-ale  ainsi  obtenue,  on  aura 


, rfx 

J,  ^x-  — i ~ X’x' 


Il  est  facile  de  la  ramener  aux  limites  o et  i ; posons  ef- 
fectivement 

/l'»=i  — X’  on  X>  + A'’=:i. 
et  employons  la  substitution 

I . l rit 

X — - ^ I — h'^O  , rlx  — — — - , - • ■ 

* A V — 

Les  limites  de  l’intégration  relatives  à t seront  i et  o: 
si  on  les  permute  entre  elles  en  changeant  le  signe  de  la 
différentielle,  puis  qu'on  remette  la  lettrox  au  lieu  de  t,  il 
viendra 


K'= 
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Les  modules  A,  k'  oui  élé  noininés  par  Legendre  modules 
complémentaires  ,■  pareilleinenl,  les  deux  intégrales  ellip- 
liijues 


dont  les  modules  sont  k cl  A',  ont  été  appelées  par  lui 
fonctions  complémentaires,  et  il  eu  résulte  (|uc  K et  K' 
sont  deux  intégrales  clliptifjius  complètes  complémen- 
taires, 

513.  Cela  posé,  faisons,  conformément  aux  notations 
du  11°  438, 

r _ 

Jo  — 

et 

x=;sinaniH,  — j=  = cosaniH,  y i — A‘j’  = Aaiiu/. 

Soient  X une  valeur  de  x comprise  entre  — i et  -f-i , et  a 
la  valeur  correspondante  de  ii,  r|uaiid  on  intègre  en  fai- 
sant varier  x dans  le  même  sens  de  o ,i  X,  cl  en  prenant 
positivement  les  deux  radicaux  — x’,  fi  — A’x*;  on 
aura 

(i)  X = sinama,  f — X’  = cosania,  fT — A’X'=Aama. 

Supposons  \ f-  O et  intégrons  la  différentielle 

— L . . en  faisant  croître  x de  o à i,  en  la  fai- 

— x’  f 

sanl  décroître  ensuite  de  i à zéro,  et  eu  la  faisant  dé-  * 
croître  de  nouveau  de  o à — X.  L’intégrale  relative  an 
premier  intervalle  sera  égale  à K;  dans  le  deuxième  inter- 
valle, le  radical  yAT — x’  devient  négatif,  après  s’ètrc  an- 
nulé, et  l’intégrale  correspondante  est  encore  égale  à R ; 
enfin,  dans  le  dernier  intervalle,  le  radical  — x’  reste 
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négatif  et  l’intégrale  correspondante 


X 


— X 


dx 

•r’  — / ’x’ 


est  évidenmicnt  l'gale  à «.  D’après  cela,  et  en  remarquant 
que  y/t — k'x^  reste  positif,  on  voit  que 


I — X = sinam  (aK -t- *), 

(2)  1 — — X’ = cosani  (a.K -f- a) , 

( y/i  — /'  X?  = Aam(2K  -f-  a)  ; 


il  est  évident  qu’on  aurait  obtenu  les  mêmes  formules  en 
supposant  X<^o.  En  les  comparant  aux  pi  écédentes,  et 
en  écrivant  u au  lieu  de  a,  on  a 


I sin  ani (aK  + — sinaiiiw, 

(3)  < cosam  (aK -f- h)  = — cosamw, 

( iam(aK  4- rtj  = Aarn«. 

Ainsi  sinamu  et  eosamix  ne  fout  que  changer  de  signe, 
quand  on  ajoute  à la  variable  la  constante  aK;  il  en  ré- 
sulte que  CCS  fonctions  ne  changeront  pas  si  l'on  répète 
deux  fois  cette  addition;  on  a donc 

( sinam  (4K  4- «)  =;  sinam  H, 

W ) i , / V 

I cosam(4K  -t-  u)  — cosamw, 

ce  qui  exprime  que  les  fonctions  sinamn  et  cosamn  ont 
la  période  4 K.;  la  dernière  des  équations  (3)  exprime 
que  Aam  u a la  période  2 K. 

51 'i.  La  valeur  X étant  toujours  positive  et  infé- 
rieure à 1 , supposons  que,  pour  passer  de  o a X,  on 

fasse  croître  la  variable  x de  o à ÿ et  qu’on  la  fasse  dé- 

n 

croître  ensuite  de  ^ à X,  les  radicaux  y/i — x’  et  — Â’x* 
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étant  toujours  pris  au  départ  avec  le  signe  De  o à i, 
l’intégrale  de  la  différentielle 

(/.r 

y'i  — .r’y  1 — /'.»  = 

est  égale  à K ; de  i à j celte  différentielle  est  iniagiuaii-c 
et  a pour  valeur 

— I V 1 — ' 

le  radical  y/i  — /i'j:’ doit  toujours  être  pris  avec  le  sigue-(-, 
mais  le  signe  de  ^x~  — i est  indéterminé;  nous  sommes 
libre  de  prendre  le  signe  -f-,  au  départ,  à cause  de 

l'ambiguïté  du  signe  de  — i . De  i à l’intégrale  de  la 
précédente  difléienliclle  sera  donc  K'y/— i (n”  512); 
X décroissant  ensuite  de  j à i,  le  radical  qui 

vient  de  s’annuler  doit  être  pris  avec  le  signe — , et  l’inté- 
grale relative  à l’intervalle  que  nous  considérons  sera 
encore  K'y/ — i.  11  reste  à faire  décroître  a:  de  i à X; 
alors  la  dilfércnlielle  redevient  réelle,  le  radical  y/ 1 — A’x* 
demeure  négatif,  mais  rien  ne  détermine  le  signe  de 
y 1 — x'  qui  vient  de  passer  de  riiuaginaire  au  réel.  Je 
placerai  le  signe  ambigu  ± devant  ce  radical,  et  alors 
l’intégrale  relative  au  dernier  intervalle  que  nous  consi- 
dérons sera,  en  mettant  les  signes  en  évidence. 


comme  X est  i.  ilx  est  négatif,  cl  la  précédente  inté- 
grale a évidcnimcnl  pour  valeur  ± (K.  — a).  Ainsi, 
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quand  JT  passe  de  o à X en  suivant  la  marche  que  nous 
avons  adojitée,  on  obtient  une  intégrale  dont  la  valeur  est 

K + ?.KV— i'±  (K  — a). 

et  l’on  a 

I X = sinam[K  + 2KV— I ±(K — 2)]. 

(5  ; ■ ±^i  — = cosam[K -f- îK'^— I rt(K  — a)], 

I — s/T— "xi'X’=  Aam[K  + 2K'\/~i  ±(K  — »)]’ 

le  signe  ambigu  ± devant  être  partout  remplacé  soit 
par-+-,  soit  par  — 5 (juel  ([ue  soit  le  signe  qu’on  adopte, 
on  est  conduit,  comme  on  va  le  voir,  au  môme  lésuital. 

La  comparaison  des  formules  (5)  aux  formules  (i) 
donne,  en  remplaçant  d’abord  le  signe  ± par — et  remet- 
tant U au  lieu  de  x, 

^ sinam(2R'v^ — 1 4- a)  = sinamu, 

(6)  cosam{2KV  — I -+- «)  = — cosam«, 

^ A am  (2K' \/T- 1 4- u)  = — Aain». 

Remplaçons  u par  u -f-  2 K dans  la  deuxième  de  ces  for- 
mules et  par  u 4-  2K’s/ — 1 dans  la  troisième,  on  aura,  à 
cause  de  cette  môme  formule  et  de  la  deuxième  équa- 
tion (3), 

\ cosam  (2K  4- 2K' ^ — I 4-u)  = cosamw, 

(")  ] ^ - 

I Aam  — i4-«}  = Aam«. 

La  première  formule  (6)  moutre  que  sinamu  admet 
la  période  2K's/ — i;  les  éejuations  (7)  expriment  que 
les  fonctions  cos  am  u , A am  u ont,  l’une  la  période 
2 K 4-  2 R' y* — 1 , l’autre  la  période  4R^  ^ — t • 

Si  l’on  remplace  le  signe±  par4-dans  les  formules(5). 
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la  comparaison  aux  formules  (i)  donne 

I sin  am  (-aK  -i-  aK'  — «)  = sin  aniu, 

(8)  cos  am  ( A K. -(- 2 K' ^ — i — H)“cosani«, 

( A am  (aK -h  ?.K' > — «)  — — ùainu. 

Or,  il  est  cvideiH  que  si  x varie  de  la  même  manière  de 
o à -f-X  Cl  de  o à — X,  l’iniégrale  de  la  difierenticlle 
dx 

aura,  dans  les  deux  ras,  des  valeurs 

y I — x'  y/ 1 — A’.r’ 

égales  et  de  signes  contraires;  tandis  <[ue  la  valeur  de 
^ I — X*  ou  celle  de  y/ 1 — A'X’  sera  la  même.  11  s’ensuit 
que  sinamu  est  une  fonction  impaire  de  u,  c’est-à-dire 
une  fonction  qui  change  de  signe  avec  u en  conservant  la 
même  valeur  absolue,  tandis  (|ue  cosam  tt  et  Aam  u sont 
des  fonctions  paires.  Cela  posé,  changeons  u en  — u dans 
les  formules  (8);  supprimons  ensuite  la  demi-période  a K, 
en  changeant  les  signes  des  seconds  membres,  on  retom- 
bera sur  les  équations  (6),  qui  ont  lieu  ainsi,  pour  le  cas 
de  u positive  et  pour  celui  de  u négative.  On  serait  arrivé 
aux  mêmes  résultats  en  partant  de  l’hypolhesc  X o. 

On  voit,  par  rette  analyse,  que  les  fonctions  sinamit, 
cosamii,  A am  n ont  la  propriété  singulière  d’être  dou- 
blement périodi(|ues  ; la  première  fonction  admet  les  pé- 
riodes 4 K.  <“•  2 K' y/ — I,  la  deuxième  les  périodes  4 K. 
et  a K -f- aK.'y  — I ; enfin  la  troisième  a les  deux  pé- 
riodes a K et  4^'\/ — t*  Pour  établir  cette  proposition, 
nous  n’avon.s  considéré  que  les  valeurs  réelles  de  la  pre- 
mière fonction  sinam  u,  mais  nous  ne  saurions  développer 
davantage  ces  considérations  sans  sortir  des  limites  que 
nous  nous  sommes  fixées. 
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CHAPITRE  III. 

THÉORIE  DES  INTÉGRALES  EIJLÉRIENNES. 


Des  intégrales  Eulériennes  de  première  et  de  seconde 
espèce. 

515.  Lfgendre  a désigné  sous  le  nom  d’intégrales  eu- 
lérieniies  les  deux  intégrales  définies 

O 


xf-'  (i  — x]1-'  cLr, 


I e~^  j-r— ' dx. 


qui  ont  été  étudiées  pour  la  première  fois  par  Euler  et  qui 
ont  fait  depuis  l’objet  des  reclierelies  d’un  grand  nombre 
de  géomètres.  La  théorie  de  ces  intégrales  a une  grande 
importance,  et  nous  nous  proposons  de  la  développer  dans 
ce  Chapitre,  qui  servira  de  complément  au  préeedent. 

La  première  intégrale  dépend  des  deux  paramètres  p 
et  q : nous  la  désignerons  par  la  notation  B(/>,  q)  \ la 
deuxième  intégrale  ne  dépend  que  du  seul  paramètre  p, 
et  nous  la  représenterons  avec  Legendre  par  le  symbole 


r(p).On 

aura  en  conséquence 

(0 

B 7 I Ç (i  — cAr, 

O 

(2) 

r [p)  1 c~^  tir, 

J O 

e désignant  ici,  comme  à l’ordinaire,  la  base  des  loga- 
rithmes népériens. 
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Les  fonctions  B (/a,  q)  sont  dites  intégrales  culéricnnes 
de  première  espèce,  et  les  fonctions  T {p)  intégrales  de 
seconde  espèce.  Pour  tjue  ces  fonctions  restent  finies,  il 
faut  et  il  suffit  que  les  paramètres  p et  q soient  positifs,  ou 
au  moins  que  leur  partie  réelle  soit  positive,  s’ils  sont 
imaginaires.  Dans  ce  dernier  cas,  il  faut  écrire  e'’'"*'’  an 
lieu  de  x>',  et  ainsi  des  autres. 

On  peut  donner  aux  intégrales  B une  autre  forme  qu'il 
est  utile  d’indiquer.  Si  l’on  pose 


_.r_ 

I 


I 4- J 


dx  zzi  — - 

(l+r)’ 


dans  la  formule  (1),  l’intégrale  relative  àj  devra  être 
prise  entre  les  limites  o et  00  ; on  aura  donc,  en  remet- 
tant X au  lien  de  y. 

/•X  p- 

(.■ 


(3) 

OU  encore 


iLx, 


. r'  jp-^dx  xP-'dx 

si  dans  la  deuxième  intégrale  on  remplace  x par  -»  dx 


par  — -~i  les  limites  qui  étaient  i et  oc  deviendront  i 

et  o;  on  pourra  les  renverser  en  changeant  le  signe  de 
l’intégrale,  et  l’on  aura 


ou 

(4) 


j-r— ' dx 


■rt-'  dr 
(1  + ’ 


1 (p,  ,])=  Ç'  dx. 


Cette  formule  (4)  montre  que  la  fonction  B [p,  q)  est  sy- 
métrique par  rapport  aux  deux  ijiiantités  p q dont  elle 
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dépend,  en  sorte  que  l’on  a 

au  surplus  cette  propriété  peut  aussi  être  reconnue  sur  la 
formule  (i),  car  si  l’on  y change  x en  i — x,  on  trans- 
forme immédiatement  B (/»,  q)  en  B (<7,  p). 


Réduction  des  intégrales  de  première  espèce  à celles 
de  seconde  espèce. 


516.  Nous  allons  montrer  que  les  fonctions  B(p,q) 
peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions  F,  en  sorte  qu’il 
n’y  aura  plus  à s’occuper  que  de  ces  dernières. 

Si  l’on  désigne  par  in  une  constante  positive  et  que  dans 
la  formule  (2)  du  11°  515  on  pose  x = mx',  il  viendra 


(') 

d’où 


J 0 


e-"“'  ' dx'. 


I I F*  , 

— / e-"'  .de  -'  d.d. 


formule  dont  on  fait  en  analyse  un  fréquent  usage  et  qui 
va  nous  servir  pour  résoudre  la  question  que  nous  avons 
en  vue.  Effectivement,  on  a d’après  cette  formule 


' 1 F-® 

— I g— ( 1+1,  J X e*i-'  dx  \ 

K^  + x\e*<!  T[p  + q\J^ 

donc  la  formule  (3)  du  n°  515  peut  s’écrire  comme  il  suit  ; 
I F*  F* 

B(/»,  ^)=  - f xe-'dx  I x'e-es-' dx' . 

\P  'I  ] d O do 


11  est  permis  d’intervertir  l’ordre  des  intégrations  et  l’on 
peut  écrire 

b(/>,7)=:-— ' — - r* 


c-  x'1-'  dx’  .x'  e Ç e-‘' ‘ XP-' dx -, 

J O 
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x'’“*  dx 

O 

égale  à donc 

rfn)  r* 


est 


ou 

(■-•) 


B Ip,  7) 


r(,>)T{,,) 

r (Z'  +'7)' 


ce  qui  est  le  résultat  amioncé.  Nous  passerons  maiuteuaiit 
à l’examcii  des  principales  propriétés  des  fonctions  de 
deuxième  espèce. 


Première  propiiété  des  fonctions  F. 

517.  En  intégrant  par  parties  la  différentielle 
x’’~'  X.e~‘'dx,  on  a 


r~’  xf-*  dx. 

Si  l’on  a ^ > I,  la  partie  intégrée  disparaît  aux  deux 
limites  o et  00  , et  l'on  a 

/»30 

(ir  — (/>  — I ) I C"'  r4r, 

*■'  O 

c’csl-n-dire 

(')  r(/;)  = (p— I)r(/;  — i); 

cette  équation  exprime  la  première  propriété  des  fonc- 
tions F;  ou  en  déduit  iinniédiateuient,  en  désignant  par 
m un  entier  inférieur  à p, 

(7.)  r(p)  = (p  — l)(p— 2)...(p  — m)  r{p—ni), 

d’où  il  suit  que  si  la  fonction  F est  connue  pour  toutes 
les  valeurs  de  ^argument  p comprises  entre  o et  1 ou. 


J 


xc~'  e~‘  dx  = — xf~' 


(/> 
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plus  gcnéralemeiit,  comprises  entre  deux  entiers  consé- 
cutifs, la  même  fonction  sera  aussi  connue  pour  toutes 
les  autres  valeurs  réelles  de  l'argument. 

Si  P est  un  nombre  entier  et  que  l’on  fasse  ui  = p — i 
dans  l’équation  (2),  il  viendra 

r(/')  = i.2.3...(/i-i)r(i); 

mais  comme  l’intégrale^ est  égale  .à  — c~''-l-const. , 
on  a 

(3)  f e-V/x  = r(l)=:  1; 

•/  O 

donc 

(4)  r (/>)  = ! .2.3...  t/i  — i), 

en  sorte  que  si  p est  un  nombre  entier  supérieur  à 1, 
r (p)  SC  réduit  au  produit  des  p — i premiers  nombres 
entiers,  résultat  déj.à  établi  au  n“  493. 


Deuxième  proprièu:  des  fondions  F. 

518.  La  propriété  (jue  nous  allons  établir  permet  de 
réduire  à - l’intervalle  d’une  unité  dans  Iciiuel  il  suffit 

d’effectuer  le  calcul  de  la  fonction  F d’après  la  première 
propriété  5 elle  donne,  par  exemple,  les  valeurs  de  cette 
fonction  qui  répondent  aux  valeurs  de  l’argument,  com- 
prises entre  - et  i,Jorsqu’on  connaît  les  valeurs  relatives 

aux  limites  o et  -■ 

2 

Si,  dans  la  formule  (2)  du  n”  516,  on  fait  q — i — p,  p 
étant  supposé  ici  compris  entre  o et  i,  il  viendra,  à 
cause  de  F (1)  = I, 

!'(/')  r(i  —p)  = B {/^  I — p), 
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Cl,  à cause  de  la  formule  (3)  du  n"  olî), 

jP-  d.r 
X 


r”  jp- 


Mais  nous  savons  (11°  489)  que  rinléf»rale  conleiiue  dans 
celle  formule  a pour  valeur  — : on  a donc 

* sin/^TT 


{•) 


r(/^)r(i -/^)  = ■ 

' sin  pn 


Telle  esl  la  formule  (jui  expriuic  la  deuxième  propriélé 
de  la  fonclion  F.  Si  l’on  y suppose  p = elle  donne 

d’où 

(’) 


(i)  = 


Celle  formule  ne  diffère  pas  de  celle  que  nous  avons 

élablie  au  n°  497.  Effeciiveineul,  si  l’on  faii  p = - dans 

la  formule  (u)  du  n”  51o  el  qu’on  écrive  j:*  au  lieu  de  x, 
on  aura 


Troisième  propriété  des  fonctions  F. 

519.  Si  l’on  suppose  (j  = p dans  la  formule  (1)  du 
n"  515,  il  viendra 

(■)  ^{p,p)=[  [i-li-"')’]'’ 

On  voil  que  le  coelFicient  de  dx  sous  le  signe  J' prend 
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des  valeurs  égales  quand  x reçoit  les  valeurs  ~ et 
- — h également  distantes  de  il  s’ensuit  que  dans  la 
formule  précédente  on  pourra  prendre  ^ au  lieu  de  i pour 
limite  supérieure,  pourvu  qu’on  double  le  résultat.  Ou 


aura  ainsi 


Si  l'on  fait  maintenant  - — .r  — - J-i , /lx~  — 4 —■  ' 

les  limites  de  l’intégrale  relative  kj  seront  i eto;  en 
renversant  ces  limites  et  changeant  le  signe  du  résultat, 


c’est-à-dire 


et  si  en  faisant  usage  de  la  formule  (a)  du  n“  516  on  rem- 
place les  B par  leurs  valeurs  en  F,  puis  qu’on  se  rap^ielle 

que  F I i j = y/ït,  il  viendra 


Cette  équation  (3)  exprime  la  troisième  propriété  des 
fonctions  F ; elle  est  contenue  dans  une  autre  beaucoup 
plus  générale  que  nous  établirons  plus  loin. 
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Rrprcsentalion  de  la  Jonction  log  F (x)  par  une 
intégrale  dèjinie. 

520.  Si  l’on  différenlie  la  formule 


.'w-r 


a'-'  rfa, 


et  qu’on  représente  par  F' (x)  la  dérivée  de  F(x),  il 
viendra 

r'(x)~|  logarfa, 

do 

la  caractérisli<|ue  log  désignant  un  logarithme  népérien. 
La  formule  (i)  du  n“  ;il6,  où  l'on  fait  p = i,  donne 


“ Jo 


si  l’on  multiplie  cette  formule  par  dx  et  qu’on  l’intègre 
ensuite  entre  les  limites  i et  a,  on  aura,  comme  nous 
l'avons  dit  au  n“  491, 

F* 

log  a = I (Iz. 

do  * 

Eu  remplaçant  log*  par  cette  valeur  dans  l’expression 
précédente  de  F'  (x),  on  obtient 

«J 

e “ af-'  (la  j Jz-, 

0 do  ^ 

on  peut  intervertir  l'ordre  des  intégrations  et  écrire 

r'(x)=y’* 

La  première  des  intégrales  qui  figurent  dans  la  parenthèse 
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est  r (x)  ; la  deuxième  a pour  valeur  (n°516)^Y-^- — 
On  a donc 


dz 
— 9 
Z 


OU,  en  divisant  par  F (x), 

, , rflocr(x)  F* . , . .di 


si  l’on  multiplie  les  deux  membres  de  cette  formule 
par  dx  et  que  l’on  intègre  ensuite  entre  les  limites  i ’et  x. 
il  viendra,  à cause  de  logF  (1)  = log  i = o. 


(2) 


logr(x) 


log(l  + *)  'J  Z 


On  peut  simplifier  cette  expression  de  log  F (x)  en  opé- 
rant comme  il  suit  ; en  faisant  x = a,  il  vient,  à cause  de 
logF(a)  = logi  =0, 


(3) 


Z (i  -t-  z)~’’|  dz 
iob{>+z)Jt’ 


et  si  l’on  multiplie  l’équation  (3)  par  x — 1,  puis  qu’on 
la  retranche  ensuite  de  l’équation  (a),  il  viendra 


(4J  logr(x 


(x  — — 


I -t-  z)-‘  dz 

_ log(H-z) 


enfin,  si  l’on  pose  log(i-+-  s)  =a,  z = c“  — i,  l’intégrale 
relative  à a devra  être  prise  entre  les  mêmes  limites  o 
et  00  , et  l’on  aura  définitivement 

(5, 

11.  17. 
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Développement  de  la  fonction  logF  (x)  en  série. 

521.  En  différeniiant  la  formule  (5)  du  numéro  précé- 
dent, on  a 


(>) 


r (c: 

J O V =< 


et,  en  diflférentlant  de  nouveau. 


f/Mopr  (j-) 


'Ufl=  rj^JLlLrla. 

Jo 

Remplaçons  le  facteur par  sa  valeur 


.e-3«  + e-3«. 


nous  aurons 

^logrj.rj  ^ r^e-='"^a./*-4-  r*r-*(-*^-+-‘)a./a 
d^-  Jo  Jo 

ou,  en  évaluant  chaque  terme  au  moyen  de  la  formule (i) 
du  n°  510, 

<■/’ logr  f.rl  _ 1 I I I 

__  I ^ ^ I. 


f O \ 

' f/.f'  x’  ' (x-l-l)’  ^(x-f-2)'  ' (x4-3)’  ' ' ’ 

formule  dont  le  second  membre  est  une  série  qui  reste 
convergente,  quel  que  soit  x. 

Si  l’on  intègre  les  dinérenls  termes  de  la  formule  (2) 
multipliée  par  dx  entre  les  limites  1 et  x,  on  aura 

( ■^(3 
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et  la  série  qui  figure  dans  le  second  membre  sera  conver- 
gente comme  celle  d’où  elle  est  tirée  par  l’intégration. 
Quant  à la  quantité  — C,  elle  est  évidemment  égale  h la 

valeur  que  prend  pourx  = i la  dérivée  et  l’on 

a,  par  l’équation  (i), 


(4) 


cette  quantité  C est  connue  sous  le  nom  de  constante 
d' Euler  ; nous  verrons  tout  à l’heure  comment  ou  peut 
calculer  sa  valeur. 

Si  l’on  intègre  entre  les  limites  i et  x la  formule  (3) 
multipliée  par  dx,  il  viendra,  à cause  de  log  F (i)  = o, 


( 


logr(.c)  = — 


— I 
I 


formule  dont  le  second  membre  est  une  série  conver- 
gente comme  celle  qui  figure  dans  la  formule  (3).  Ou 
peut  se  débarrasser  aisément  de  la  constante  C;  si  en 
efl’et  on  pose  x—  2 dans  la  formule  (5),  il  viendra 


(<i) 


: _ C -t-  (1  - log  î)  _ log  5 ) +.,  .H-  (^-  log-^)  ■ 


et  si  l’on  retranche  de  l’équation  (5)  le  produit  de  l’équa- 
tion (6)  par  X — I,  ou  aura 
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OU,  pour  abréger, 


m — ■ VJ 

(8)  logr  (.r)  = 2 ) log  ^ I -f-  - log  ^ 1-4-  J . 


Désignons  par  log  (i  -|-  e,„)  la  somme  des  termes  qui 
suivent  le  m'""'  dans  la  série  (7)  pu  (8)  ; comme  cette 
série  est  convergente,  la  quantité  e,„  s'annulera  par 
m = 00  , et  l’on  aura 


logr(i)  = |^(.r-i)log2  -log'lj-i-.. . 


— log 


J-  -+-  m ■ 


-]  +log( 


* “t~  **), 


ou,  en  revenant  des  logarithmes  aux  nombres. 


r XI  = 


(i  .m)  m‘- 


.r(.r -t-  I . .(x-t-m  ■ 

le  facteur  ~ j *0  réduisant  à i pour  ut  = x , on 
peut  le  supposer  compris  dans  1 et  écrire 

, , , , ( I . a . . . m ) , , 

(o)  — — i (i-4-«„), 

• X (.r -4- l).  . . (.r -(- /H — i) 


c’est-à-dire  que  l’on  a 


(10)  r(x)  = lim 


f I .a.  . .m)  m‘~' 


x(x  -I-  I) . . . (x  -4-  /«  — I ) 


pour  m — X. 


Remarquons  encore  que  la  formule  (6)  donne  pour  la 
constante  d’Euler 


(") 


C = lira  ^ I -4-  ^ -4-  ^ -1-...-4-  ^ — log/n^5  pour  ;«  = x 
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Développement  de  la  fonction  /oj^F  (i -(-a:)  eti  série 
convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  X pour  les  -valeurs  de  x comprises  entre 
— I ef  + I . 

522.  Si  l’on  change  X en  x + i dans  la  formule  (t) 
du  n”  521 , on  aura 


ri’Iogr(i-+-.r) I I I 

(j  + 1/  (,r  + 2)’  (.T  -t-  3)=  ’ 

et,  en  diflerentianl  n — 2 fois, 


I f/"logr(i4-j)_(— 1 I 1 

1.2  ï/.c"  n |(j7  + l;"  (.r  + 2/‘  J’ 

posons  généralement 


on  aura,  pour  x = o, 

I ^/"locrfi 
I . 2 ...  « dx" 


= (->)■ 


S" 

n 


si  n est  I,  et  l’on  a d'ailleurs,  pour  x=  o, 


d los r (i  -t-  x) 
dx 


C,  logr{i -t- x)  =o; 


la  formule  de  Maclaurin  donnera  donc,  pour  les  valeurs 
de  X comprises  entre  — i et  4-  i. 


(i)  logr(n-x)  = — Cx  4-s,  i — s, — 

Cette  formule  n’est  pas  commode  pour  le  calcul,  parce 
que  les  sommes  S décroissent  peu  rapidement,  mais  on 
peut  obtenir  des  séries  plus  convergentes;  si  à la  dernière 
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équation  on  ajoute  la  suivante, 

x>  x‘ 

0=  — l0g(l-t-x)+x  — — -j-t-..  , 

il  viendra 


logr(l +x)  = — log(l  +-.r)  4-(i  — C)x 

^ (S,  — i)x’  — ^ (S,—  ijx»  4-...  ; 

les  termes  de  cette  série  décroissent  assez  rapidcmeiu, 
mais  on  peut  encore  augmenter  sa  convergence.  Eu  chan- 
geant a:  en  — x dans  la  formule  précédente,  on  a 


logr(i  — — log(i— x)  — (i  — C).r 


Mais  on  a 


r(i  4-.r)— .rl'(x),  r(x)r(l  — x): 
et,  en  multipliant, 


sin  1TX 


d’où 


r(i-f-x}r(i  — x)  = 


lügr(i  +x)-i-logr(i  — x)  = lüg- 


ÂJoutant  cette  équation  avec  ré-qualion  (2),  retranchant 
ensuite  l’équation  (3),  et  divisant  le  résultat  par  2,  il 
viendra 


(4) 


j log  r ( . + X)  = i log  _ 1 log  + ( , _ C)  .r 


D’après  les  propriétés  démontrées  plus  haut,  la  fonc- 
tion r sera  connue  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  l'ar- 
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gument.  sil’on  connaii  celte fonclion  pour  les  valeurs com- 

. I I I 

prises  entre  o et  ->  ou  entre  - et  i,  ou  entre  i et  i H — > 

^ 2 T 2 

ou  etc.;  or  l'équation  (4)  permet  de  calculer  très-rapi- 
dement logr(i-t-a:)  pour  les  valeurs  de  x comprises 

entre  o et  Dans  son  Traité  des  fonctions  elliptiques, 

Legendre  a donné  avec  seize  décimales  les  valeurs  de  S„ 
depuis  n 2 jusqu’à  n = 35. 

Si  dans  la  formule  (4)  on  fait  a:  = i et  a:  = ce  qui 


donne  F (x  -f- 1)  = i et  F (x  -H  i)  = ^ on  aura  deux 
équations  qui  pourront  servir  au  calcul  de  la  conslanie  C : 
on  trouve,  en  observant  que  log  -+-  log  (i  — x) 

pour  X = I , 


1 — C = - log  2 -f-  2 (S,  — i)  -(-  g (Si  — i)  -f  - (S,  — i)  H- . . . , 
I - C = log^ -I- (Si- . )-t- (Si- 1 ) -h  ^(S, - 1)-4- . . . ; 


quatorze  sommes  S suffisent  pour  obtenir  C avec  quinze 
décimales  ; on  trouve  ainsi 


(5)  0 = 0,57721  5664;)  oi53?.  8; 

nous  ferons  connaître  plus  loin  un  procédé  plus  expé- 
ditif pour  calculer  celte  constante,  et  qui  n’exige  pas  le 
calcul  préalable  des  sommes  S. 


* 


■ cas  où  X est 


Évaluation  de  la  fonction  liSkîLlf]  dans  le 
un  nombre  comrnensurabte. 

523.  La  fonclion  peut  s’exprimer,  sous  forme 

finie,  par  un  nombre  limité  de  termes,  toutes  les  fois 
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que  X esl  un  nombre  commensurable.  Si,  en  clTet,  on 
ajoute  les  deux  équations  (i)  et  (4)  du  u“o21,  il  viendra 


dlogr(jr) 

dx 


■=f 


doLy 


OU,  eu  posant  e = j 
' ^ dx 


si  l'on  ax  = — > r/i  et  /;  étant  entiers,  et  que  l’on  fasse 

n * 

Z = a",  ou  aura 


{/x  . /„ 


f/a 


^pour  j:  = 


la  dWléientielle  sous  le  signe  J est  ici  une  fraction  ration- 
nelle, et,  par  eonsequent,  son  intégrale  pourra  s’exprimer 
par  des  (juantités  algébriques,  logaritlimiques  ou  circu- 
laires. Par  exemple,  on  aura 


f/  logr(j) 
dx 


ht; = - ^ + •%’4  ( l'fi"'  ^ j • 


Si  la  cjuantité  x sc  réduit  à un  nombre  entier,  la  for- 
mule (i)  donne 


f/jogI’(jJ^ 

dx 


-t-  z’  -f- . . . I" 


[r/j. 


c’est- à dire 


' dx 


1 I 

^ "n 

2 3 


la  somme  contenue  dans  le  second  membre  de  cette  for- 
mule est  connue  sous  le  nom  de  xuite  harmonique. 


Digilizcc!  bv  Google 


CHAPITRE  III. 


l85 


tion 


Recherche  du  minimum  de  la  fonction  F (x). 

52i.  La  formule  (a)  du  n°  521  montre  que  la  foiic- 

lopr  . . , , , 

est  positive  pour  toutes  les  valeurs  de  la 


cir' 


variable  x supposée  réelle  et  positive;  en  conséquence, 
, . . f/logr(.r)  r'(x) 

la  lonction  ou  — ; — - est  constamment  crois- 

ax  1'  ( -r  ) 

santé;  d’ailleurs  ou  voit,  par  la  formule  (3)  du  même 
numéro,  que  cette  fonction  est  égale  à — oo  pour  x = o, 
et  à 00  pour  x = -t- oo  . Il  suit  de  là  que  la  dériiée 
F'(x)  ne  peut  s’annuler  qu’une  seule  fois,  et  par  suite 
(jue  la  fonction  F (x)  n’offre  qu’un  seul  niinimum.  Ce 
minimum  a lieu  nécessairement  pour  une  valeur  de  x com- 
prise entre  i et  a,  puisque  l’on  a F (a)  = F (i);  (|uand  x 

est  iiiBnimeiit  petit,  la  fonction  F (x)  = ^ ^ ~ 

est  infinie;  quand  x croît  jusqu'à  oc  , F (x)  décroît  jus- 
qu’à ce  qu’elle  ait  atteint  son  mininiuni,  et  elle  croit 
ensuite  jusqu’à  oo  , 

Si  l’on  veut  obtenir  la  valeur  de  x ([ui  répond  au  mini- 
mum de  F(i-t-x),  il  suflira  de  déterminer  la  racine  positive 

unique  de  1 équation  1 (i  -|-x)  = o ou = o. 

Cette  équation,  d’après  la  formule  (a)  du  n”  522,  est 


i -t-  X 


-t-  (l  — C]  -4-  (S,  — l)  X — (S,  — l ) .r’  -t-  . , . ; 


et  011  reconnaît  facilement  que  la  racine  est  comprise 
entre  o,4  et  o,5  ; on  trouve  ensuite  par  les  méthodes  d’ap- 
proximation connues 

I +x=  i,46i63ai ...  ; 
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Cl  on  obtient,  par  la  formule  (a)  ou  (4)  du  n°  522, 


d'où 


logvul(;r{n-j:)=  1,9472892, 
r (i  -I-  x)  = o,8856o32. 


liemarquc  sur  l'iulcrpolalion  de  la  fonction  numciiquc 
1 . 2.3. . . (.r  — i). 

525.  Puisque  l’on  a 

l'(x)=  I .2.3.  . .(x— 1), 

quand  x est  un  nombre  entier,  la  fonction  F [x)  peut 
servir  à l'interpolation  de  la  suite  dont  le  terme  général 
est  1 .2 .3. . . (t  — 1).  La  formule  précédente  exprime  en 
effet  ce  produit  par  le  moyen  d’une  fonction  continue 
de  X dans  laquelle  la  variable  est  susceptible  de  recevoir 
toutes  les  valeurs  imaginaires  dont  la  partie  réelle  est 
positive.  Mais  la  formule  (8)  ou  (10)  du  n°  521  fournit 
un  mode  d'interpolation  beaucoup  plus  général,  puis- 
qu’elle permet  d'exprimer  le  produit  i.a.3...(x  — i) 
par  une  fonction  continue  de  x,  dans  laquelle  la  variable 
peut  recevoir  une  valeur  réelle  ou  imaginaire  quelconque. 
Comme  ce  résultat  est  d'une  extrême  importance,  il  n’est 
pas  hors  de  propos  de  faire  voir  que  les  considérations 
les  plus  élémentaires  conduisent  immédiatement  aux  for- 
mules dont  nous  parlons,  lorsque  l'on  cherche  à inter- 
poler la  fonction  numérique  i.2.3...(x  — 1). 

Soient  donc  x et  m deux  nombres  entiers  positifs, 
les  a: — i fractions 

;h  n>  m 

ni  -h  I * m + f ’ ni  -f-  X — 1 ’ 

tendront  vers  l'unité  si  m tend  vers  l’infini,  x restant 
constant;  il  en  sera  donc  de  même  du  produit  de  ces 
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X — I fractions,  et  l’on  aura 


(/n  I J ( ;«  -f-  2 ) . . . ( /H  -f-  .r  — 1 ) 1 + », 


e„  étant  une  quantité  qui  s’annule  pour  m = co  . Multi- 
pliant les  deux  termes  de  la  fraction  du  premier  membre 
par  1 . 2 ...  m et  chassant  le  dénominateur  i 4-  il  vient 


I 


( 1 . 2 . 3 ■ . .m)  m‘~' 

I . 2 . 3 . . . ( OT  .r  — I ) 


(I  + .«), 


et  en  multipliant  les  deux  membres  par  1.2.3...  {x — i), 
on  a 


1 .2. 3 . . .(x  — i)  = 


(i  .2.3. . .ot)  m*~' 

X (x  -t-  I ) . . . (m  -t-  X — I ) 


(1  ■+  •.) 


ou 


_ , , ( I .2 . 3.  . . «I ) ni‘~'  , . 

1.2.3... (x  — 1)  = lim  —7= — ; — (pour  ni  = tc). 

' ' x(xH-i)...(///  + x — 1) ' 


C’est  précisément  la  formule  (10)  du  11"  521  dans  le  cas 
de  X entier,  et  l’on  en  déduit  sans  diflicuité  la  formule  (8) 
du  même  numéro. 

Dans  les  rccherclies  qu’il  a entreprises  sur  cet  objet, 
Gauss  a pris  la  formule  (10)  du  numéro  cité,  pour  l’ex- 
pression générale  delà  définition  de  F (x),  et  M . Liouville^ 
adoptant  ensuite  le  même  point  de  vue,  est  parvenu  à plu- 
sieurs résultats  intéressants  ('*')•,  on  voit,  par  ce  qui  pré- 
cède, combien  cette  marche  est  naturelle.  D’après  l’ana- 
lyse que  nous  avons  développée , le  second  iiieinbre  de 
la  formule  (8)  du  n"  521  est  une  série  qui  reste  conver- 
gente pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x,  et  par 
conséquent,  dans  la  même  bypotlièse,  le  second  membre 
de  la  formule  (10)  du  même  numéro  tend  vers  une 
limite  déterminée.  Mais,  pour  justifier  la  nouvelle  défi- 


(*)  Voir  sur  cct  objet  une  ^'ote  de  M.  Liouville,  insérée  au  tome  Wll, 
|r«  sériC)  du  Journal  de  Mathetnatiques  pures  et  appliquées. 
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nition  des  fonctions  F,  il  est  nécessaire  d’établir  que  la 
même  chose  a lieu  pour  toutes  les  valeurs  négatives  ou 
imaginaires  de  x.  On  voit  d’abord  sur  la  formule  (10) 
(n“  521  ) que  F (x)  est  infinie  lorsque  x est  égal  à zéro 
ou  à un  nombre  entier  négatif  quelconque;  ce  cas  étant 
mis  de  côté,  je  dis  que  la  série  de  la  formule  (8)  est  tou- 
jours convergente.  En  effet,  le  terme  général  dans  lequel 
on  suppose  m supérieur  au  module  de  x — i est 


e,„  désignant  une  quantité  qui  s’annule  pour  tu  = ac  ; il 
résulte  de  là  qu’à  partir  d’un  rang  sutlisaniment  éloigné, 
les  ternies  de  la  série  déeroisserit  comme  les  termes  de" 

la  série  donc  cette  série  est  toujours  conver- 

gente, et  par  suite  le  second  membre  de  la  formule  dont 
nous  nous  occupons  tend  vers  une  limite  finie  et  déter- 
minée. 


Dénionslrations  nouvelles  des  propriétés  de  la 
fonction  F(x). 


52Ü.  Les  propriétés  de  la  fonction  F établies  plus  haut 
découlent  immédiatement,  comme  ou  va  voir,  de  la  for- 
mule (10)  du  n“  521. 

Première  propriété.  — On  a 


r(x): 


{ r . 7. . . . m ) 

-(x  -I-  i). . .(x  -I-  m — 1) 


[i  f«). 


„ / , ( I . a . . /n  1 /«■'  , 
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d’où,  en  divisant, 

r ( J-  -f-  1 ) m • + 

. — !■  3C  • ” ^ y 

I [j-)  X -(-  /« 

et,  en  faisant  m = 00  , il  vient 

r(x  + i)  = xr(.r), 

ce  qui  est  la  première  propriété  de  la  fonction  F. 

S27.  Deuxième  propriété.  — Si  l’on  multiplie  entre 
elles  les  deux  équations 


. (1.2...»;)  ni^~' 

^ ^ X ( r -I-  1) . . . (.r  -t-  »/  — I ) 


r ( I — x)  = 
il  viendra 


. 2 .../;;  ) iir  ' 


+ tm)  , 

V '"/> 


r(x)r(i-x)  = 


I — -r)  (2  — x) . . .{ni  — X 


si  l’on  fait  m = 00  , le  numérateur  du  second  membre 
de  celte  formule  se  réduit  h t et  le  dénominateur  à 

-siiiTTX,  à cause  de  la  formule  connue 

[voir  mon  Traité  de  Trigonométrie.,  édit.,  p,  244); 
on  a donc 

r(x)r(,-x)=-^, 

sinx-r 

OU,  en  multipliant  par  x, 

. • . . 7F  X 

r i4-x)r  i — X 

' sinxx 


528.  Troisième  propriété.  — La  troisième  propriété 
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de  la  fonction  F n’a  été  démontrée  au  n°  SI 9 que  dans 
un  cas  particulier  : nous  allons  l’établir  ici  dans  toute  sa 
généralité. 

Soient  X une  (juantilé  réelle  ou  imaginaire  quel- 
conque, n et  i deux  entiers  positifs;  si  dans  la  for- 
mule (9)  du  n°S21  on  remplace  x par  x-+-  -»  il  viendra 


[ \ .0.,  , .nt)m 


(i-t-e™); 


donnant  ensuite  à i les  n valeurs  o,  1,  a, . . . , n — i,  et 
multipliant  entre  elles  les  égalités  résultantes,  on  obtient 


/ 1 \ 

( n — 1 \ 

.r  -h  - ) 1 

. . r ,r  H 

\ ''  / 

\ "/ 

V " / 

( I . a . . . lu)’ /Il 
II.I  [ll.K  -1-  I ) . . . [iix  H-  , 


e,„  désignant  toujours  une  quantité  qui  s’annule  pour 
/;/  = 00  . iSIais  l’éqnation  (9)  du  n^SSl  donne  aussi,  en 
remplaçant  x par  nx'  et  en  cirivant  mn  au  lieu  de  ///, 


r(«.r)  = 


(1  . a . . . itiri)  {in/i)’ 


n.r ( «,r  -r  l).  . .(iix  nui 


et  l'on  a par  les  deux  équations  précédentes 


/ 1 \ 

1 ’\ 

l n — y\ 

' 

( .r  -i 1 

r X -H  - ) . 

. . r ,r  -t- ) 

, . m',’ rf”*' 

\ n 1 

(1 .2.  . 

n~“‘r[nx)  n — 

(i  .2.  . ,mn)  m ^ 


désignant  encore  unequantitéqul  s’annule  pour;»  =00  . 
La  limite  du  second  membrede  cette  formule  est  une  fonc- 
tion de  n indépendante  de  x;  en  la  désignant  par  y (71), 
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on  aura 


( I ) r (x)  r ly  ( ,r  + 2 j . . . r y + ^ r («x)  ? 

la  fonciion  <f{ii)  étant  définie  par  la  formule 

, , (l  . 2.  , 

y(«}=Iim ( pour  nj  = OS  ) . 


(i . 2 .../»/;] ni  ‘ 


Si  r on  fait 


I . 2. 3.  . .i 


on  pourra  écrire  aussi 


en  posant,  pour  abréger, 

A„  = lhn[iW., 

■H""') 

on  a aussi,  en  changeant  in  en  am, 


puis 


(an;«) 

A,  = ^ = lim  : lim  yil'i:!!" 

Afl  'Ÿ(o.mN) 


mais  les  quantités  lim  g[  ^1’ 

iji{2ni)  iJ/(2/nn) 

<à  A,  ; donc  on  a 

A„  = a"  ‘ et  ÿ(ü)  = y/n A"~'> 


sont  égales 
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quaut  à la  constante  A< , sa  valeur  est 


V2 


( 1 . 2 . 3 . . . 2 m ) A 


= limt  A?^44.,.a">-a 
V * 1 2 3 5 2 TO  — I 


— 2 im 


d’après  la  formule  de  Wallis  (n°  '192),  la  quantité  sous 
le  radical  a pour  limite  4 - ou  2 tt;  on  a donc 


par  suite 


et 


A,  = yfïv. 


(27;) 


n — I 

(2)  r[x)r ^.r  4- . r H — (?.7r)  ’ 

Telle  est  l’équation  qui  exprime  la  troisième  propriété 
de  la  fonction  F;  en  y faisant  n =■  2,  il  vient 

. r(x)rfx4 — j = r’ 2“”'^' r(2x). 


ce  qui  s’accorde  avec  le  résultat  que  nous  avons  obtenu 
au  n"  519. 

La  démonstration  que  nous  venons  de  présenter  de  la 
formule  (2)  estdirectcet  indépendante  des  autres  proprié- 
tés de  la  fonction  F.  Pour  déterminer  la  constante  Aj , on 

aurait  pu  se  servir  utilement  de  la  relation  F -, 


ainsi,  en  faisant  x = - et  n = 2 dans  la  formule  (i),  on 
aurait  eu 


= — y (2)  =:  — yi'2  Aj,  d’où  A,: 


V2ir, 
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comme  nous  l’avons  trouvé  autrement.  Enfin  on  peut 
obtenir  très-simplement  la  fonction  <f{n)  comme  le  fait 
Legendre,  en  se  servant  de  la  deuxième  propriété  des 
fonctions  T',  posons  en  eilet  x = o dans  la  formule  (1), 

après  avoir  remplacé  F (x)  par  - et  r(/iJ")  par 

rf/7.r-(-i)  . J 

» il  viendra 

«X 

OU,  en  renversant  les  facteurs, 

multipliant  ces  deux  valeurs  de  - 'ï(  ;i),  et  observant  que 

' ' ' ' c 1 n 


) on  aura 


ÿM")  = 


. TT  . 7 7T 

sin  — SID  — • 
n n 


• sin  — — -- 

n 


mais  on  sait  que  le  dénominateur  de  rette  expression  est 
égal  à donc 

n — I 

Ÿ’(«)  = /j(2r)— ' et  ’ , 

comme  nous  l’avons  trouvé  plus  haut. 

Application  de  la  théorie  des  intégrales  cidériennes  à la 
détermination  de  quelques  intégrales  déjinies. 

529.  Si  m désigne  une  quantité  positive,  on  a (11°  510) 


{■) 


.r 


dx  = 


r{p) 

mf 


II. 


■ 3 
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Celle  formule  subsisle  quand  m est  une  quantilé  ima- 
ginaire dont  la  parlie  réelle  est  positive,  mais  retic  pro 
position  exige  une  démonstration.  Remplaçons  m par 
a — t \ — I , et  désignons  par  R et  le  module  et  l’ar- 
gument de  la  valeur  que  prend  alors  l’intégrale  précé- 
dente, on  aura 


O 


^'‘xP-'dx, 


et  il  est  évident  que  cette  expression  restera  linie  si  a est 
une  quantité  positive.  Posons 

(3)  r = fltangŸ, 

ç étant  un  angle  compris  entre  — - et  -+-^:  Rcos4>  elRsiii4> 

seront  des  fonctions  continues  de  respectivement  égales 
à la  parlie  réelle  du  second  membre  de  la  formule  (2)  et  .à 
la  partie  que  multiplie  i . Pour  avoir  les  dilTérentielles 

de  ces  fonctions,  on  pourra  dill’érentier  sous  le  signe  J' les 

intégrales  qui  expriment  leurs  valeurs,  et  il  est  évident 
qu'on  obtiendra  le  même  résultat,  d'une  manière  plus 
simple,  en  exécutant  la  din'ércntialion  sur  la  formule  (2). 
On  a ainsi 

\ f/ç  dif/ 

mais  l'intégration  par  parties  donne 


« Cil—-, 

— -{ I e-^-'^’x/’-'dx, 

a — /y' — I a — fy — 1 J 

et  comme  la  partie  intégrée  s’annule  aux  limites  o et  co  . 
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ce  qui  réduit  l’équation  (4)  à 

rfloRR  d<b 

1-  V—  ‘ ~ 

“?  «y  cos  y 

Égalant  entre  elles  les  parties  réelles  et  les  parties  ii 
ginaires,  il  vient 


rflogR 


d’o 


sin  r/4> 
cosf 


I U /’sino»^/® 

*Ogtt— — />  j =logCOS/'y  4-const., 


co  s y 
4'  =/3y  + const. 

Or,  lorsque  t ou  9 est  nul,  on  a <!>  = o,  R = LLü]  ; Jonc 


4>=/vy,  R = £1^C0SP 
af 


ni- 


?. 


et,  par  conséquent,  la  formule  (2)  devient 

(5)  Ç = E^cos/>yc^PV'~^ 


et  l’on  peut  écrire  aussi 

{ 6 J r xP-<  dx  = , 

\n  — — \f 

ce  qui  est  précisément  la  formule  (1),  dans  laquelle  on  fait 
m — a — <y  — I.  Mais  comme  l’expression  (a  — 
est  susceptible  de  plusieurs  valeurs,  quand  p est  fraction- 
naire, il  faut  bien  remarquer  que  l’argument  de  cette 
puissance  doit  être  obtenu  en  multipliant  par />  l’argu- 
ment de  a — ty  — I pris  entre  les  limites  — - et  -1-  -• 

2 3 

i3. 
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La  formule  (5)  se  décompose  dans  les  deux  suivantes  : 


(7) 


. T(«) 

I j-P~'  e~“‘ coit.vdx  z=z  — y coiP  y cos/)y 

= -77-  sinr^cos/^Y, 
r(«) 

xf-' e~“ i\ntx<lx  cos^’f  sin/^(^ 

. „ . 

~~ir 


r 


où  les  trois  quantités  u,  /,  f sont  liées  entre  elles  par  la 
relation  (3). 


530.  Nous  avons  admis  que  les  intégrales  qui  figurent 
dans  CCS  formules  ont  des  valeurs  Gnies  et  détermiuéi's; 
c’est  ce  qui  a lieu  elfcctiveraent  quand  la  quantité  a est 
(losilivc,  comme  nous  l’avons  supposé.  Mais  il  n'est  pas 
évident  qu’il  en  soit  de  même  lorsque  a est  nulle,  c'est-à- 

dire  lorscjuc  !p  = ^>  t ayant  une  valeur  finie;  dans  ce  cas, 

les  formules  (7)  ne  subsistent  que  si  />  est  inférieur  à 
fuiiité.  Pour  le  prouver,  il  nous  suffiia  de  considérer  la 
deuxième  des  intégrales  ( 7)  ; ce  que  nous  allons  dire  s’ap- 
plique à la  première,  avec  les  changcincuts  convenables. 
I.a  quantité  t étant  supposée  positive,  soit 
f 'n  -n 

( — i"u^=  Ç ' r”  sin  Ix  <tx , 

t 

ou,  en  faisant  la  substitution  x = , 


-kl? 


Z -t-  iivn'r-'  e 


+ 


sinzfU-, 


il  est  évident  que  l'intégrale  contenue  dans  la  deuxième 
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formule  (7)  est  la  somme  de  la  série  convergente 


U.  — n,  + w,  — Uj  + . . . , 

dans  laquelle  les  termes  sont  alternativement  positifs  et 
négatifs,  et  dérroissent  iiidéiinimcnl  quand  on  a a>  o. 
Mais  lorsque  a est  nulle,  w,„  se  réduit  à l’expression 

(z -h  sin2(it, 


qui  ne  devient  nulle  pour  m — 'x>  que  si  Ton  a />  < i. 
Dans  celte  liypolhèse,  la  série 

U.  — U,  -+-U,  — 


est  convergente,  cl  je  dis  qu’elle  a pour  somme  la  valeur 
que  prend,  pour  a=  o,  la  somme  de  la  série  précédente. 
En  effet,  si  s et  S désignent  les  sommes  des  deux  séries, 
s„  et  S„  les  sommes  formées  par  les  11  premiers  termes, 
r„  et  R„  les  restes  correspondants,  on  aura 

S — r = ( S„  — + (R„  — r„)  ; 


la  différence  S„  — s’annule  avec  a ; d’ailleurs  R„  et  /■„ 
tendent  l’un  cl  l’aulrc  vers  zéro,  quand  n augmente  in- 
définiment ; donc  S — s s’annule  pour  n = o. 

D’apres  cela,  les  formules  (y)  donneront,  pour  n = u 


TT 

ou  0 = - î 
‘ 2 


(8) 


r 

^ o 

r 

ü 


xF  ' COS  txdx  = cos  J 

(F  2 

xF~'  sin  /.r  rf.r  = sin  — , 

tF  2 


pourvu  que  p soit  compris  entre  o et  i . 

Si  l’on  remplace  Efn)  iiar  sa  valeur  — : , 

' ‘ r(  I — /<)  sni/^w 
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dans  la  dernière  formule,  il  viendra 


j-f-'iint-rtljr  = 


2rrr(i  — «)  cos  — 

2 

l’intégrale  reste  Cnic  pour  p = o,  cl  l’on  a 

(9)  /x=^, 

Jo  2 

comme  nous  l’avons  dijà  trouvé  au  n°  fô-i. 

531.  Les  formules  précédentes  permettent  de  déter- 
miner un  grand  nombre  d’intégrales  définies;  nous  allons 
préseuler  quelques  exemples. 

Remarquons  d’abord  que  les  équations  (8)  ne  suppo- 
sent aucunement  la  formule  d’Euler  d'où  nous  avons  tiré 
la  deuxième  propriété  des  intégrales  euléricnnes,  et  il  est 
très-facile,  au  contraire,  d’en  déduire  cette  formule.  Ef- 
fectivement, multiplions  la  première  des  équations  (8) 

(It  . , . 1 . 

par  cl  intégrons  ensuite  uc  t = o a f = 00  ; 1 in- 

tégration pourra  être  exécutée  sous  le  signe  J 1 dans  le 
premier  membre,  et  l’on  aura 

/•*  r r*  cosrx  T , , , , r°° 

i Ll  75:7;  tJ, 

mais,  comme  X est  positif,  l’intégrale  Ç r/f  est  égale 

à (n“  496)  ; le  premier  membre  de  la  formule  pré- 
cédente se  réduit  donc  à ^ f (/')»  et  l’on  a 


_ t-fdt  ^ n 
J O ' + 
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posant  1 — x"  ’ et  mettant  ap  — i au  lieu  de  p,  il  vient 
1'"^  iP-'Hx 


(lo) 


l"“3P-'dx_  K 
Ja  l-hx  ~~  sinpn' 


ce  qui  est  la  formule  démontrée  au  n°  489.  Notre  ana- 
lyse suppose  ici  que  p est  compris  entre  o et  mais  la 

formule  préeédente  subsiste  pour  les  valeurs  de  p com- 
prises entre  o et  i,  ear  l’intégrale  du  premier  membre 

reste  la  même  quand  on  change  x en  - et  p en  i — p. 

S32.  Soit  q un  nombre  compris  entre  o et  i,  et  sup- 
posons p~^  q.  Multiplions  chacune  des  équations  ( y)  par 

tl-‘  dt  al  tangî“'o  ■ — —t 

cos’ÿ 


et  intégrons  ensuite  de  f = o à f = -f-oo  ou  de  ^ = o 
à ;p  = dans  les  'premiers  membres,  l’intégration 

pourra  être  exécutée  sous  le  signe  J'  et  l’on  aura 


r r”  1 r(») 

I J P~'  cosAr  dl  I d.r  = J C0SP~t~'f  sinl~'y  COSpy  dtf. 


xP~'  e~‘ 


r r*  . 1 r(ü)  r* 

' I ^ sin  tx  dl \d.r  — J cos^“î“' y sinî~' y sin  py 


D’après  les  formules  (8),  les  intégrales  relatives  à t 
<pii  figurent  dans  les  premiers  membres  des  précédentes 
équations  ont  respectivement  pour  valeurs 


r{f) 


— sin 
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CCS  premiers  membres  sont  donc 


r (7)  cos 


. 

%/ O 

r 

f n 


ï'(7)sin-^ — I r/j-, 


rf/'— 7)r(7)cos^  r(/j  — 7)r(y)sin  ^ 


çn 


aP-t 


1IP-1 


on  a donc 


y ^ w 

(x 


rr 

Ip  — 9) 

cosP  sin»-'o  cospf  do  — cos  — » 

3 

7T 

’ . . - , ^ {p — 7)r(ff)  . 7 tr 

cose-»-'7  sin»“'7  sin/jf  rfy  = — ' ~;7~^  ' 


Si  l'on  suppose  q = p — 1,  on  aura  T (p  — q)=i, 
r [q)  = Cl)  P®r  suite, 


(12) 


Ç sin'’~’y  cospy  rfy  : 


I . />  TT 

: sin  — ) 

P — I 2 


sin/?y  r/ç  = 


I pit 


p—i 


dans  ces  formules  (ta),  le  nombre  p est  supposé  . 

Dans  les  formules  (i  i),  q doit  être  <^i  ; mais  comme 
les  membres  de  ehaeune  d’elles  sont  des  fonctions  conti- 
nues de  q toujours  égales  entre  elles,  l'égalité  aura  lieu 
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encore  pour  q = x\  on  a ainsi 


(.3) 


cos/’~’ipsin/>f 


O, 


I 


P — ' 


Ces  formules  supposent  encore  il  faut  remarquer 

qu’on  peut  en  tirer  les  formules  (ta)  par  le  changement 

, jr 

de  œ en et  inversement. 

' 2 ‘ 


Si  l’on  remplace  r(o)  par  . - ’î dans  la  se- 

‘ sin^ff  r(i  — q) 

conde  équation  (ii)  et  que  l’on  fasse  ensuite  ^ = o,  il 

viendra 


(>4) 


.( 


1 

COST"' 


9 


sin/)^ 

siny 


dans  cette  formule,  doit  être  positif;  mais  l’intégrale  a 
une  valeur  constante  indéjicndantc  de  p. 


S33.  D’après  ce  qu’on  a vu  au  n°  529,  on  peut  écrire 

— L = ' r * 3»-. 

(l  — J y/  — I / M")  »/o 


et,  en  multipliant  par  la  fonction  - — ^ r-  > où  a est 

(n-iy/— i) 

supposé  positif, 


t"-' e~‘ di 

(i+x>)"  = ^7) 

Multiplions  encore  de  part  et  d’autre  par  x’’~'dx  et  in- 
tégrons de  ar=o  à x=oo;  l’intégration  pourra  être 
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exécutée  sous  le  signe^ dans  le  second  membre,  et  Ton 
aura 

(.5)  r -L.  r\ 

Jo  + Ljo  (i  + ^v-')"  J 


On 


et,  en  multipliant  par 

e;*+*;V^  rfr  fl.r  r“  . ,— 

— , = — — • I r"~' 

(i  + x^ — i/  *'(")«/o 

intégrant  de  .r  = o à x = oo  , il  vient 

Jo  (l+xv'-O"  Uo  -I 

Désignons  par  ^ ^ — ~ valeur  de  chaque  membre 

de  la  formule  (i6),  la  formule  (i5)  deviendra 

f * f"-(c°s^^  + s/=Tsin«.r),/.r  ^ _j_  rr(^^  fl  ^— ) 

Jo  {.+x’)"  [r(«)]Vo  ^ 

égalant  entre  elles  les  parties  affectées  du  facteur  y/ — i , 
et  faisant  ensuite  p =o,  on  aura 


.0-1 


f"  sinn.r 

La  valeur  de  H est  donnée  par  la  formule  (i6).  On  a, 
pour  le  cas  de  p = o, 


D inili/nn  hu  (inogic 


CHAPITnE  III. 


or  le  facteur  entre  crochets  f ^ est 

Je 

égal  à 4-  ^ ou  à — ^ (n°  'i9o),  selon  que  y est  infé- 
rieur ou  supérieur  à « -+-  z 5 donc  on  a 


■\’'~'erfdr 


y«-'e-r,ly 


et,  en  dilTércntiant  par  rapport  à a, 


= 7r(rt  -4- 

(ta  ' 

En  differentiant  aussi  l’équation  (17)  par  rapport  à a, 
on  a 

/’*  cosax  , 

Jo  lr(«)]Vo  ^ 

et  on  obtient  enfin  la  formule  suivante  que  nous  voulions 
établir  : 

(18)  I — -, — I Z"-'  (fl 

où  n désigne  un  nombre  positif  quelconque.  Lorsque  n 
est  un  entier,  on  a 

I = Il 1 

, , cos n.rdx rc~“  ^ r(2« — i — /) 

Jo  (i  4-  x>)”  “ 2“-‘  r^nj  ^ C{i  -h  i)r{>i  — ' 

i = o 

Pour  n = i,  on  retrouve  la  formule 
cosax(/x n 

J O 

déjà  obtenue  au  u°  496.  Pour  n = a,  on  a 

J''  ® cosaxdx  K 

■ = 7-  (i  4-  a)  e~*. 

0 4^ 
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534.  La  formule  (i8)  va  nous  conduire  à d’aulres  in- 
tégrales dédnies  qui  ont  quelque  importance. 

Reprenons  la  première  formule  (7),  savoir 


r(n) 

I jrP-'  c~"  cos  txdc—  cosf  Ÿ COS/)  (p, 


OÙ  l’on  a 


multiplions-la  par 


/ = ntang?; 


dt  ady 

(i  ■+-  /’)"  cos’ip  (i  -t-  a’tang’iji)"’ 

et  intégrons  ensuite  def  = oà  < = xoude(}i  = oa<5'  = - ; 
en  effectuant  l’intégration  sous  le  signe  dans  le  pre- 


mier membre,  on  aura 


f * f CoU.rdt~\  r(/>)  r ^ coil’-^ycospydy 

J O L Jo  (■  J . L ■( ï + tang>  T l" 

Mais,  d’après  la  formule  (18),  l’intégrale  relative  à t qui 
figure  en  facteur  sous  le  signe^»  dans  le  premier  membre, 


ou,  en  mettant  xr  au  lieu  de  z,  X(/y  au  lieu  de  dz, 
— - — r 1"-' (1  -t-  dr. 


Si  donc  on  multiplie  par  x’’~' c~"^ dx  et  qu’on  intègre 
de  o à 00  , on  obtiendra  un  résultat  dont  la  valeur  sera 
celle  de  l’intégrale  contenue  dans  le  premier  membre  de 
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la  formule  (20);  on  a,  par  conséquent, 


dans  le  premier  membre,  l'intégrale  rclaiivc  à a:  a pour 
valeur 


donc 


r ( 2 n -t-  yj  — I ^ 

(n  I -t-  ’ 


(21) 


c.Q%l‘~' cos  P <f  ri  y 
( I + tang’f  i“ 


r(/.)p 


nii  r 

«J  Jo 


y*~'  {i  -i- 
(rt  -I-  I + 2 ) 


Lorstjue  « = i,  l’intégrale  qui  figure  dans  le  second 
membre  se  réduit  à 


I r"“'r/r  I rCn^rfy;) 

~ 2^"*'-'  r («  + P}  ' 


on  a donc 


I cos  y cos  pft/j  — 


■n  r ( 2 « -I-  />  — I ) 

2«+f-'  r ^h)  r («  -f  pŸ 


ou,  en  faisant  p -i-  211  — 2 = (/, 

TT 


7 + /* 

2 

Celte  formule  (22)  a été  démontrée  pour  la  première  fois 


1'  (7  -I-  ■) 


(22)  I COS^tfCOSp<((/f  = 
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par  Cauchy.  Dans  le  cas  de  q = />,  elle  se  réduit  h une 

formule  obtenue  par  Poisson,  savoir  : 


(a3) 


cos/’ycosy>T^/?= 


Si  l’on  fait  n — i dans  la  formule  (21),  l'intégrale  du 
second  membre  se  réduit  à 


r* 

. /rt  (g  -4“  1 -4- 


(n  + I -4-  Y*'  2/^  (rt  + 1)4’  ’ 


OU  a donc 


(ai)  f COS/’yCOS/^yrfy  _ Jr 

Jq  cos’if -4- «’ sin’ij)  2 


n/’-' 


(a  + i)F‘ 


ce  qui  se  réduit  à la  formule  (a3)  quand  on  suppose 

« = I . 


Sur  i értiluation  approchée  du  produit 
quand  x est  un  grand  nombre. 

535.  Le  logarithme  du  produit  des  x premiers  nom- 
bres entiers  peut  être  expiimé  par  une  série  qui  procctle 
suivant  les  puissances  entières  et  négatives  de  x.  Cette 
série  célèbre  est  celle  de  Stirling,  et  elle  a fait  l’objet  des 
recherches  d’un  grand  nombre  de  géomètres,  parmi  les- 
quels je  dois  sj>écialemcnt  mentionner  Cauchy,  Binet, 
M.  Malmsten  et  M.  LiouNillc.  Mais,  parmi  les  démons- 
trations diverses  qu’on  possède  de  cette  formule,  je  ne 
crois  pas  qu’il  y en  ait  de  plus  simple  que  celle  que  j’ai 
présentée,  il  y a quelques  années,  .à  l’Académie  des 
Sciences,  et  que  j’ai  reproduite  en  partie  dans  la  troi- 
sième édition  de  mon  Cours  d'jdigèbrc  supérieure.  J’ai 
montré  que  la  formule  connue  de  Wallis  suflît  pour  éta- 
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blir  complélement  celle  de  Stirling,  et  la  déduction  est 
si  facile,  que  la  deuxième  formule  peut  eu  quelque  sorte 
être  regardée  comme  une  transformée  de  la  première. 
Ces  développements  se  rattachent  essentiellement  à la 
théorie  des  intégrales  eulériennes,  et  je  crois  utile  de  les 
présenter  ici. 

53G.  La  formule  de  Wallis  est  (ii®  192) 


S!  7.  4 4 ^ IX—  2 2JT 

- — (pour.r  = x , 

7.  I 3 3 5 2x — 2 2a: — i ix — i ‘ ' 

et  elle  prend  la  forme  très-simple 

ou,  en  extrayant  la  racine  carrée, 

{.)  (poura:  = x), 

si  l’on  désigne  par  <f  (j),  soit  l’expression 
1.2.3.  , . .r 

y/27r*r  3 

soit  le  produit  de  cette  même  expression  par  une  exponen- 
tielle de  la  forme  a^,  a étant  une  constante  quelconque. 
La  formule  (i)  aura  donc  lieu  si,  désignant  par  c la  base 
des  logarithmes  népériens,  on  pose 


? (a-)  =:  - 


. 2. 3.  . .a: 


y27T<?  *x  ’ 


On  tire  de  la  formule  (2) 


{a-  -4-  l)  c \ xl 

'“i’'  (■  ^ i) ’ 
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la  caraclérislique  log  exprimant  des  logarithmes  népé- 
riens. Or  on  a,  x étant  ^ i, 


('  ■+■  i)  - i i 

d’où 

I I 

donc 


3.r'  «x“ 


(—  II» 


2 n ( « -)-  I 


(5) 


o(x  ) 
T(x  l) 


1 2 .r’ 


I 

I2x^ 


3 

4ox‘ 


(«  — i)  I 

2//(«-+-l)  x" 


Dans  cette  série,  les  termes  sont  alternativement  positifs 
et  négatifs;  eu  outre,  la  valeur  absolue  du  rapport  du 
terme  de  rang  « au  précédent  est 


//'  I 

«'-+-//  — 2 X ’ 


ce  rapport  est  égal  à - pour  n = 2,  mais  il  est  inférieur 

à ^ pour  toutes  les  valeurs  de  n supérieures  à 2;  donc, 

lors  même  que  x se  réduirait  à i,  les  valeurs  absolues  des 
termes  de  la  série  (5)  décroissent  à partir  du  deuxième 
terme.  Il  résulte  évidemment  de  là  que  l’on  a 


ou 

(6) 


'‘>s^-[;^)<72x=’ 

dIx) 


f (X-t-  I) 


IJX> 
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Mais  on  peut  assigner  une  limite  de  — inférieure 
^ -H  ■) 

à la  précédente,  et  comme  elle  nous  sera  utile  plus 

loin,  il  convient  de  l’indiquer  ici. 

Si  l'on  multiplie  la  formule  (5)  parx  -f-t,  il  viendra 

(a-  l)  log  = — + ••• 

[«—3)  f—  il—' 

2 — 1 )/;(«  + I ) .f"~' 


dans  cette  série,  le  ternie  en  — manque;  les  autres  termes 
sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  et  le  rapport  du 
terme  en  ^ au  terme  en  — J - a pour  valeur  absolue 


( rt  — I ) ( « — 2 1 


( « — I ) ( « — 2 ) + 2 ( « — 4 J ' 


ce  rapport  est  égal  à - pour  n — 4,  mais  il  est  inférieur 

à - pour  n > 4-  Donc  les  termes  diminuent  à partir  du 
deuxième,  lors  même  que  x serait  égal  à 1,  et  on  a 

,f{x)  , I 


(.r  4-  l)log 


y(  j:  4-  1)  ' i2.r 


ou 

(7) 


lo^,  -jJji-  < — 1 

v[.r  4-1)  12x(x  4-  1) 


I-a  formule  (6)  montre  que  l’on  a 


?(-r) 


0. 


(81  , > 

60  étant  un  nombre  positif  inférieur  à — on  aura  aussi, 
en  changeant  x eu  x 4-  i , x'  -f-  2, . . . , 2 x — i , et  eu  dé- 

11.  i4 
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signant  par  0, , 0,._, , des  nombres  compris  entre 

I 


of.r  -t-  1 1 

P f .r  -f-  7.  ) • 

? (*r  + 3 ) 

9,-1 

Multiplions  entre  elles  les  égalités  (8)  et  (9)  ; comme  la 
somme  des  x fractions 

0.  0,  0,  0,-1 

— — 1_  — -f-  -f~  . . , 

(-r  + 2)’  (2x — ij* 


est  moindre  tjue  ‘ Jï  ^ ^ 


I 

5 OU  aura 

17.x 


(10) 


0 

y f-e\ 

y(2XJ  ’ 


9 étant  un  nombre  compris  entre  o et  — ; et  par  suite 


('•) 


yf-r) 

y(2x) 


(pour  J-  = 30  ). 


Si  maintenant  on  divise  la  formule  (i)  par  la  formule  (i  1), 
il  viendra 


(12)  • y(j)— I (pour.r  = »), 
c’est-à-dire,  à cause  de  la  formule  (2), 

(13)  I .2.3.  . . .r=  e~‘  x’'*'  ‘‘  (i  -1-rr)i 

î,  désignant  une  quaiilité  positive  (lui  s’annule  pour 
;j.  =roo,  et  dont  nous  allons  faire  connaitre  une  limite 
supérieure. 
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(|4)  r(x  + i)  = I .2.3.  . 

el  je  dis  qu’on  peut  obtenir,  par  ce  qui  précède,  une  ex- 
pression exacte  de  la  fonction  r(x-t-i),  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  une  expression  du  logariihme  népérien 
logF  (x -t-  i)  lorsque  x est  entier.  Ou  a d'abord,  par  la 
formule  (a), 

(l5)  logr(x-+- 1)  = ^ logare  — X -+-  [x  -4-  log.r  -f-  logç(.r), 
et  on  a ensuite  identiquement 


log?(-> 


?{x-+-  1) 


^?lX-+-2) 


o(.r4  /h)  , , , 

'"S -T-.  + '); 

Ÿ(.r  -4  />/  4-  I) 


mais  si  l’entier  ni  croit  indéfiniment,  ç (x  4-  tn  4-  i)  tend  ’ 
vers  l unilé,  d’après  la  formule  (la),  et  son  logarithme 
tend  vers  zéro;  on  a donc 


(i(i) 


'"««Tx 


(f  ( .C  -t-  /II) 
Ç^x  -4-  H»  4-  ij’ 


ou,  d’après  la  formule  (4), 


(<7)  21 


et  l'on  aura  en  conséquence 

|logr(x4-l)=^log27:  -x4-  (x4- 

(l8] 


lo" 


«1=0 

.•4- 
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Celle  formule  (i8),  qui  a éié  renconlrée  par  Guder- 
niann,  se  déduit  bien  facilement,  comme  on  le  voit,  de  la 
simple  formule  de  ^Vallis. 

rjiW.  Comme  la  quantité  logç  (x)  est  positive,  la  for- 
mule (i5)  nous  donne  d’abord 

(U|)  log)'(.r  -4-  i)  ^ loga?:  — X -I-  -t-  ^ j log.r. 

Ensuite  nous  aurons,  par  la  formule  (i6),  à cause  de 
l’inégalité  (7), 

/n  « 

logo(x)<;^  ^ — ;; 

1>T\  > ^ ^ ,o  (.r -I- -f- i) 

m = o 

or.  la  fraction  ; ' -,  se  décompose  en 

(x  -H  /;/)  (.r  -t-  «I  -f-  1)  ' 

I I 

■r  ni  X 4-  m -I-  I ' 

donc  on  peut  écrire 

-h(-' 

\x-4-2  x-f-3y 

La  série  contenue  dans  le  second  membre  de  cette  for- 
mule a pour  somme-,  et  l’on  a en  conséquence 

puis 

(20)  logr(x  4 i)<;  ^ |og2  77  — X -1-  ^.r  4-  ^ j logx  4-  ~ • 
l.es  formules  (ig)  et  (ao)  nous  donnent  les  deux  limites 
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que  nous  voulions  trouver.  En  revenant  des  logarithmes 
aux  nombres,  on  obtient 

I I . 2. 3 . . . J- ^ e X 

( = '/  ) 

' I . 2.3.  . .X  y/2jr  e '“x 

Extension  des  formules  précédentes  au  cas  où  x n’est 
pas  un  noinhre  entier  positif. 

o3S).  L’analyse  précédente  suppose  que  x est  un  entier 
positif;  mais  le  second  membrederéquation  (i8)du  n*’;i37 
est  une  fonction  dans  laquelle  x est  susceptible  de  icee- 
voir  une  valeur  quelconque;  en  exceptant  le  cas  où  x est 
un  entier  négatif,  la  série  ijui  ligure  dans  la  formule  citée 
est  toujours  eouvergenle;  car  ses  termes,  ainsi  qu'il  est  aisé 

de  s’en  assurer,  dccrois,scnt  comme  ceux  de  la  série  ^ — • . 

Cela  posé,  je  dis  que  la  formule  dont  il  s’agit  subsiste, 
quel  que  soit  ar,  en  se  coiifoi  niant  à la  définition  générale 
que  nous  avons  donnée  de  la  fonction  F.  Cette  définition 
est  exprimée  par  la  formule  (8)  du  n"  Î)i2l , qui  donne,  en 

remplaçante  par  e-l-i  et  en  écrivant,  sous  le  signe 
m -i-i  au  lieu  de  m, 


logr(x  -t-i) 


— I — log  ( 1 -t-  

ni  -h  i ! ' w -I- 1 


Pour  prouver  l’identité  des  valeurs  de  logF(x-l-i) 
données  par  la  précédente  équation  et  par  la  formule  (l8) 
du  u"  o37,  il  suffit  de  les  diH’érentier  deux  fois;  on  tire 
de  Tune  cl  de  l’autre 


d' log  r(.r  -I-  i) 


= 2 
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les  seconds  membres  des  deux  formules  ont  donc  leurs 
secondes  dérivées  égales;  en  coiisé(|uencc  ils  ne  peuvent 
dilFércr  que  par  une  fonction  linéaire  de  .r;  mais  comme 
ils  sont  égaux  par  les  valeurs  entières  et  positives  de  .r,  il 
s’ensuit  <|uc  leur  diflérenee  se  réduit  nécessairement  à 
zéro. 

l'urmtdc  de  Stirling. 

540.  Il  est  facile  d’exprimer  la  fonction  logç(x)  par 
une  intégrale  déCnic.  On  trouve,  en  dilferentiant  deux 
fois  de  suite,  la  formule  (17)  du  n“  537, 


m = « 

«■/loe»(xl  I VS  r,  / ' \ 


X -t-  m 


^ -y  I 

m=0 

Or  on  a,  "pour  toute  valeur  positive  de  z, 

/■*30  /«ac 

-=/  4=/ 

J O ^ J O 

si  doue  la  variable  x reste  positive,  ou  aura 


«X  V' 


e > t*  ar/a 

À 

=0 


et,  comme  laquautilc  ^ e est  égale  à ^-lOua 


f/Mogy(x) 

dx^ 


2 

TL 


dx  ; 


intégrant  deux  fois  <?t  observant  que  les  fonctions  logo(.r) 
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ao 


et 


rflo!io{.r)  , , ... 

— y — s annulent  pour  x = co  , il  vient 


(■) 


En  portant  cette  valeur  de  logo  (x)  dans  réfjuatioii  (i5) 
du  II"  537,  on  aurait  une  expression  de  logr(x-l-i) 
ÏJui  a été  donnée  par  Cancliv. 

541 . De  là,  on  peut  tirer  la  formule  de  Stirling,  mais 
il  est  nécessaire  pour  cet  objet  de  tiaiisformer  la  for- 
mule ( 1 ) ; l’éijuation 

r(n-xri-x=-^  — 
sinirx 

donne 

log  r(  I -t-  x)  -I-  logr(i  — = logTTX  — log  sinirx, 

et,  en  différeutiant. 


/ diogrf  I 
\ (te 


-t- x)  r/logrfi — x]  I cosTTX 

(il  (1.C  .T  sinn.r 


I 


xxv/-._ V-' 


d’ailleurs  on  a,  par  la  formule  (i8)  du  n°  537, 

dx  \ v-T-xj  \2  a -4- x/ 

et,  eu  changeant  x en  — x, 

+ L_U(i + 

Oj:  \ I — XJ  \2  2 — jrj 

Si  donc  on  porte  ces  valeurs  dans  réqualion  (2),  on 


aura 


2.^ 

I — x** 


2X 

T' 


X — I _ -■■■V'- 


Digitized  by  Google 


CALCUL  IMTÉGRAL. 


ai6 

Celte  formule  n’est  autre  chose  que  celle  qui  donne  la 
valeur  de  col”x  en  une  série  indéfinie  de  fractions  sim- 
ples, et  que  nous  avons  démontrée  au  n“  dOl  •,  nous 
aurions  donc  pu  la  prendre  ici  pour  point  de  départ; 
mais,  outre  iju’elle  est  établie  par  ce  qui  précède  pour 
toutes  les  valeurs  réelles  et  imaginaires  de  x,  il  n’élail 
pas  sans  intérêt  de  la  rattacher  aux  formules  que  nous 
•avons  données  dans  notre  théorie  des  fonctions  F. 

' • Si  l’on  posex  = j la  formule  précédente  deviendra 


4 ///’  b’  -+-  a' 


et  on  aura,  par  la  division, 
(a/nir)'  (2/«7t)* 


( 2 wtt) 


4 ni’r’ 


(2/«5T)’' 


dont 


(■)„  désignant,  pour  abréger,  la  (|uanlilé  ^ — - 

la  valeur  est  comprise  entre  o et  i.  Donnons  à in  les  va- 
leurs I,  2,  3,...  jusqu'à  l'inUni,  ajoutons  ensuite  tous 
les  résultats,  et  remarquons  que  si  l'on  pose 


2 ('a/HTi)-»-*’  ® 2 


(2  «ITT  J" 


0 sera  nécessairement  compris  entre  o et  i;  on  aura,  à 
cause  de  la  formule  (3), 

)m — » m—m 

y -2«>  y +... 

^ ^ (2OTir)‘ 


2X1  2 0 a’’*  'y  - • 
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et  si  l’on  fait 


0 ôtant,  nous  le  rcpôtons,  une  quantilé  comprise  entre  o 

et  I . 

Ce  résultat  remarquable  est  dû  àCaucliy;  la  fonction 
de  a,  qui  constitue  le  premier  membre  de  la  formule  (5), 
ne  devient  infinie  que  pour  les  valeurs  de  a comprises 
dans  la  formule  a.  — \j — i,  K étant  un  entier  positif 

ou  négatif,  mais  différent  de  zéro;  il  en  résulte  que  cette 
fonction  est  dévclojipablc  en  série  convergente,  par  la 
formule  de  JMaclaurin,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou 
imaginaires  de  a dont  le  module  est  inféticur  à a~,  en 
sorte  que  l’on  a,  dans  cette  hypothèse. 


la  formule  (5)  subsiste  pour  toutes  les  réelles  de  a,  et 
elle  fait  connaître  l’exjnession  du  reste  de  la  série  (ti), 
lors(|ue  l’on  s’arrête  au  terme  du  rang  n. 

542.  Les  coefficients  B,,  B,,  Bj,.  . qui  figurent  dans 
les  formules  (5)  et  (6),  sont  connus  sous  le  nom  de  norn- 
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bres  (te  Bernoulli  ; l’équalion  (4)  lait  connaître  l’expres- 
sion générale  du  n""'  numbre  de  Bernoulli  ; mais  cette  ex- 
ju’cssion  contient  la  transcendante  z et  en  outre  la  somme 
d'une  série  indéfinie.  Il  est  facile  de  calculer  successive- 
ment les  nombres  B qui  sont  tous  rationnels;  à cet  efl’et, 
considérons  l’équation  (6)  où  nous  supposerons  a 27: 

I 

pour  la  convergence  de  la  série;  si  l’on  remplace  ZTJ 


I 

par  la  valeur  égale — î il  viendra 

e“  — c “ 

I, + 1 

a L c'-*  — < “J 


B. 

I .•-! 


1.2. 3. 4 


{—Il"-' 


r 

= I -t- 

2a  L 


B, 


B, 


-(->)“ 


B„ 


1.2  1.2. 3. 4 ' ' 1.2.. .2/1 

remplaçant  les  exponentielles  par  leurs  valeurs  en  séries, 


1 /'  o=  a-«  \ 

- 2-1 h . . . -I h-  . . 

2 V 1.2  I . 2 ...  2 « / 

= ( 


1 ■+■ 


.2.3 


I . 2 . . . ( 2 « 


X ( I -+•  ^ o’  — 1 


■) 

B, 


I . 2 . . . 2 // 


les  deux  facteurs  du  second  membre  sont  des  séries  con- 
vergentes, et  la  deuxième  ne  cesse  pas  d’être  conver- 
gente quand  on  réduit  ses  termes  à leur  valeur  absolue, 
car  la  série  (6)  reste  convergente  qnand  on  remplace  a 
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par  a y/-^i , puisque  la  seule  rondilion  de  convergence 
esl  que  le  module  de  « soit  inrérieur  à 2t;  il  s’ensuit 
que  si  l’on  elTectue  le  produit  des  deux  séries  qui  (igurent 
dans  le  second  membre  de  l’cquatioii  préccdenlc,  et  qu’on 
ordonne  le  produit  par  rapport  aux  ]>uissances  de  a,  011 
reproduira  identiquement  la  série  c'ontimiie  dans  le  pre- 
mier membre.  En  procédant  ainsi  et  en  égalant  de  part  et 
d’autre  les  cocflicicnts  de  a*"^  on  trouve 


I.2...(2VI-I-1 


2 1.2  ..2/> 


i.2...(2n — 3)  1.2. 3. 4 
. B, 


B. 


A. 

.2...j2« I ) 1.2 


R.“ 


l.2...(2/i — 2(i-t-lJ  I.2...2U 


équation  qui  déterminera  B„  si  l’on  conuait 

B„_i  ; en  y faisant  successivement  h = i,  2,  3,...,  011 

obtient 


B,  : 

3 2 


B.  — B,  = O, 


1 6 6.5  4 „ t, 

— I — B, ^ Bj  Bj  — O, 

2 2 2.3.4 


I I 8 „ 8.7.6 

1 — B, 5—7  B. 

922  2.3.4 


8. 7. 6. 5 4 


2. 3. 4-6. 6 


- B,  — B,  ^ O, 


d'où  l’on  tire . 


B,  = g, 

B _ 5 
®‘-66’ 


»=3^' 
6qi 


B.= 


273© 


B,= 


4^ 


®’-6’ 


“‘=3S’ 
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La  suite  (les  nombres  de  Bernoulli  est,  comine  on  le  volt, 
d'abord  dricroissanle,  tuais,  à partir  de  B,,  elle  devient  in- 
déliniment  croissante. 


B43.  Revenons  m.iinlenant  .à  la  forntulc  (i),  qui  donne 
l’expression  de  log^  (.r).  Cette  foruiule  se  réduit,  en  fai- 
sant usage  de  l'ctpiation  (5),  .à 


lo[ 


(7) 


^ ‘••''Jo  '•2-3.4X 

B 

■" / ’(/a 

1. a. 

_f_  I — |\«  — . . ^ I 

I .a.  ..  (an -h 


a'’ fl  a. 


Or  on  a 


l". 


ilx  . 


r(u)  _ I ,a.3.  . . 'a  — i) 


(8) 


pour  toute  valeur  de  l’entier  ft;  en  outre,  eimine  la 
quantité  0 reste  eômprisc  entre  o et  i,  l'intégrale 

I 0e~“''a’"(/aestpositiveetinféricureà  j e~ 

^ O 0 

c'est-à-dire  inférieure  à - • pourra  donc  la 

. I . a . 3 . . . a n 

représenter  par  ü ’ ocsignant  par  a une 

quantité  comprise  entre  o et  t.  D'après  cela,  la  valeur 
précédente  de  log!j(x)  devient 

i , , , B,  I B,  I , B, 

( 7-^  ^ - 374  ? (^‘ÔTn  ; 


+ (_,)-0 -t.L L_, 

' (an i)  (an -t- a) 

et,  en  portant  celte  valeur  dans  l'équaliou  (i5)  du  n°t>37, 
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on  aura  pour  tome  valeur  positive  de  x, 


aai 


loü 


B,  i_ 

I . 2 X 


B, 

3.4 


— — -J f-  (—  i)”0  — 

— 1)2//  X-"~‘  ' (2«  ■ 


B* 


X + I ) = - log  2 71  — X + ^X  H j 

X-  ( i\»  1 

' ' {2/1 — l)2HX-"~‘  ' ' ' ^ ’ {2/1 -4-  1)  (2«  4- 2) 

la  quantité  6 qui  mulliplie  le  dernier  terme  étant,  nous 
devons  le  répétiT,  toujours  comprise  entre  o et  1. 

Si  l’on  prolonge  à 1 iniini  la  série  du  second  membre, 
on  a la  formule  de  Stirling,  savoir  ; 

, , I , I I \ , B,  I B,  I 

r(x  + i)  = - log27T  — X + (x  4-  - logx  4 4.. 

2 \ 3 / I . 2 X 3 . 4 x“ 

B„  I 


4-(-i'r- 


(2«  — i): 


Il  est  facile  de  voir  que  celte  série  est  divergente,  quelque 
grande  que  soit  la  valeur  attribuée  à x;  en  effet,  la  va- 

B"  I 

leur  absolue  du  terme  général  ( — il”“'  , — — 

^ O V / (2  « — l)2/J  x=“-' 

est  égale,  d’après  la  formule  (4),  au  produit  des  deux 

quantités 

I 2 3 2 « - 


27TX  27rx  27TX 


277X 


et 


La  sceonde  de  ces  exiiressions  tend  vers  la  limite  

‘ 27t'X 

quand  ri  augmente  indéliniment  ; la  première  expression, 
au  contraire,  augmente  au  delà  de  toute  limite,  car  elle- 
est  un  produit  dont  les  facteurs  inférieurs  à i sont  en 
nombre  limité,  tandis  que  le  nombre  de  ceux  (pii  sont 
supérieurs  à i,  et  même  à telle  quantité  que  l’on  voudra, 
peut  devenir  plus  grand  que  tout  nombre  donné.  11  ré- 
sulte de  là  que  les  termes  de  la  série  (10)  croissent,  à 
partir  d'un  certain  rang,  au  delà  de  toute  limite,  et  en 
conséquence  cette  série  est  divergente. 
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5i4.  Mais  il  csl  Irès-remarqiiable  que  la  série  de  Slir- 
ling,  malgré  sa  clivcrgenre,  fournisse  un  procédé  très- 
exact  et  très-commode  pour  calculer  logF  (x-(- 1),  et  l’ap- 
proximatioii  ([ue  l'on  peut  obtenir  par  cette  voie  est 
d’autant  plus  grande  que  x csl  plus  considérable.  Ellec- 
tivemcnl,  si  x est  supérieur  à i , les  termes  multipliés  par 
les  nombres  15  d.ans  la  formule  de  Stirling  vont  d’abord 
en  décroissant,  et  l’on  voit  par  la  Ibrmulc  (9)  <]ue  l’erreur 
commise  en  faisant  usage  de  la  (ormule  (10)  est  toujours 
moindre  en  valeur  absolue  que  le  premier  des  termes  nc- 
g/'gés.  On  aura  donc  la  plus  grande  approximation  pos- 
sible en  s’arrêtant  au  terme  qui  précède  le  terme  mini- 
mum, et  ce  terme  minimum  lui-mème  donnera  une  limite 
supérieure  de  l’erreur  que  l’on  aura  commise.  Par  exem- 
ple, si  l’on  néglige  complètement,  dans  la  formule  (i«), 
les  termes  mulii|)liés  par  les  coellicicnts  15,  l’erreur  com- 

B,  I , I , 

ou  a 1 

1 . 2 X 1 2 X 


mise  sera  positive  et  inféi  icurc  à ou  a » a cause 


de  15,  = on  aura  donc 
(> 


(■■) 


i logr  (x  -f-  l)  > ^ log2jT  — X -t-  ^x  logx, 

I Iogr(x  H-  I,  ^ logarr  — x H-  H-  ' 


( 

\’lx 


ou,  en  revenant  des  logarithmes  aux  nombres, 
i r(x -f- l)>  v/sTre-'x'’’"». 

. _L 

( r (x -f- I J <][  y 2r  > e”*, 

comme  nous  l’avons  déjà  trouvé  au  11“  3i58. 

Eu  partant  de  ces  formules,  on  peut  obtenir  deux  li- 
mites du  nombre  de  Bernoulli  B„,  dont  rune  nous  sera 
utile  dans  ce  qui  va  suivre.  En  posant,  pour  abréger. 
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on  a,  par  la  formule  (4). 


B,.: 


1 . a . 3 . . . a /» 


a’""'  TT* 


“ , B|  — — P 


d’où  l’on  lire 


B„-n (a/i  + i)  fan  -t-  a)  B„ i . a. 3. . .an  S.„ 

■1C~  s7’ 

mais,  comme  So/t  décroil  quand  fa  augmente,  on  a 


B, 


< 


( a n + I ) ( a n H-  a ) B,  i . a . 3 . . . a n 


4n> 


B, 


ou,  à cause  de  B,  = g? 


(i3) 

(>4) 


Bn+1  B„ 

( a n -t-  I ) ( 2 n 4-  a J 4 
^ r (an  4-  i) 

" ' ' I a [ a 77 1'*“' 


La  formule  (i4)  donne  une  limite  supérieure  de  B„;  ou 
aura  une  liniile  inférieure  du  même  nombre  en  rempla- 
çant S,„  par  I,  dans  son  expression  exacte;  il  vient  ainsi 


(.5) 


B,> 


r ( a n 4-  I ) 

^3*.  — I 


Si  l’on  remplace  F (an  i)  par  sa  limite  supérieure, 
tirée  des  inégalités  (la),  dans  la  formule  (14)7  et  p-a>'  sa 
limite  inférieure,  dans  la  formule  (i5),  on  aura 


(•6). 


, (2n)""^î  -i- 

B,  < — 1 f e-’"  6»  ", 


B„>2 


(2,7)- 

(an)"'-^ 


(ar)’' 


le  rapport  de  ces  deux  limites  de  B„  est  ^ e’‘". 


I 
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543.  Les  formules  que  nous  venons  d’établir  ont  été 
données  j)ar  Caucliy;  elles  permettent  de  déterminer  fa- 
cilement l'approximation  avec  latiuelle  on  peut  calculer 
logF  (or -h  i)  par  la  formule  de  Stirling. 

Désignons  par  u„  la  valeur  absolue  du  terme  de  cette 
série  qui  dépend  du  coelficient  B„,  on  aura 

R, _ (a«  — il  2«  ^ . 

" (2/1  — U„  B„  (2/t i)  (2// -I- 2)  j;‘ ’ 


la  seconde  de  ces  deux  formules  donne,  à cause  de  l’iné 
galité  (i3), 


itn 


< 


(2/7  — I ) 2 « 
4r’.r‘ 


et  l’on  aura,  à plus  forte  raison. 


Donc  sera  inférieur  à «„  tant  qu’on  aura  ou 

n = 3x.  Ainsi  quand  x est  plus  grand  que  1,  la  série  de 
Stirling  est  décroissante  dans  les  premiers  termes,  et  si  x 
est  un  nombre  entier,  ce  décroi.sseinent  aura  certaine- 
ment lieu  jusqu  au  terme  de  rang  3x,  lc([uel  sera  lui- 
méme  plus  petit  que  le  terme  suivant. 

Cela  posé,  désignons  par  s„  la  valeur  absolue  de  l’er- 
reur commise  en  s’arrêtant,  dans  la  série  de  Stirling,  au 
terme  multiplié  par  11„,  on  aura,  comme  on  l’a  vu. 


«,< 


( 2 n -t-  I j ( 2 « -(-  2 ) X-"*' 

et,  h plus  forte  raison,  à cause  de  l’inégalité  (i3). 

B„ 
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et  enfin,  à cause  de  la  première  des  inégalités  (i6), 


limite  qu’il  est  facile  de  calculer  par  logarithmes. 

Nous  avons  vu  que  si  a:  est  entier,  le  décroissement  des 
termes  de  la  série  a toujours  lieu,  jusqu’à  ce  que  n soit 
égal  à 3x;  si  l’on  fait  n = 3x,  la  formule  (17)  devient 


et,  parce  que  x est  au  moins  égal  à i , on  aura,  à plus  forte 
raison, 


mais  on  a 


donc 


M-V 

2 \7r/ 


: 0,333409.  . ., 


«i,  0,393409, 


OU,  en  prenant  les  logarithmes  vulgaires  des  deux  mem 
bres, 

(18)  logij.c;  1,594844  + “ l°g  ~ (3,394a33i)  x. 

Pour  X = ! , on  a déjà 

>01;  *i<  4. 9^10775, 


- ' 

et  par  conséquent  e,  ïoôô’  P®***"  on  a 

log««<  27.017175, 

et  l’on  voit  que,  dans  cet  exemple  de  x = 10,  on  peut 
II.  i5 
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pousser  1(!  calcul  de  logP  (x  + i)  jusqu’à  la  vingt-sixième 
décimale,  en  s’aiTèiant  au  terme  multiplié  par  Hjo. 

La  formule  (17)  montre,  comme  nous  l’avions  an- 
noncé, que  la  formule  de  Stirling  permet  de  calculer 
généralement  logP  (x -h  1)  avec  une  approximation  qui 
sera  d'autant  plus  grande  que  x sera  plus  considérable. 

S46.  On  obtient  des  formules  utiles  en  différentiant 
une  ou  plusieurs  fois  la  formule  de  Stirling;  mais  comme 
cette  dernière  renferme  une  série  divergente,  il  en  sera 
de  même  de  celles  que  nous  avons  en  vue.  Cependant 
celles-ci  peuvent  servir,  comme  la  formule  de  Stirling, 
pour  le  calcul  numérique;  c’est  ce  que  nous  allons  éta- 
blir. A cet  effet,  remarquons  que  la  quantité  ©,  qui 

figure  sous  le  signe  J' dans  le  dernier  terme  du  second 

membre  de  la  formule  (7),  est  indépendante  de  x;  on 
aura  donc,  en  différentiant  fx  fois  cette  équation. 


• “ t 2 /„ 


rfx“ 


1.2,3... 2«J„ 



' I.2...(2/J-+-2)J„ 


puis,  en  procédant  comme  nous  l’avons  fait,  pour  dé- 
duire la  formule  (8)  de  (7),  on  trouvera 


, ,yK'/'“iogvf.r)_  „ r(fi-M)  I ^r(fi-i-3)  I 

‘ “ ' l’(3)  ’ l’l5)  ^.u-^3 


-h  {— i)—’  B„ 


r(fi -I-  217—  i) 

r ( 2 « -+- 1 ) 


_ tt  -t' a « — I 


' ' t'(2fH-3) 


^T-an-f-i 
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6 désignant  comme  0 une  quantité  comprise  entre  o et  i . 
Quand  x est  sufüsamment  grand,  les  termes  du  second 
membre  vont  d’abord  en  décroissant,  comme  dans  la 
série  de  Stirling,  et  l’erreur  commise  quand  on  s'arrête  à 
un  terme  quelconque  est  moindre  que  le  terme  suivant  et 
de  même  signe  que  ce  terme;  dans  le  cas  particulier 
de  P = I , on  a 

j rflop*(j;)  B,  I B,  I ^ 

lU  i x‘  Jc' 

+ 9 

2fl  X’"  'AfI  -i-2  X'--*‘ 


(20) 


On  tire  de  la  formule  (i3)  du  n“  537,  par  la  différen- 
tiation, 


rflogr  (x  -t- 1) 


Hx 


- =logx-+-  — 


(j 

dx 


_ I )“  logr(x-n)  _ r(fx  — i)  _ rfn)  rf^logy  (,r) 

' ' rfX'“  “ x/*-'  ' ’ rfx'*  ’ 

on  aura  donc 

f/logr  (x-i-i)  _ 


2l) 


itx 


1 B,  I 

logxH ; 

” 2X  2 x’ 

-f-{— i)”— -i-  6 


2 //  H-  2 .r*' 


Cl,  pour  /X  > I, 


(-1)" 


dx>‘ 


2X^ 


1(3) 


-(-.)■ 


rfp-l-2"-i) ■ 

* r(2«-t-i)  — 1 


-t-  (-i)"9B, 


rf/i  -4-  2/?  -+- 1) 


r(2/i4-3) 

6 désignant,  dans  toutes  ces  formules,  une  quantité  com- 
prise entre  o et  i. 

■ 5. 
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547.  Les  résultats  que  nous  venons  d’obtenir  fournis- 
sent un  moyen  très-simple  de  caleuler  la  constante  d’Eu- 
ler, constante  que  nous  avons  désignée  par  C.  Nous  pren- 
drons pour  jjoint  de  départ  la  formule  (a)  du  n"  523,  qui 
suppose  X entier  et  qui  devient,  en  cliangeantxen  x -f-  i, 

I I f/Ingr  (x  -t-  I ) 

3 ,r  dx 


C = I -+- 


, r/loer(j:  4-  l)  , ■ . 1 1 /• 

remplaçant  — J par  sa  valeur  liree  de  la  for- 

mule (ai),  il  vient 

C = — logx — 

\ 2 3 X ! ^ ■J.X 


A. 

2X* 


A 

42* 


(- 


B, 


a n j;’" 


et  l’erreur  commise  en  s’arrêtant  au  terme  qui  dépend  de 

sera  moindre,  en  valeur  absolue,  que  — : 

* ( 2«  4- a ) 

En  remplaçant  les  nombres  B par  leurs  valeurs,  dans  la 
formule  précédente,  on  trouve 

(c  = (i-e-4-^4-...4-i)  -logx_-L-h— ^ 

J \ 2 3 x]  2X  7 2x’ 


691 


I20x‘  aSax'  240X'  i32.r"  3aç6ox'’ 

et,  si  l’on  s’arrête  au  dernier  des  termes  écrits,  l’erreur 
commise  sera  moindre  que  — — • Ainsi  en  faisantx=  10, 

‘ I2X“ 

on  a la  formule 

„/iiiiiiii  i\ 

C = (i4 + 1 

\ 234567  “9  '0/ 

— logio  — 


20 


0,01 

12 


0,000  I 
I 20 


0,000  001 
25a 


0,000  000  0 1 0,000  000  000  1 0,000000000691 

240  i3a  32760  ’ 
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qui  donnera  la  valeur  de  C avec  quinze  décimales  exactes  : 
en  prenant 

log  10  = a,3o2  585  o<)2  gg4  o45  68 
on  trouve  sans  dilliculté  la  valeur 

C 0,577  ^ ^*'4  9®  ' 53a, 

déjà  donnée  au  n“  f)22. 


5i8.  ]\'ous  avons  fait  connailir<^^âu^"  542  une  formule 
qui  permet  de  calculer  succe^vèiàent  les  nombres  B,  .■ 
Bj,  B.,,. . . ; on  peut  obtenir  généralement  pour  B„  une 
expression  débarrassée  de  transcendantes,  mais  qui  est  un 
peu  compliquée.  Nous  croyons  utile  toutefois  de  la  faire 
connaitre,  en  terminant  ce  Chapitre. 

Les  nombres  de  Bernoulli  sont  définis  par  la  for- 
mule (6),  qui  peut  s’écrire  comme  il  suit  : 


I .2.3.4 


a’-)-... 


Or  on  a identiquement 


1 .2. . .2« 


e*  -f-  I ft'  — i — I 


si  donc  on  remplace  les  fractions  du  second  membre  par 
leurs  valeurs  en  séries,  en  faisant  usage  de  la  formule  pré- 
cédente appliquée  aux  cas  de  a = z et  de  cc=  22,  il 
viendra 

( --Î = - — (2’—  l)  — Z -t-  (2‘—  l)' — ... 

le’ -4-1  2 1.2  1.2. 3. 4 

(241;  B 

I — 1)  

V ' ' I .2.  . .2/i 

série  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  z dont  le  mo- 
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A, , A, , A,„_(  élant  des  coeflicients  indépendants  de 
Z ; il  y a plus  ; l’équation  (*4)  montre  que  la  première 

dérivée  de  la  fouclion est  une  fonction  paire  de  z, 

qui  ne  change  pas  quand  on  y change  z en  — z ; il  s’en- 
suit que  la  même  chose  a lieu  pour  toutes  les  dérivées 
d’ordres  impairs.  Mais,  par  ce  changement  de  z en  — z, 
l’expression  précédente  devient 

A»._,  A„_, <?(>"-’>' -I-.  . .4-  A,c« 

(c*4-  i)>"  ’ 

il  faut  donc  que  l’on  ait  généralement  Aj„_,  = A,-,  et,  par 
suite, 

i 

4-1-1  _ A,  fri"-')*  4- 4 1 4-  ..4- A,_,  4— ')•]-+- A„4*‘ 

~ (4  -1-  l)’"  ■ 

Cela  posé,  on  a 

I 

4 4-1  I -4-  <r-= 

= e-*—  e->‘4-  — ...4-  (— i)/*"'  «-''*4-..., 
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d’où 


</•*-' 

-l-  I 

— — lï»— • g-i  _f.  ' ,•—’*»  — 3’""  c~ 

fh-'*’" 


mais  on  a aussi 


. 4- !)’•=:  ^ 


4- 


2«(2»-l)...f7.«-/+  l) 


-I-  2 n + I , ■ • «.  ■ 

et  en  muhipliant  entre  elles  les  deux  équations  précé- 
dentes, ou  aura,  à cause  de  la  formule  (ud), 

!■']  -t-. . A._,[d"+')'-t-  ■+■  A„  c"‘ 

— [_  — i)'*  -t-,  . .] 

1/1  {•>.11  — l)...(2/î  — / 4-  I ) 


X e’"‘+  . -H 


1.2.../ 


et 2 // e‘  -t- 1 


Le  premier  membre  de  cette  formule  est  une  fonction 
entière  dee';  par  conséquent,  si  l’on  effectue  le  produit 
indiqué  dans  le  second  membre,  il  ne  restera  que  des 
termes  contenant  des  puissances  positives  de  e‘;  en  écri- 
vant que  les  termes  en  sont  égaux  dans  les  deux 

membres,  on  trouve 

et,  pour  les  valeurs  de  fc  supérieures  à i, 

i^  = (-i)^|’p. -f-... 

, , 2/l(2«  — I )...{2//  — / -+-  I 1 , 

+ (_,).  î {f.  _/;»-• 


, 2 // f 2 n — I t . .(2/J — It  -4-  2t 

— 'f  , 


■1> 
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CHAPITRE  IV. 

DE  LA  QUADRATURE  ET  DE  LA  RECTIFICATION 
DES  COURBES. 


De  la  quarlralure  des  courbes  planes. 

5 19.  Ij’opér.ilion  qui  a pour  objet  l'intégralion  d'une 
difl’ércntielle  donnée  f[x)dx,  est  souvent  désignée  sou^ 
le  nom  de  qnadraturc  \ cette  opération  est  effectivement, 
comme  on  l’a  vu,  celle  (pi'il  faut  exécuter  quand  on  veut 
connaître  l’aire  comprise  entre  la  courbe  dont  f (x)  est 
l’ordonnée,  l’axe  des  abscisses  et  les  deux  ordonnées  (jui 
répondent  à des  abscisses  déterminées. 

Pour  avoir  l’aire  comprise  entre  deux  courbes  don- 
nées CMD,  C'M'D'  et  les  ordonnées  CC'A,  DD'  B qui 
répondent  aux  abscisses  x»  et  X,  on  remarquera  (|uc  cette 
aire  est  la  différence  des  deux  CDBA,  C'D'BA.  Si 


y 

I 


I 'y'IÈ' 

XL.u. 

O i * P 


X 


l’on  désigne  par  y,  y'  les  ordonnées  MP,  M'P  des  deux 
courbes,  qui  répondent  à l’abscisse  variable  x,  l’aire 
demandée  sera,  dans  le  cas  des  coordonnées  rectaugu- 
laires, 

j^X  ^X  ,.X 

jf/x—  / r'rfx=/  {y—y’)dx. 
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Celle  formule  esl  applicable  au  cas  où  l’on  demande  l’aire 
d’un  segment  compris  cnlre  un  arc  de  courbe  et  sa  corde; 
alors  y'  esl  une  fonction  linéaire  ax  -f-  h. 

Une  aire  plane  limitée  par  des  portions  de  courbes 
(|uelconques  définies  analyti<|uemeul,  peut  toujours  être 
décomposée  en  plusieurs  parties  positives  ou  négatives 
susceptibles  d’être  évaluées,  comme  nous  venons  de  l’in- 
diquei'. 

Da  ns  les  questions  de  quadratures,  les  coordonnées 
rectilignes  ne  sont  pas  toujours  les  variables  qu’il  convient 
d’employer.  En  particulier,  il  y a souvent  avantage  à 
faire  usage  des  coordonnées  polaires;  on  détermine  alors 
les  aires  de  certains  secteurs  formés  par  un  arc  de  courbe 
et  deux  rayons  vecteurs.  Si  l’on  nomme  p,  &>  les  coordon- 
nées polaires,  fOo  d ^ lis  valeurs  de  o)  qui  répondent  aux 
rayons  extrêmes,  l’expression  générale  des  secteurs  dont 
nous  parlons  sera 


Si  l'on  seul  avoir  l'aire  comprise  entre  deux  courbes 
données  et  les  rayons  vecteurs  <pii  répondent  aux  angles 
tü, , 12,  on  emploiera  la  lormiile 


où  P Cl  p' désignent  les  rayons  vecteurs  des  deux  courbes 
données. 

Nous  avons  donné,  dans  le  Calcul  différentiel,  divers 
exemples  de  quadrature  dans  lesquels  l’intégration  s’ef- 
fectue immédiatement  ; uous  en  présenterons  ici  quelques 
autres. 

5ÎÎ0.  Paraboles.  — On  comprend  sous  la  dénorhina- 
tion  de  paraboles,  les  courbes  représentées  en  eoordon- 
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nées  rectilignes  par 


ou  m 

Il  l’aire  OMP 


Désignons  par 
la  courbe,  l’axe  des  ab- 


scisses et  l’ordonnée  MP  =/.  On  a,  dans  le  cas  des  coor- 
données reclaiigulaires, 


1 n 

lia  = y (h:  = j/"  -r"  r/.r, 

d’où 


m m 

- 1>  X 


m 


m + n 


•»T- 


Or,  le  produit  xy  est  égal  à l’aire  du  rectangle  OPMQ, 
construit  sur  les  coordonnées  du  |)oiiit  M;  on  a donc 


OMP  _ m OMP  _ m 

OPiMQ  ~ 'tir~n  OAIQ  ~ n ' 

par  conséquent  la  parabole  partage  l’aire  du  rectangle  en 
deux  parties  qui  sont  entre  elles  dans  le  rapport  des  nom- 
bres 171  et  71. 

Réciproquement,  toute  courbe  qui  jouit  de  celte  pro- 
priété est  une  parabole;  car  la  proportion  précédente, 
savoir 

Il  m 

XJ'  — U n 

donne 

“=-^— du=jfdx=z  —!^(xdx + rdx), 
m n m -h  « 


V 
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et 


rl^:  dt 

m — — n — 
•T  y 
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OU  f/logx" — rflogr*=o. 


ce  qui  montre  que  le  rap[)ort  --  est  égal  à une  constante. 

551.  H Yi'Knnoi.ES.  — Oiî  désigne  sous  le  nom  A'hyper- 
holcs  les  courbes  représentées  en  coordonnées  rectilignes 
par  une  éipialion  de  la  fori|ic  ^ 


où  m et  II  sont  des  exposants  positifs.  Supposons  que  ni 
ne  soit  pas  inférieur  à n et  considérons  la  branche  de 


ol  A r ï 


courbe  située  dans  l’angle  des  coordonnées  positives  et 
qui  a pour  asymptotes  les  deux  axes  Ox,  Oy.  Soient 
AC  = MP  = ^ les  ordonnées  tjui  répondent  aux 
abscisses  x„  et  x;  ii  l’aire  comprise  entre  ces  ordonnées, 
l’axe  des  abscisses  et  la  courbe.  On  a,  dans  le  cas  des  coor- 
données rectangulaires, 

I " 

du  = y dx.  = p”'  X d.r, 

» 

d’où,  en  exceptant  le  cas  de  m = ii, 


On  voit  que  l’aire  u croit  au  delà  de  toute  limite 
quand  x tend  vers  l’inlini  ; au  contraire,  elle  tend  vers 
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iinc  limite  finie 

U = 


■*:r, 


quand  x,  tend  vers  zéro.  I.a  foi  mule  précédente  exprime 
que  l’aire  indéfinie  U e.st  au  rectangle  OPMQ,  construit 
sur  les  coordonnées  du  point  iM,  dans  le  rapport  constant 
de  m à m — n. 

Celte  propriété  appartient  exclusivement  aux  liyper- 
boles,  car  la  formule  précédente  donne 

</l)  r=.ydx—  -i-  nlx), 

fil  — Il 

d’où  l’on  lire 


m — h rt  — = o ou  d log  (.r"  y“)  — O, 

X 

et,  par  conséquent, 

ym  _ consl_ 

552.  Lempuscate.  — Parmi  les  courbes  dont  la  qua- 
drature peut  être  effectuée  rigoureusement,  au  point  de 
vue  de  la  géométrie,  il  faut  remarquer  la  lenmiscate  de 
Bernoulli.  Cette  courbe  a la  propriété  que  les  tlistances 
de  chacun  de  ses  points  à deux  points  fixes, dont  la  dis- 
tance est  ont  un  produit  constant  et  égal  à a'.  En 
coordonnées  polaires,  la  lemniscate  a pour  équation 

p'  = 2 a’  cos  2 m, 

P désignant  le  rayon  vecteur  issu  du  centre.  L’aire  u du 
secteur  déterminé  parles  rayons  qui  répondent  aux  va- 
leurs o>o,  îl  de  w a pour  valeur 

($in2ll  — sin2w„). 

La  courbe  est  symétrique  par  rapport  à l’axe  po- 


" = r ^ 


COS  2 6>  c/  w =z  — 
2 
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laire  Ox  et  à la  perpendiculaire  O)'  à cet  axe;  elle 
est  composée  de  deux  brandies  fermées,  et  les  deux  tan- 
gentes l^r',  SS'  menées  par  le  ccnire  O sont  inclinées  de 


r 

y 


U 


45  degrés  sur  l’axe.  Si  l’on  veut  l’aire  comprise  dans  l’une 
des  branches,  il  faudra  faire  fl  = ^ dans  la 


formule  précédente,  qui  alors  donnera 

U — <j’. 


4 


553.  Folium  pe  Descartes.  — La  courbe  connue  sous 
ce  nom  a pour  équation  en  coordonnées  rectangulaires 

J'’  — ’iaxy  ■=  o, 

a étant  un  paramètre  donné.  Elle  se  com|>ose  de  deux 
branches  inGnics  qui  se  rencontrent  à l’origine  des  coor- 

i 


données,  et  qui  oiit  pour  asymptote  la  droite  représentée 
par  récpiation 

■r  -f-_r  -I-  fl  = O. 

Il  convient  de  substituer  à x et  y les  coordonnées  po- 
laires P et  (0,  telles  que 


x=pcoS6i,  y^  = psinw. 
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P 


3 <7  si  n 6>  ens  u 
sin'w  -I-  cüs’u’ 


et  celle  de  l'asymptote  est 


— a 


sinu  -f-  cosw 


L’aire  comprise  entre  la  coui  be  et  les  rayons  qui  ré- 
pondent aux  valeurs  Wq  et  Cl  de  w sera 


la  quantité  sous 
on  a donc 


r ' w 3"’ 

"=X. 

le  signe 


jr^.,  , 7/0. 

I i Ung’w 

I 

(i-l-tanj^>u)»  ’ 


est  la  différentielle  de 


I -+-  iani’'w’ 


i ■ 1. 

2 L' '■“"y'"»  i-t-ung‘tlj 
Si  l'on  veut  l’aire  de  la  surface  de  la  boucle  formée  par  la 
courbe,  on  fera  to,  = o,  fî=^,  ce  qui  donnera  pour 

résultat 

a 

Pour  avoir  l’aire  comprise  entre  une  branche  de  la 
courbe,  son  asymptote  et  deux  rayons  vecteurs,  il  faudra 
retrancher  M de  l’aire  u,  comprise  entie  l’asymptote  et 
les  rayons  vecteurs.  Cette  aire  «,  est  celle  d’un  triangle; 
elle  a d’ailleurs  pour  expression 

COS^fsl 

T 

(H-langw)’ 

ou 

_ n’ r I il 

' 2 |_i -t- tangwj  i-f-tangllj’ 
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<»’  r f — inni;!! 

?.  1 — tangü  -t-  lang’ll 


9.  — tang»>, 

I — langw,  -i-  tang’u. 


]• 


Si  l’on  veut  l’aire  indéünie  comprise  entre  la  partie  né- 
gative de  l’axe  des  x,  la  courbe  et  sou  asymptote,  il 

faudra  faire  v>^  = îî  = r,  et  il  vient  alors 


on  trouve  évidemment  la  même  valeur  pour  l’aire  com- 
prise entre  la  partie  positive  de  l’axe  des_)%  la  courbe  et 
son  asymptote.  Eu  ajoutant  .à  ces  deux  aires  celle  du 
triangle  formé  par  l’asymptote  et  les  axes,  laquelle  est 


encore  égale  à on  obtiendra  l’aire  totale  comprise 


entre  les  deux  branches  iiiliviies  et  leur  asymptote.  Cette 
aire  est  égale,  comme  ou  voit,  à celle  de  la  boucle 
fermée. 


Dt!  la  rectification  des  courbes. 


554.  Le  problème  de  la  rectification  des  courbes  planes 
ou  gauches  ne  diffère  pas  de  celui  dont  nous  venons  de 
nous  occuper. 

Soit  s un  arc  de  courbe  plane  compté  à partir  d’une 
origine  arbitraire;  daus  le  système  des  coordonnées  rec- 
tangulaires, on  a 

lis  ‘ -t-  fty‘  ; 


si  donc  on  désigne  par  t la  variable  indépendante,  par  t^, 
T les  valeurs  de  t (jiii  répondent  à l’origine  d’un  arc  S 
et  à son  extrémité,  on  aura,  en  supposant  que  t varie 
dans  le  même  sens  quand  on  décrit  l’arc  S, 


-X 


^ \jft.r^  -t-  //v’ 

Ut. 

lit 
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Si  l’on  emploie  les  coordonnées  polaires  p et  w,  et  que 
l’on  désigne  toujours  par  t la  variable  indépendante,  on 
aura  (n“ 202) 

s= 

Des  formules  analogues  ont  lieu  pour  les  courbes 
gauclics.  Désignons  par  s l’arc  d’une  courbe  quelconque, 
compté  à partir  d’une  origine  arbitraire;  dans  le  sys- 
tème des  coordonnées  rectangulaires,  on  a 

ds  — -t-  -f-  dz' , 

et  quand  on  emploie  les  coordonnées  polaires  r,  6,  la 
même  dilléientiellc  a pour  expression  (n“259) 

ds  = ^dr'  r’i/0’  -f-  r*  sin’0  d'^'. 


donc  si  l’on  représente  par  t la  variable  Indépendante, 
l’arc  S dont  les  extrémités  répondent  aux  valeurs  /, 
et  T de  f aura  pour  expression 


ou 


I. 


dr^  -+■  dz^  , 
- dt. 


dt 


-(- r’ f/0’ -t- r'sin’6  f/-}’ 

dt 


S’il  s’agit  d’une  courbe  spliérique,  et  qu’on  prenne  le 
centre  de  la  sphère  pour  origine  des  rayons  vecteurs,  on 
aura  r = const.,  et  la  formule  précédente  deviendra 


lit 


dt. 


Nous  avons  donné,  dans  le  Calcul  différentiel,  l’expres- 
sion d’un  arc  de  parabole  et  nous  avons  été  conduit  natu- 
II.  i6 
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rellcment  à traiter  aussi  de  la  reciificalion  de  quelques 
autres  courbes.  Il  serait  superflu  de  multiplier  ici  les 
exemples,  et  nous  nous  boi  neroiis  à en  présetilcr  quel- 
ques-uns qui  oflient  un  certain  intérêt  pour  la  géométrie 
ou  môme  pour  l’analyse. 


Rectification  de  V ellij>se  et  de  l'hyperbole. 


S55.  Considérons  une  ellipse  dont  le  demi-grand  axe 
sera  pris  pour  unité  et  dont  l’excentricité  sera  repré- 
sentée par  A.  Les  coordonnées  rectangulaires  delà  courbe 
rapportée  à scs  axes  seront  (n“  221  ) si  ncp,  yi  — A*  cos  y,  et 
la  différentielle  de  l’arc  sera  y'i  — A'siiryrfip.  D’après 
cela,  si  l’on  désigne,  avec  Legendre,  par  E (y)  la  lon- 
gueur de  l’arc  d’ellipse  compté  à pai  tir  de  l’une  des  extré- 
mités du  petit  axe,  où  l’angle  ^ est  nul,  et  terminé  au 
point  qui  répond  à une  valeur  quelconque  de  y,  on  aura 

;'i)  E(<f)=  r >/i— 4’sin’Ÿ  rfif, 

Jo 


et  l’on  peut  écrire  aussi  (ii“  22t  ). 

(2)  E(,)= 

Jo  VI— A’sin’y  V'*— 

Si  l’on  considère  en  même  temps  une  hyperbole  dont 
le  demi-axe  transverse  soit  A et  le  demi-axe  non  trans- 


verse y^t — A’,  les  coordonnées  de  la  courbe  rapportée 

à ses  axes  pourront  être  représentées  ( n“  222)  par 

, ^ \/ > — X’sin’»  . 

(i — A’)  tang  y et désignant  alors  par  T(if  ) 

l’arc  d’hyperbole  compté  à partir  de  l’axe  des  sommets 
où  f est  nul,  et  terminé  au  point  qui  répond  à une  valeur 
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quelconque  de  cf,  ou  aura 


,3, 

Jo  cos’t  ^1— A’sin’y 
et  l’on  peut  écrire  aussi  (n”  222), 


(4) 


V'^ — X’sin’® 

-+-  tani;^  \/ 1 — X’sin’y 


Les  formules  (a)  et  (4)  moiitn-nt  que  l’arc  d’ellipse 
E (f)  et  l'arc  d’hyperbole  T (y)  s’cxprlincnl  par  le  moyeu 
des  intégrales  elliptiques  de  première  et  de  deuxième  es- 
pèce, et  réciproquement  ces  intégrales  elliptiques  peu- 
vent s’exprimer  au  inoj'en  d’un  arc  d’ellipse  et  d’un  arc 
d’hyperbole;  il  convient  de  se  rappeler  (jue  la  partie  algé- 
brique tangipy/7— Â’sin’ij)  contenue  dans  la  formule  (4) 
est  égale  à la  tangente,  h l'extrémité  de  l’arc  T((j^),  ter- 
minée par  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  la 
courbe  sur  celle  tangente  (n”222). 

Legendre  a désigné  par  la  notation  F (y)  la  fonction 
elliptique  de  première  espèce;  ainsi  l’on  a 


ou 


? ,to 
y/ 1 — X'  sin*»’ 


Jr  ? r/o 

en  faisant,  pour  abréger,  comme  au  n”  438, 


(6)  Ay  = ^i— X'sin’;>; 

mais  l’illustre  auteur  a adopté,  pour  fonction  de  deuxième 
espèce,  l’arc  d’ellipse  E(f  ),  et  de  là  la  dénomination  de 
fonctions  elliptiques  appliquée  aux  transcendantes  que 

t6 
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nous  considérons.  La  formule  (a)  donne 


JÇ  ? sin’y  fi  Y 

O 


= 1[F(ÿ)-e(^)], 


en  sorte  que  la  fonction  que  nous  sommes  convenus  de 
choisir  pour  constituer  la  deuxième  espèce  des  intégrales 
elliptiques  s’exprime  au  moyen  de  l’arc  d’ellipse  et  de  la 
fonction  de  première  espèce. 

La  formule  (4)  donne  aussi,  en  faisant  usage  de  la  for- 
mule (a), 

(8)  r (ç)  = (i  — /»)  F(«p)  — E (o)  + Ay  tangy. 


S50.  On  peut  développer  en  série  les  arcs  d’ellipse  et 
d’hyperbole,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  fonctions 
F(<]p)  et  E((j)  (n'’483).  On  .a,  parla  formule  du  binôme. 


1.3 


1.3.5  , . 

X'sm'o)  H A'sin'ia 

2.4.0 


— = I -4-  - X’sin’y  4 , 

A,y  2 2.4 

I ' / • ' • 3 , . 

A®  =i A'  sin’y 7 X'sin'  ® 7—;  X‘sin*y  — . . . , 

^ -2  2.4  2.4.0 

et,  par  conséquent , 

I r ? 1.3  rf  . 

F(y)=ryH — X’  I sin’yrfyH v X*  j sm'yrfy 

^ Ju  ^ -H  Jo 


"y  (/y  - 


(9) 


1.3.5 r? . . 

2 4 -b  Jo 

I r?  t r? 

E(t)  = T-“X»J^  sin-yrfy---^x*j^  s.n* 


y 4y 


f 

sm‘yc/y  — . . .. 


Les  séries  contenues  dans  ces  formules  sont  toujours 
convergentes  fà  cause  de  k <^i,  et  on  verra  plus  loin  qu  on 
peut  toujours  diminuer  ce  module  autant  qu  on  le  veut; 
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la  première  formule  ne  diffère  pas  de  l’une  de  eelles  que 
nous  a\ons  donnée  au  n"  483;  les  intégrales  contenues 
dans  les  seconds  membres  sont  données  par  les  formules 
du  n°  456. 


Lorsque  ç = les  fonctions  F (cji),  F.(«p)  sont  les  inté- 
grales complètes  de  première  et  de  deuxième  espèce 
de  Legendre;  nous  les  représenterons  parFi,  E,.  Oo  a 

(11"  488) 


X 


2 

sin" 


1.3. 5. ..(2/71  — l)jr 
2.4.6. . . 2 /»  2’ 


et,  par  conséquent, 


14- 

1 2 

. 

V/ 

U-  4 6/  J 

a)’'- 1 

V2-4/ 

x-ny-- •] 

la  seconde  des  formules  (10)  donne  la  longcur  du  qua- 
drant de  l’ellipse. 


Du  changement  du  module  dans  les  fonctions 
elliptiques . — Théorème  de  Landen. 

557.  Une  des  propriétés  les  plus  remarquables  des  in- 
tégrales elliptiques  de  première  espèce  consiste  en  ce  que 
cbacune  de  ces  fonctions  peut  être  transformée  d’une 
iiiGnité  de  manières  différentes  en  une  autre  fonction 
elliptique  de  même  espece  dont  le  module  est  à volonté 
plus  petit  ou  plus  grand  que  le  module  de  la  proposée.  11 
en  résulte  que  l'on  peut  former  diverses  séries  de  mo- 
dules, indéfinies  dans  les  deux  sens,  dont  les  termes  s’ap- 
procbeiit  respectivement  de  zéro  et  de  l'unité,  et  qui 
répondent  à des  fonctions  cllipti(|ues  de  première  espèce 
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égales  entre  elles.  Nous  ne  saurions  entreprendre  dans  eel 
ouvrage  le  développement  de  rimportanle  théorie  de  la 
transformation  des  fonctions  elliptiques;  mais  nous 
croyons  utile  cependant  de  faire  connaître  la  première 
échelle  de  modules  découverte  par  Legendre,  ce  qui  nous 
permettra  d’établir  le  curieux  théorème  de  Landcn  rela- 
tif aux  arcs  d'hypeiLole. 

Soient  h une  quantité  donnée  comprise  entre  oet  i, 
ijp  un  angle  variable,  et  posons  comme  précédeinnient 

\^  = \ — A’  sin’if , 

le  radical  étant  pris  avec  le  signe  On  peut  déterminer 
un  angle  qui  satisfasse  aux  deux  équations 

(i)  sin(2y,  — (j>)  = /sinif,  cos(2®,  — y)  = A(f. 


qui,  en  outre,  varie  d’une  manière  continue  avec  ip  et 
s'annule  en  même  temps  que  lui.  Puisque  A^est  positif, 

l'angle  a ip, — p restera  toujours  compris  entre  — ^ 
et  -+-fi  si  l’oit  désigne  par  d»  l’angle  compris  entre  o 

JT  . • . 

et  - qui  a A smp  pour  sinus,  on  aura 


© -I  «h 


en  sorte  que  p,  est  déterminée  sans  ambiguïté  lorsque  p est 
donne;  réciproquement  la  valeur  de  p est  entièrement 
déterminée  quand  p,  est  donné.  Ces  deux  angles  varient 
simultanément  de  o .à  -(-  oo  ou  de  o à — oo  ; quand 

p = TT,  est  nul  et  on  a o,  = - • 

Si  l’on  ajoute  les  équations  (i)  après  les  avoir  multi- 
pliées par  — sinp  et  4-  eosp,  puis  par  -I-  cosp  et  -t-sinp, 
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il  viendra 


d’où 


cos  a»,  r=  ros^  A Y — i sin*^ , 
sin  2f , = sin  7 ( X cosf  + Af  ), 


a cos’ifi  = 1 — ^ sin’y  -4-  cossA^, 
a sin’f,  = I -f-  /!•  sin’y  — cos^A^, 
a sin  fl  cosf,  =;  sinç  cos»  -f-  Af). 

La  première  des  équations  (i)  donne  aussi 

(3)  ta 

(4)  ‘angf 

et  si  l’on  pose 


a \/â 

7+V 


on  aura  encore 


(5) 


sm<p  : 


COStj^  = 


A Qi  ^ 


I 

-f-  cos  2fi  ’ 

?■)  = 

1 — X 

= ,-^angf„ 

A, fl 

1 = ^1  — / ; sin' 

2 

sin*y,  cos^, 

I “4“  X A| 

2 • , 

1 + X 

I — 

Al  fl 

aX 

I -f-  X ^ 

Alfl 

Ensuite,  la  première  des  formules  (i)  donne  par  la  dif- 
férentiation, en  faisant  usage  de  la  seconde  formule, 


A CUS<p  — f*  Af  A^ 

ou,  à cause  de  la  troisième  formule  (a)  et  de  la  pre- 
mière formule  (5), 

f/ç^,  1-4-  X ti  9 

A,f,  2 Av 
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et,  puisque  <j>  et  s’annulciil  en  même  temps,  ou 


aura 


(6, 

Jo  s/l  — ^;sin'<p,  2 X v^'  — 

ce  qui  est  l'importante  formule  découverte  par  Legendre. 
Si  l’on  pose 

l’équation  (6)  deviendra 
(7) 


F(X„T.)  = -^iF(/,Ÿ). 


Désignons  par  F,  (A),  F,  (A,)  les  fonctions  complètes 
de  modules  A et  A,  ; lorsque  <p  est  égal  à z,  l'angle  (f,  a la 

valeur-;  d'ailleurs  on  a évidemment 
2 

F(A,,r)  = 2F(A,^j  =2F,(A), 

donc 


(8)  F,(A.)  = (.  + A)F,(A). 


o58.  D’après  te  qui  précède,  les  modules  A et  A,  peu- 
vent être  ramenés  l’un  à l’autre;  ces  modules  sont  liés 
entre  eux  par  la  relation 


(9) 


2 i 

I -Ta’ 


et  si  l’on  désigne  par  A',  A',  les  modules  complémentaires 
de  A et  A,,  c’est-.à-dire  y/i  — A*  et  X — 


(■<>) 

d’où 

(II) 


I — A 

TTa’ 


X = 


I --  A'. 

I + A',  ' 
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la  formule  (lo)  donne 


(la) 


{« 


-,  d’où 


Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  considère  une  suite  intinic 
dans  les  deux  sens, 


(.3) 


. . . ■ ■ ■ , 


dans  laquelle  le  terme  k„  = A est  inferieur  à i,  et  dont 
chaque  terme  se  déduit  du  précédent  par  la  formule 


(■4) 


i-t-k]' 


le  terme  A„  tendra  vers  Tunité  si  m tend  vers  -f- oo  , et 
il  tendra  vers  zéro  si  m tend  vers  — oo  . On  peut  donc 
ramener  une  fonction  elliptique  de  première  espèce 
F (A,  y)  à une  autre  F (A,,  cj',),  dans  laquelle  le  module  A,- 
est  aussi  près  que  l’on  voudra  de  zéro  ou  de  l’unité; 
quant  à l’amplitude  ç,-  de  cette  nouvelle  fonction,  elle 
peut  être  facilement  calculée  par  le  moyen  des  formules 
établies  précédemment. 

Considérons,  par  exemple,  la  fonction  complète  F,  (A), 
on  aura,  par  la  formule  (8), 

F.{A)=(H-X_,)F(A_,) 

. =(i-+-/_,)(i-hX_,)F(X_,) 


= (i  -t-  A_,)  (i  4-  X_,).  . .(■  -t-  X_)  F(X-..). 

Or,  si  i tend  vers  -+-  oo  , A_,  tend  vers  zéro,  et  F (A'_.) 
tend  vers  la  limite  ^ ; on  a donc  ce  développement  remar- 
quable de  la  fonction  complète  F,  (A), 

(i5)  F,  (A)  = ^ (i-t-  X-,)  (.  + X_,)  (i  -t-  X_.î .... 
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5ü9.  La  transformation  dont  nous  venons  de  nous 
occuper  conduit  à des  résultats  importants  relatifs  aux 
fonctions  de  deuxième  espece.  Si  l’on  multiplie  l’é- 
quation 

f/vi  I -t-  /■  fif 

A, y,  2 Ay 

par  sin’cj.,,  on  aura,  par  les  formules  (2), 


sin’y,  f/y,  X f i -(-  i)  sin’of/y 

A, y,  4 


X (I  y 

4 ^'i' 


t + X 

~4~ 


et,  en  intégrant. 


sin’y,f/y, 


/ f I -I-  X ) sin’y  f/y 

4 /o 

I -f-  ^ . I 

-+-  F(X,y)  - - siny. 


Introduisons,  ou  lieu  des  intégrales  de  deuxième  es- 
pèce, les  arcs  d’ellipse  E {/,  cp),  E (A,,  ç,)  ; comme  ou  a 
(n°55o) 


f ^ ir  (f..,.)— E 


la  formule  (16)  deviendra,  en  faisant  usage  de  la  for- 
mule (7), 

(17)  (i  -4-  X ) E(X„  y,)  ^ E (X,  y)  - 1 X'»F(X,  y)  -H  X-  siny. 

Cette  é(|uatioii  montre  (jue  la  fonction  elliptique  de 
première  espèce  F (A,  <f)  peut  s’exprimer  par  deux  arcs 
appartenant  à deux  ellipses  différentes. 

L’arc  d’iiypeibole  est  donné,  comtne  on  l’a  vu  au 
n°  51)5,  par  la  formule 

ï ( X-,  y)  ==  X ’F  ( X,  y)  — E (X , y ] lang  y Ay  ; 
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en  éliminanl  la  fonction  F de  celte  expression  au  moyen 
de  la  formule  (17),  il  vient 

8)  P'  = E {X-,  î)  - 2 ( . + X ) E (X„  .p.) 

I H- 2X  sin^  + langç  A(p. 

Si  l’on  retranche  de  celte  formule  celle  qu’on  en  déduit 
en  changeant  tf  et  o,  en  4>  cl  l’équation  résultante 
exprimera  le  ihéorcme  découvert,  il  y a plus  d’un  siècle, 
par  le  géomètre  anglais  Landen,  savoir  que  tout  arc  d'hy- 
perbole peut  être  exprimé  par  deux  arcs  d'ellipse.  Réci- 
proquement, tout  arc  d'ellipse  peut  être  exprimé  pur 
deux  arcs  d'hjpcrbole;  il  est  facile  de  conclure  cette 
proposition  des  formules  que  nous  avons  établies. 

S60.  Si  dans  la  formule  (17)  on  suppose  9 = 7t,  <fi—  ^ i 

on  obtiendra  la  relation  suivante  entre  les  fonctions 
complètes  ; 

(i  X )E,  (X.)=  2E,  {X  j — X'>F,(X  ). 

Remplaçant  par  A',  A' et  A,  d’abord  par  Aj,  A'  , A;^,,  puis 
par  A,_i,  A'_,,  A,,  on  aura 

(i  4-  X.)E,  (X,+,)  = aE,  (X,)  - X;.’  F,  (X,), 

(i-t-  X,_.)E,  (Xd  = 2E,(X._,)-  X;1,F,(X,_,), 

les  modules  A,_i,  A,,  A,.,.,  étant  déterminés  en  fonction  du 
module  initial  A»  ou  A,  comme  on  l’a  expliqué  au  n“  558. 
On  a aussi  (n**  557  ) 

F.(X,)  = (l4-X._,)F,(X,_,); 

si  donc  on  élimine  la  fonction  F,  entre  les  équations  j>ré- 
cédentes,  et  que  l’on  remplace  A,_,,  A'_,  par  les  quantités 


Digitized  by  Google 


353 


CALCrl.  IHTÉGUAL. 


égales  ' — ri  il  viendra 

I X'j  I -f-  /',■ 

( 1 9 ) X ' ( . -h  /;)  E. (X (-a  -f-  X'  ) E,  (X,) -f- ( 1 + X.)  E,(X..„)  = o, 

relation  remarquable  entre  les  circonférences  de  trois 
ellipses  ayant  pour  excentricités  A:,, 


Des  courbes  algébriques  dont  les  arcs  s' expriment  par 
des  arcs  de  cercle. 

561 . La  recherche  des  courbes  algébriques  dont  les 
arcs  s’expriment  par  des  arcs  de  cercle  offre  un  certain 
intérêt  au  point  de  vue  de  la  géométrie:  car  on  peut 
exécuter  sur  ces  courbes,  comme  sur  le  cercle,  toutes  les 
constructions  relatives  à l’addition  ou  à la  soustraction 
des  arcs,  à leur  multiplication  ou  à leur  division.  Euler 
s’est  beaucoup  occupé  de  cette  recherche,  et,  dans  un 
Mémoire  qui  n’a  été  publié  qu’api-cs  sa  mort,  il  a fait 
connaître  une  famille  de  courbes  possédant  la  propriété 
en  question,  courbes  qu’il  n’a  trouvées,  dit-il,  qu’après 
avoir  travaillé  longtemps  sur  cette  matière. 

Les  courbes  découvertes  par  Euler  ne  forment  qu’un 
cas  très-particulier  de  celles  dont  l’arc  indéfini  s'exprime 
par  un  arc  de  cercle,  et  dont  les  coordonnées  rectilignes 
sont  des  fonctions  rationnelles  de  la  tangente  trigonomé- 
irique  de  cet  arc.  J’ai  fait  connaître  toutes  ces  courbes 
dans  un  Mémoire  qui  fait  partie  du  XXXV'  cahier  du 
Journal  de  l'École  Poljtechnique,  et  j’ai  montré  qu’elles 
formaient  une  iiiGnité  de  classes  distinctes,  comprenant 
chacune  une  infinité  de  courbes  individuelles.  Je  me  bor- 
nerai ici  h développer  la  solution  du  cas  le  plus  simple, 
qui  comprend  les  courbes  de  la  première  classe. 

Si  l’on  désigne  par  i l’imaginaire  — i,  par  g une 
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quantité  positive,  par  n un  angle  réel,  et  par  e la  base 
des  logarithmes  népériens,  puis  que  l’on  fasse 

r = (a  — a)"*'  {z  — (i  — c]f*‘ , , 

T = (a— a)-+'(a- 6/+' (a--/)'/*',.  , 

a et  a étant  des  constantes  imaginaires  et  conjuguées, 
ainsi  que  b et  6,  c et  , et  m,  «,  p,  q,.  . étant  des 

entiers  positifs,  la  solution  générale  du  problème  proposé 
sera  donnée  par  la  formule 

(l)  X 4-  »>•  = ge'"  r - - dz, 

pourvu  que  les  constantes  a,  c, o,  y, .. . soient 
choisies  de  manière  (juc  rintégralc  qui  ligure  dans  la 
formule  précédente  soit  algébrique.  On  a elleeiivement 


■ t fa  — i'r 

f/x  -I-  idy  — "C  ° 

° T (a  4-/)-^^ 


dz. 


et , en  changeant  i en  — /, 

dx  — idy  = gc~‘°  - 

La  multiplication  des  formules  précédentes  donne 


fpdz' 


dz 


et 


dx^  f/r’  = — 9 d’où  -f-  ^ 

r‘  \'dx^-ydy'  , 

I dz  =z  !T  arc  tane  a. 

J. 


Comme  le  degré  du  numérateur  de  la  fraction 

- — -- — est  inférieur  de  deux  unités  au  degré  du  dé- 

T (a4-//~-^'  ° 

nominateur,  si  p désigne  le  nombre  des  constantes  a,  è, 

c, . . . , ou  «,  6,  y, . . . , il  sullira  de  satisfaire  .à  p — i. 
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conclilious  (n‘’'il9)  pour  rendre  algébrique  l’expression 
de  j:  -+-  if. 

Lorsque  f et  t se  réduisent  à runité,  notre  formule  ne 
donne  p.is  d’antre  courbe  que  le  cercle;  le  cas  le  plus 
simple  est  donc  celui  dans  lecjuel  on  a 

T = (z  Ot)"*', 

la  formule  (i)  devient  alors 

( 2 ) X -h  ij-  = gc'  ° f i--— - ~T  '?1  dz 

et  une  seule  condition  suffit  pour  que  l’intégrale  soit 
algébrique.  Pour  trouver  cette  condition  de  la  manière 
la  plus  simple,  soit  u une  nouvelle  variable,  et  posons 


Z — I a — / 

: -I-  / « H-  / ’ 


faisons  aussi,  pour  abréger, 

a -J-  /)  (ot  — f) 


(3) 


et 


puis 


Hz 


Il  rt  -t-  J 


; du^ 


(z  — trdz  I (a  — iN***^' 

= — I I u"'dut 

{z  4-  /)"■*■*  2f  \a  i I 


Z — a a -h  t //  — I 


z — a a-f-/w  — Ç 

D’après  cela  la  formule  (a)  devient 

rn^fn  — 

~~  — • , 


X -4-  . 


Digitized  by  Googlç 


V 


CHAPITRE  IV. 

en  faisant,  pour  abréger, 


A :=  Ü Y'"- 

2 i \ a + /'  / \ a + i ) 


255 


On  voit  alors  que  la  condition  pour  que  x iy  soit  algé- 
brique est 


(4) 


H"îr(  c~ 


O. 


Celte  équation  en  ^ est  du  degré  m i ; elle  a une  ra- 
cine égale  il  i,  et  si  n est  inférieur  à m,  elle  a m — n ra- 
cines iiullcs  ; le  nombre  des  racines  différentes  de  o et 
de  I est  donc  égal  au  plus  petit  des  nombres  m et  n \ ou 
reconnaît  que  toutes  ces  racines  sont  réelles,  inégales  et 
comprises  entre  o et  i,  en  appliquant  n fois  de  suite  le 
théorème  de  Rülle  il  ré<[uation 

qui  a m racines  nulles  et  n -f- i racines  égales  à i.  Les 
racines  nulles  de  l’équation  (4)  ne  peuvent  nous  con- 
venir, car,  pour  Ç = o,  la  formule  (3)  donne  n = — i ou 
a = -4-  i;  mais  l’une  de  ces  équations  entraîne  l'autre, 
puisque  a et  a sont  conjuguées  ; les  facteurs  z — a,  z — a 
deviennent  z -i-  i,  z — i;  par  suite  on  retombe  sur  le  cas 
où  les  polynômes  t et  t se  réduisent  à Tunilé.  Pour  ^ — i 
l’équation  (3)  donne  a = a,  et  la  formule  (2)  se  réduit 
encore  à celle  que  donne  l’hypothèse  t = r = i. 

Mais  à chacune  des  racines  ^ comprises  entre  o et  i 
répondent  pour  a et  a des  valeurs  imaginaires  et  conju- 
guées l’une  de  l’autre.  Remarquons  d’abord  qu’on  peut 
supposer 

(5)  aa  = i 

sans  diminuer  la  généralité  de  la  solution,  car  on  ramè- 
nera le  cas  contraire  à celui-là  par  un  changement  de  va- 
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riable.  Il  suffira  clToclivcmcnt  d’écrire  au  lieu  de  . 

I — tz 

en  prenant  pour  t l’une  des  racines  de  l’équation 
rt  -)-  a 

«’  -4-  2 c — I O ; 


parla  transformation  dont  il  vient  d’être  question  la  for- 
mule (2)  devient 

irr  r /)•' 

X -f-  ir  = ffe  ” I ; f/z, 

a,  et  a,  ayant  les  valeurs  suivantes  : 


a,  =: 


1 -t-  «I 


2 i 

I as  ’ 


d'où  l’on  conclut  ci,  *,  = 1.  On  peut  donc  admettre  l’é- 
quation (5),  et  de  cette  équation,  combinée  avec  (3),  011 
tire  alors 

2 I - ; ■ 

I 4-  Ç I 4-  < 

2V^  • I — ? .. 
h-î;  14-:;'’ 

si  l’on  donne  à ci  et  à a ces  valeurs,  dans  la  formule  (2), 
l’expression  de  x iy  sera  algébiiquc. 

562.  Considérons  le  cas  de  ni  = 1 qui  répond  aux 
courbes  d’Euler.  L’équation  (2)  devient 


(7) 


X i>  = gc°‘ 


Ci)*+'  {z  — i) 
Vj^ïz  4-  i ] > 


c/-; 


et  l'équation  de  condition  est 


c/;> 
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d’où  l’on  tire,  en  faisaiii  abstraction  des  ratines  ^ = o, 


n -f-  2 


Les  équations  (6)  donnent  ensuite  les  valeurs  suivantes 
de  a et  de  a, 


(8) 


\’H  (/?  -t-  2)  /■ 

/M-  I n -t-  I ’ 

\l /I  ( il i 
H -f-  1 « + I 


L’intégrale  qui  forme  le  second  membre  de  l’équa- 
tion (7)  étant  une  fonction  algébrique,  il  est  clair  que  le 
dénominateur  de  cette  fonction  est  (z  — 

En  outre,  si  l’on  prend  l’intégrale  de  manière  i|u’elle 
s’annule  pour  z = a,  le  numérateur  sera  divisible  par 
(z — o)"'*’*;  et,  parce  que  ce  numérateur  ne  peut  être 
que  du  degré  n 2,  on  aura  un  résultat  de  la  forme 


.r  -1-  ir  tz.--  ' 


(ï  — 


-+-  const. 


Comme  la  constante  n’Influe  tjue  sur  la  position  de  l'ori- 
gine des  coordonnées,  nous  la  supposerons  nulle,  et  nous 
prendrons  simplement 


(9) 


■+■  <y  — ÿc”' 


(z  — 


où  g et  a n’ont  pas,  bien  entendu,  les  mêmes  valeuts 
numériques  que  précédemment.  On  aura  l’équation  des 
courbes  dont  nous  nous  occupons,  en  coordonnées  recti- 
lignes, en  éliminant  z entre  ré(|uation  (9)  et  celle  qu’on 
en  déduit  par  le  cbangeinent  de  i en  — i \ mais  il  est 
plus  simple  d’employer  les  coordonnées  polaires,  et  de 
substituer  l’intégration  à l'élimination. 

En  dill'ércntianl  l’équation  (q),  et  en  faisant  usage  des 
II.  17 
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formules  (8)  il  vient 

il  faut  remarquer  que  l’équation  (9)  entraine  l'équa- 
tion (10)  quel  que  soit  n;  nous  pouvons  donc  supposer 
ce  nombre  fractionnaire,  car  la  courbe  à laquelle  l'é- 
quation (9)  se  rapporte  ne  cessera  pas  d’être  algébrique. 
Ainsi  les  résultats  qui  vont  suivre  actjuièrenl  uue  géné- 
ralité que  ne  comjMjrtait  pas  notre  énoncé. 

Multipliant  chacune  des  équations  (9)  et  (10)  par  sa 
conjugée,  il  vient 

J, 

’ 



(n-l-ij’  (z  — + 

Désignons  par  p le  rayon  vecteur  par  r/s  la 

dilTérentielle  de  l’arc  de  courbe,  savoir  yjdx'*  H-  (fy*,  et 
prenons  ds  de  signe  contraire  à r/2  ; on  aura 

\J n In  7.) 

Z-  — 7 Z -+■  I 

n -t-  I 

P = " 

\] n (n  + 7)  . 


-f  > ’ = , 


d.t  =z  —7g 


n 4-  I 


z'-t-l 


et,  en  posant 


/rr  i\  ^ I • d\ 

Z = — tane  v-l — )>  oou  dz— ^ — , 

\4  J 

levicnnent 

/ . V « ( " -t-  2 ) ^ \ 


ces  formules  deviennent 
{>') 


ds  z=  g i d\. 


Digilized  by  Google 


ClUPITItE  IV. 


ClUPITItE  IV. 

En  différenliant  ré({uatinn  (ii),  on  trouve 
s/nin  -h  1) 

dp  — — g Sin>a)., 


3D9 


d’où 

(i3) 


n + I 


dp  . 

— = — sini, 
ds 


et  si  M désigne  la  seconde  coordonnée  polaire,  on  pourra 
poser 


(■4) 


P du 

= + cos\, 
ds 


puisque  + p’  /ici)’  = ds'. 

Des  équations  (ii),  (la)  et  (i4),on  déduit 


dtù  =■ 


fis  cos\ 


)fn  {ri  -h  2) 
n ■+■  I 


cosÀ  d\ 


OU 

{•5) 


f/w  — dy.  — 


v//»  n + a) 

I H COS  1 

n + I 


d\ 


, \i'ri[n  + 2) 

I + - - ' cosi 

n ■+■  I 


Pour  intégrer  l’expression  (i5),  nous  ferons  usage  d’une 
nouvelle  variable  déterminée  par  les  deux  équations 


ijn{n-^  2) 


+ cosX 


sinX 


(i6)  cosX'  = ■ 


v/«  (n  -4-  a) 
n -4-  I 


, sinX'  = 


cosX 


v///(n  -4-  a) 

I + — cosX 

n -I-  I 


Ces  équations  sont  compatibles,  car  on  en  déduit 
cos’X'  -+■  sin*X'=  I . 
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En  diffcrcntiant  la  seconde  équalion  (i6),  il  vienl 


^ 


cos'*'  dV  — 


- d>. 


d'où,  à cause  delà  première  équation  (i6), 

(l'k 

i„  ^ ,)^v  : 

, ^ cos), 

« “)  I 

])ar  suite,  l’équation  (i5)  ckvieiit 

dt/i'—  dX  — 0 ■ 

Intégrons  celte  équalion  de  manière  que  o>  s annule  en 
même  temps  que  X et  À',  il  viendra 

(17)  w — ) — (n -+- 1))', 

d’où 

^|8)  cosw  + I sinw  ; - (cos*  -r  <sin*)  (cos)'  isin)  )'  . 
Faisons,  pour  abréger, 


*??  ■ 


(n  4-  I )' 


on  aura  par  l’écpialion  (11) 
(20)  cos) 


_^L-.  Bin)=.  - 

+ S y/ii{n + ■>.)« 


et  les  équations  (id)  donneront  ensuite 


(n  -h  I ) P 

' ' ‘ n 4 I 


(21) 


cos*  -1; 

\Jn  (n  + 2) 


sin  )'  : 


I _ R 

ÿ/«  ( « 4-  9 ) P 
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On  a,  d’après  cela, 

cos  >.-(-/ siii  3i  — - , = -ff-t  iR), 

8 \Jn  («  + 2) 

I I r ft  I 

cos/' — (sinA'= — I {«  -H  1)0 /R  I : 

P + 2)  L « -i-  I [ 

et  l’équation  (i8)  devient  enlin 

I cosm  -4  i sinw 

) - " ' 


-h  1)0 ^ /B 

«4-1 


(p  — ^ + >R)  j^{« 

g[\n{n  ( 2) J 

Celte  équation  (22)  se  décompose  en  deux  autres  qui 
font  connaître  costo  et  siii'o  en  fonction  de  o -,  l’une  011 
l’autre  de  celles-ci  peut  être  regardée  connue  l’é(|uatioii 
de  nos  courbes  en  coordonnées  polaires. 

Eu  multipliant  l’équation  (22)  par  p,  il  vient 


■C  4-  /r 


n 4-  I 


(p- 


g iR  )|^{«  4- 


dans  le  cas  particulier  de  11  entier,  les  valeurs  de  .r  et  j> 
ont  la  forme  suivante  : 


l-'(p) 

X =:  — ‘—J  r 

6" 


m R, 


F et  y désignant  des  fonctions  entières  de  p. 


•^3.  Dans  le  cas  général, l’équation  (aa)  est  trop  eom- 
pli(|uée  pour  pouvoir  servir  utilement  à rétiide  des 
courbes  qu’elle  représente,  et  il  vaut  mieux  employer  b- 
système  formé  des  équations  (i  i),  (id)  et  (17),  ainsi  ((ue 
l’a  fait  Euler. 


■Si  l’on  prend  pour  unité' la  <|uantité  g 


\/t[n  ■ 


a6a  CALCUL  imtégral. 

txjualions  (i  i)  et  (la)  sc  réduiront  à 


P 


ou  a,  par  suite. 


«-t- 1 , 

h cos)., 

\in{/t  a) 

tis  — d)  ; 

•v  = ), 


en  comptant  les  arcs  à partir  de  ?.  = o,  et  il  vient 


n -I-  1 

P = -t-  COSf 

y'n  («  4-  a ) 

pour  l'équation  générale  de  nos  courbes  entre  l'arc  et  le 
rayon  vecteur.  Ces  résultats  sont  conformes  à ceux  tju'Eu- 
1er  a obtenus. 


504.  Dans  le  cas  de  « = i , l’équation  (aa)  devient, 


en  prenant  ^ pour  unité, 


cosw  -H  /sinw  = 
et  l’on  a 


(p  — a 4-  iR)  (ap  — I — iR)' 

3p’  y/3 


R = V^— p»  + 4p  — I. 

Il  en  résulte  que  la  courbe  relative  au  cas  de  « = i est 
représentée  par  l’une  ou  l’autre  des  deux  équations 


_ p‘  4-  Op  — 
3p>v/3 

— (p*+  ap  — 


— » 

a)  y/— p'4-4p—  I 


3 p’  y/3 


Dans  le  cas  de  n 

g . , 

liant  ^ pour  unité, 
cosw  4-  i sinw 


a,  l’équation  (aa)  devient,  en  pre- 
(p  — 3 4-iR)(3p-  I — /R)' 

64  P*  ’ 
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et  l'on  a 

‘ R = P*  4-  6p  — 1 . 

Il  en  résulte  que  la  courbe  relative  au  cas  de  n = i est 
représentée  par  l’une  ou  l’autre  des  deux  équations 


p‘  1 4 P’  — 8p  + I 

S (D  i-  -, ...  ■■  . - , 

8p» 

_ ( P — i)  (p’-^  4p  — ')  P’  -I-  fip~^i 
“ ' ^ »p' 


Rectification  de  la  leinniscate  et  de  l'ovale  de  Cassini. 

565.  La  leniniscate  a pour  équation  en  coordonnées 
polaires  (u®  552) 

p’  = Ao’  cos?  w ; 

il  s’ensuit  que  l’on  a 


P - r::-:  — Sin  ?o>,  p‘  -I-  p’ 

tlu 


d’où,  en  désignant  par  s l’arc  de  la  courbe  compté  à par- 
tir d'une  origine  arbitraire, 

riû  — etiü 

ris  — , OU  Ils  — 0^2  ■ 

— P*  y/cos?u 

Si  l’op  fait 

I . ' 1 . 

sinw  = sinf,  cosoi  = \ ' i sin’u, 

y 2 , V 2 

il  viendra 

<is  ~ n 


Si  donc  on  prend  la  ligne  n pour^mijé  et  que  l'on  fasse 

• I 
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comincncor  l’arc  s au  point  où  w = o,  o = o,  on  aura 


Ainsi,  l’arc  de  lu  lemiiiscnle  ii'cst  autre  chose  que  l'in- 
légrule  elliptuiue  île  première  espèce  dont  i amplitude 

est  'Ÿ  et  dont  le  module  a pour  carré  -• 

On  verra  plus  loin  que  les  fonctions  elliptiques  de  pre- 
mière espèce  peuvent  être  ajoutées  ou  reiraneliécs  entre 
elles,  multipliées  ou  divisées  algébriquement,  de  la  même 
manière  que  les  arcs  de  cercle;  il  s’ensuit  donc  qtic  l’oif 
peut  effectuer  sur  la  Icmniscate  des  constructions  ana- 
logues à celles  aux(|uelles  on  est  conduit  dans  la  théorie  * 
du  cercle. 


506.  La  Icmniscate  n’est  qii'iiii  cas  particulier  de  la 
courbe  connue  sous  le  nom  d’oen/e  de  Cassini,  et  qui 
esldéCnie  par  la  propriété  que  le  produit  des  distaiicet 
de  chaque  point  de  la  courbe  à deux  points  fixes  est  con- 
stant. L’équation  de  cette  courbe  est,  en  coordtnitiécs  po- 
laires, 

— 2rt’p’cos?.M  -t  n‘  b‘, 

2a  étant  la  distance  des  deux  points  fixes,  et  />’  le  pro- 
duit constant  des  distances  d’un  point  de  la  courbe  à ces 
points  fixes. 

L’ovale  de  Cassini  affecte  trois  foi  tues  très-dilférentcs, 
selon  que  le  rapport  — est  Inférieur,  égal  ou  supérieur 


.à  l'unité:  dans  le  cas  de  - = i,  elle  coincîde  avec  la  lem- 

II 

niscatc. 

*lS’ous  supposerons  d’abord  - <[  •»  •'‘l  nous  fêtons  * 

" -‘t 
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= a'  .«in 2 a;  dans  ce  cas,  la  courbe  csl  formée  de  deux 
boucles  fermées  égales  entre  elles,  et  l’angle  2 a est  celui 
(jue  forment  entre  elles  les  tangentes  menées  par  le  centre. 
Les  rayons  vecteurs  (jui  répondent  aux  valeurs  r»’,  et  co, 
de  «Il  déterminent  sur  la  couibe  deux  arcs  <|ue  je  repré- 
senterai par  a(«o,  fo,),  ou  simplement  par 

s(w,),  si  V,  = o.  D’après  cela,  on  Ifoiive  iaci- 

Icment 


Ç V cos2m v^ros'?w  — eos*2  3t 

" / v^cos’aw  cus’aa. 

•'u,  • 

b‘‘  I N^cosjijl  — t/cos*?,u — cos’ a a 

•)  = 7 / 


cos'2(«)  — cob*2a 


5 (w«,  '■>, 

d’où  l’on  déduit  

^ -rÂ’ 

fl)  jfsi,,  w.) -4- -T  (oi„  I - 

, ff  V cos  2 « — cos  ?.  a 


smw'=;r  siua  sino, 


« » A»  — 

’(  2^  '*(«•>  «•) 

. ^ ^SîTon  dans  la'.formule  (1)^^ 

. e^dan*  la  formule  (2), 

(4)  sinu 
on  aura 

(5)  i (f.)g,  w,  ) 4- T (w„  W|) 


cosawM-  cos  aa 


cosa 

/l> 

r' 

dy ^ 

tt 

sin’a  sin’y 

A’ 

n'P> 

a 

i 

Cüs'a  sin’^j; 

les  angles  ç,,  w»  ou  çp,,  ij/,,  w,  devant  satisfaire  aux 
équatious  (il)  et  (4)*  4.  • 


.-w.-* . 


> 


4 
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Si  l'on  fait  Uo  = o,  on  aura  aussi  Ço  — o,  = o,  et, 

en  écrivant  o,  u au  lieu  de  ç,,  ({(,,  w,,  les  équations  (5) 

et  (6‘)  donneront 

(7)  F(sin«.  ÿ)  = ^ [•'(«) + 't(«)]i 

(8)  F(coSa,  = — ^(w)], 


, 11  résulte  de  là  que  toute  fonction  elliptique  de  pre- 

mière espère  est,  <juel  <jue  soit  son  module,  exprimable 
par  la  somme  ou  par  la  différence  de  deux  arcs  de  l’ovale 
de  Cassini,  de  l’espèce  que  nous  venons  do  «-onsidércr. 
Réciproquement,  tout  arc  de  cette  courbe  est  exprimable 
au  çioycn  de  la  somme  de  deux  fonctions  elliptiques  de 
première  espèce,  dont  les  modules  sont  complémentaires. 
Ces  modules  ont  pour  valeurs 


Si  dans  l’équation  (y)  on  pose  w = «,  d’où  <j>  = ^>  et 

qu’on  désigne  par  S la  longueur  totale  de  la  courbe,  on 
aura 


F,  (sinal  = 


ce  <|ui  montre  que  la  fonction  complète  de  module  sin« 
est  exprimable  au  moyen  du  périmètre  entier  de  la 
courbe. 

Dans  le  cas  de  - = i,  l’anele  a est  égal  à - et  les  arcs 
a ^ ” a 

ff(u)  sont  nuis;  on  retrouve  le  résultat  connu  relatif  à la 
lemniscaie. 


K 
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567.  Supposons  - >i  et  posons  a'=i*sin2a;  la 

courbe  est  composée  d’une  seule  branche.  Je  désignerai 
par  s (wo,  «1),)  l’arc  déterminé  par  les  rayons  vecteurs  qui 
répondent  aux  valeurs  Uj,  o),  de  w,  et  par  a (tOoi  “1)  l’arc 
que  déterminent  les  rayons  vecteurs  perpendiculaires  aux 
deux  premiers.  D’après  cela,  on  aura 


s ( w„ 

IT  ( w„  M,  ) r 


^ f ' Vcos?.«  -t-  v^cos’2'.i  4-  cot’2a  ^ 
y/ros’2w  -t- cot’2a 

_ f ‘V — COS2M  4- y'cos’2w -I- cot’2a 


f/ bi  t 


4-  rot’ la 

. TT 

par  suite,  en  supposant  'o„,  compris  cutre  « et 

. î ' \/cf>t2a  4- V COS‘2tu  4-  COl'2* 

,6),)  — . ~~  I ■ 

ycos*2w -+- COt’2« 

^ ^ Ç ' V — cot2a4-v''cos’2w4-cot’2a 

“ Ju,  ^os’  2 w 4-  cot’  2.  a 

Posons,  dans  l’éijuatioii  (9), 

, — — I — 2 sin’a  sin’y 

(11)  VCOS’2w  4-  COt’2a  “ : • 

' sin2a 

et,  dans  l’équation  (lo), 

(12)  V^cos’2w  4-  cot’ 2 a \ 


(;>)  H Wu,  6),)  4-  (w, 

(10)  — <t(m. 


du, 


du. 


1 cos’a  sin'i|< 
sin2.a  ’ 


( 1 3)  J ( U,,  w.  ) 4-  a (m„  w,  ) = 


(l^\)  s (u,,  U,}  — (T  lu,,  U,)  = 6 I —r  " -r; ; 

VI  — cos’a  sin’J» 


. 

sin’asin’ip 

1 


dJj  -’î 

V'  — 

les  angles  ijio,  w»  ou  ç,,  w,  doivent  satisfaire  aux 
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équations  (i  i)  i;t  (12),  et,  si  l’on  dcterinine  l’angle  to’  par 
la  relation 

sin  2 w'  =;  sin  3 2 sin  7. u, 
les  équations  (ii)  et  (12)  se  réduiront  à 


sin  7 “ 

stn6) 

-T — » Sin  II 

Sin  0) 

sin  2 

casa 

Si 

0 

il 

c 

3 

, on  a 

aussi  9o  = 0, 

, = 0,  et  les  équa 

lions 

(.3)  et 

(i4)  donnent 

f'“>) 

F (sin  a. 

■ ?)  --  ^ [■'{") 

-t-  'T 

{.(i) 

F ( cos  % 

— C ((.>)]. 

Les  in(jdulcs  de  ecs  fonctions  elliptiques  sont  encore  com- 
plémentaires et  ont  pour  valeurs 

I ' rt’  I / «• 

s.n«._^-y  .-»■ 

I / I ' rt’ 

cos.  -=-y/,-+--f--y/ 

^,/Si  l’on  fait  (ù~y,  on  a f——,  et  l’équation  (i5) 
ne,  en  désignant  par  S le  périmètre  total  de  la  courbe, 

S 


F,  (sin  -jl)  ■= 


4ft 


^tTfjue  l'on  est  conduit  aux  mêmes  conséquences 
daiis  le  premier  cas. 

courbes  algébriques  tloni  les  arcs  s'ex/irimenl  par 
/les  fonctions  elliptiques  de  premiè/'e  espèce. 

îitiS.  La  tiéterminalion  de  toutes  les  courbes  algé- 
briques dont  les  arcs  peuvent  représenter  les  fonctions 
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fllipliques  de  première  espèce  ofTre  de  très-grandes  diffi- 
eullés,  et  Legendre,  qui  s’esl  beaucoup  occupé  de  celle 
recherche,  n’a  pu  trouver  aucune  courbe  possédani  la 
propriété  de  la  lemniscale.  J'ai  donné,  il  y a plusieurs 
années,  la  solution  complète  du  problème,  en  me  bornant 
toutefois  au  cas  des  courbes  dont  les  coordonnées  recti- 
lignes peuvent  s’exprimer  par  des  fonctions  rationnelles 
d'une  même  variable.  J’ai  été  conduit  ainsi  .n  une  infînité 
de  classes  distinctes  renfermant  cbaeune  un  nombre  illi- 
mité de  coitrbes  individuelles  dont  les  arcs  représentent 
des  intégrales  elliptiques  de  modules  différents.  La  dis- 
cussion ultérieure  des  résultats  obtenus  a mis  en  évidence 
deux  propriétés  géométriques  remarquables  communes  à 
toutes  les  courbes  de  la  première  classe,  et  qui  peuvent 
servir  à les  délinir;  la  théorie  de  ces  courbes  devient  dès 
lors indépendanledes considérations analyliquesqui  m’ont 
servi  à les  découvrir. 

5(59.  Théorème  1.  — Soit  11  un  nonihro  enlicr* nu 
fracliou  nuira, ou  mànieini'onnnansumbla,ct  runsiruisnns 
/.•  triangle  OMP  ta!  tjua 

OP  = et  MP=v^"*"'i 

puis  imaginons  que,  la  sommai  O restant  fixa,  la  triangle 
■varia  de  talia  sorte  que  le  rosinus  lia  l'angle  u Jormé  par 
le  seul  côté  variable  O.M  avec  une  droite  fixe,  soit  con- 
stamment égal  au  rosinus  de  l’angle 

«.MOP  — (n-i  i)OMP, 

la  point  M engendrera  une  rourbe  {algébrique  si  n est 
rommensnrable)  dont  l'arr  sera  exprimable  en  fonction 
du  ray  on  vecteur,  par  une  intégrale  elliptique  réductible 

au  module  1/  • • 

V nsi 
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Soient,  en  effet,  MOP  = a,  OMP  = |3-,  l’équation  de 
la  courbe,  résultera  de  l’élimination  de  a et  |5  entre 

COS«  r::.  COs[na  — (n  -I-  I ) p], 

P’-'  a p’-*-' 

COSa=! cosp=— J — 

9.p  \i7i  t.p  \jn  + I 

De  ces  deux  équations  on  tire 

R . , R 

Sina  = _i  smp  = 

apy'/i  7.pyjn  + \ 

en  faisant,  pour  abréger, 


R yj — p'  + 2(2/1 -t-i)p’  — I. 
Cela  posé,  on  trouve,  par  la  différentiation, 
± tlta—  nda.  — (/i  + 1)  rfp. 


da=z  — 


d’où 


' + I dp 

R~  t 


d^ 


— _ ç!n.'  it- 


R 


± dut  : 


= — ( 2/1  + I 


dp 


R P 

et.  par  suite,  on  aura,  pour  la  différentielle  de  l’arc, 

±</î  = 2 ^ n[n  + i) 

R 

Des  équations  précédentes  on  déduit  encore  les  formules 
suivantes,  qu’il  convient  de  remarquer: 

r d-j.  , d^  ‘ - 

q:  ds  = dn > ds  — n i • 

^ cos  P ^ cosa 

On  a d'ailleurs,  en  posant  k = y/  ■> 

sinp=lsina,  cosp  = \/T — A’sin’a; 
donc,  en  supposant  que  dpi  ait  le  signe  de  da, 

dOL 


ds 


'x  — X-’sin’ot 
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et  l'arc,  compté  à partir  du  point  de  l'axe  polaire  qui 
correspond  .à  a = o,  ou  jo  = 4-  i ± ^Jn,  sera  exprimé 

par  l’intégrale  elliptique  de  module  A et  d'amplitude  a. 


doL 


— X’sin'a 


ce  qu’il  s’agissait  de  démontrer. 

On  voit  aisément  que,  dans  le  cas  de  « = i,  la  courbe 
dont  nous  parlons  sc  confond  avec  la  lemniscate. 


R 

L’aire  du  triangle  générateur  OMP  est  -py  et  l’on 

• . 4 

trouve,  d’ailleurs,  aisément 


/ 


+ const.. 


d’où  l’on  conclut  que  l’aire  du  secteur  de  courbe,  comptée 
à partir  de  l’axe  polaire,  est  toujours  égale  à l’aire  du 
triangle  générateur. 


570.  .Te  passe  maintenant  à l’examen  de  la  seconde 
propriété  de  ces  courbes  remarquables.  Ou  a,  dans  le 
triangle  OMP, 


d’où 


p’  = 2/t  -I-  I + 2 y^/j  (/J  4-  I)  cos(a  -I-  P), 

, p’  — (2«4i)  . 

cos(«  4- P)  = = ± . 

l\jn  («  -t-  IJ 


sin(a  + p)  = 


R _ _ 

2 y/î  («  4 I)  . 


ils 

lis' 


d’où  l’on  conclut  que  l’inclinaison  de  la  normale  sur  le 
rayon  vecteur  est  précisément  égale  à a 4-  (3 , ou  à 
son  supplément;  si  donc  on  fait  au  point  M un  angle 
PMN  = MOP,  en  supposant  d’abord  le  premier  cas,  MN 
sera  la  normale  au  point  M de  la  courbe,  lequel  corres- 
pond à la  position  OMP  du  triangle  générateur;  d’ailleurs 
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le  point  O se  iioiive  iiércssairement  sur  le  seginenl  ca- 
pable de  l’angle  PiMN,  que  l'on  décrirait  sur  MP,  ce  qui 


/■ 


-"r 


montre  (jue  MN  est  tangente  au  cercle  circonscrit  au 
triangle  générateur,  et  si  C est  le  centre  du  cei  cle  cir- 
conscrit, le  rayon  MC  sera  précisément  la  tangente  à la 
courbe.  Il  est  d’ailleurs  évident  que,  quand  le  sommet  M 
du  triangle  décrira  la  courbe  d’un  mouvement  continu, 
cette  propriété  se  conservera  pour  toutes  les  positions  de 
ce  triangle. 

On  pouvait  supposer  que  l’inclinaison  de  la  normale 
sur  le  rayon  vecteur  fût  égale  au  supplément  de  «-(-(3; 
dans  ce  cas,  on  ferait  tourner  le  ti  iangle  O.MP  autour  de 
OM,  on  aurait  un  second  triangle,  (ju’on  pourrait  substi- 
tuer au  prmnier,  pour  engendier  la  courbe,  et  la  pro- 
priété précédente  serait  alors  relative  à ce  nouveau 
triangle. 

De  ce  qui  précède  résulte  le  mode  de  génération  sui- 
vant. 

TH^onÈME  II.  — Si  If  triangif  OMP  varie  de  telle 
manière  que  le  sommet  O reste  fixe,  et  que  les  côtés  mo- 
biles OP  et  MP  soient  ron'itnmment  égaux,  le  premier 
à Y'/J,  le  second  à Yn-t-i,  qu'en  outre,  le  déplace- 
ment infiniment  petit  MM'  du  point  M ait  Heu  à chaque 
instant  suivant  lu  droite  qui  joint  ce  point  au  centre  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  générateur,  le  point  M 
engendrera  la  courbe  elliptique  qui  répond  au  nombre  n . 
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CHAPITRE  V. 

DE  LA  CÜBATURE  DES  SOLIDES  ET  DE  LA  QUADRATURE  DES 
SURFACES  COURBES.  — DES  INTÉÜR.VLES  MULTIPLES. 


Volume  d'un  cy  lindre  à hase  quelconque. 

571.  La  base  d’un  cylindre  peut  être  décomposée  en 
éléments  infiniment  petits,  soit  par  des  parallèles  à une 
direction  donnée,  soit  par  des  rayons  issus  d’un  point 
intérieur.  Considérons  le  premier  mode  de  décomposi- 
tion ; chacun  des  éléments  sera  compris  entre  deux  paral- 
lélogrammes qu’il  est  facile  de  construire,  entre  deux  rec- 
tangles, si  l’on  veut,  dont  le  rapport  aura  pour  limite 
l’umté.  La  base  B du  cylindre  sera  donc  la  limite  de  la 
somme  des  rectangles  intérieurs  ou  de  la  somme  des  rec- 
tangles extérieurs.  D’un  autre  côté,  le  volume  V du  cy- 
lindre, dont  nous  désignerons  la  hauteur  par  II,  est  com- 
pris entre  la  somme  des  prismes  intérieurs  de  hauteur  H 
et  la  somme  des  prismes  extérieurs  de  même  hauteur-, 
d’ailleurs  ces  deux  sommes  de  prismes  tendent  l’une  et 
l’autre  vers  une  limite  égale  au  produit  BH,  donc  on  a 
\ = BH. 

Expression  du  volume  de  la  portion  d'un  corps  quel- 
conque comprise  entre  deux  plans  parallèles. 

572.  Soient  Ox,  0_) , Os,  trois  axes  de  coordonnées 

rectilignes;  désignons  par  V le  volume  d’un  segment  d’un 
corps  quelconque,  compris  entre  deux  plans  MIS 

parallèles  au  plan  yz  et  répondant  aux  abscisses  x«  et  x. 

H.  18 
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Si  l’on  suppose  j'o  conslantc  et  x variable,  le  volume  V 
sera  une  fonction  de  x dont  il  est  aisé  d’avoir  la  différcn- 


y/ 

tielle.  A cet  effet,  désignons  par  u l’aire  de  la  section 
faite  dans  le  corps  par  le  plan  MN,  par  u -f-  celle  de 
la  section  faite  par  le  plan  M'^i 'parallèle  à j'Oz  et  répon- 
dant à l’abscisse  x-t- Ax;  le  segment  du  corps  compris 
entre  les  plans  MN,  M'N'  sera  l’accroissement  AV  que 
prend  V quand  x augmente  de  Ax.  Soit  a l’angle  que 
fait  l’axe  Ox  avec  le  plan  yz,  la  distance  des  plans  MN, 
MN  ' sera  Ax  sina;  construisons  le  cylindre  qui  a pour 
base  la  section  MN,  dont  l’autre  base  soit  dans  le  plan 
M'N'  et  dont  les  arèles  soient  parallèles  à l’axe  Ox;  con- 
struisons pareillement  un  deuxième  cylindre  ayant  pour 
base  la  section  M'N',  dont  l’autre  base  soit  dans  le  plan 
MN  et  dont  les  arêtes  soient,  comme  pour  le  premier  cy- 
lindre, parallèles  h l’axe  Ox.  Les  deux  cylindres  ont  res- 
pectivement pour  volumes 

hA  > sinx,  (« -I- A«)  A.r  sin  a, 

et  s’il  arrive  que  l’iin  d’eux  soit  tout  entier  contenu  dans 
l’autre,  il  est  évident  qu’ils  comprendront  entre  eux  le 
volume  Ae  du  segment  MNM'N'du  corps;  dans  cette 

liypotlièse,  le  rapport  ^ est  compris  entre  les  deux 

quantités  nsitia,  (u  + Au)  sina,  et  l'on  aura  en  consé- 
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(juciice  à la  limite 
rfV 


=rusini  ou  d\  — urirfAnx. 

tir 

Si  les  deux  cylindres  ne  sont  pas  contenus  l’un  dans 
l’autre,  ils  ont  une  partie  commune;  désignons  par  u — £ 
la  partie  commune  de  leurs  bases  et  par  r,  la  somme  des 
parties  non  communes  des  mêmes  bases,  il  est  évident 
que  le  volume  Ar"  sera  compris  entre 

(«  — ()A:rsin2  et  (h  — s -4- 7j)  A.r  sina, 
et  — le  sera  entre 

A.r 


(«  — €i  sin  -X 


et  (n 


7!)  sin  3t; 


or  e et  r,  s’annulent  pour  Ax  = o,  puisqu’alors  M'N'  coïn- 
cide avec  MN  ; donc  on  a encore,  à la  limite,  =;  u sin  x 
on  — utix  s\na. 

D’après  cela,  si  l’on  donne  à x une  valeur  détermi- 
née X,  le  volume  V du  segment  que  nous  considérons  aura 
pour  expression 


sin  a f uil  r. 


Il  étant,  nous  devons  le  répéter,  l’aire  de  la  section  faite 
dans  le  corps  par  le  plan  parallèle  au  plan  > z,  qui  ré- 
pond à l’abscisse  ar;  dans  le  cas  des  axes  rectangulaires, 
on  a plus  simplement 

V = r titlr. 

Le  résultat  que  nous  venons  d’obtenir  suppose  l’aire  u 
connue  en  fonction  de  ar;  la  détermination  de  celte  aire 
exige  elle-même  une  intégration  ; mais  il  y a des  cas  où 
cette  intégration  peut  être  effectuée  immédiatement. 
Nous  allons  en  présenter  quelques  exemples. 

i8. 
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Application  à quelques  exemples, 

573.  Exemple  I.  — Trouver  le  volume  d’un  cône 
à base  quelconque. 

Prenons  le  sommet  O du  cône  pour  origine  de  trois 
coordonnées  rectangulaires,  et  la  perpendiculaire  abaissée 
de  ce  sommet  sur  la  base  pour  axe  des  x. 


oU:: 


'V 


Si  l’on  désigne  par  1?  la  base  du  cône,  par  H sa  hauteur, 
on  aura,  comme  on  sait. 


n 

B 


H’ 


et  le  volume  V sera 


V = — / .r't/.r  — — ■-  X — , 

H'  L 3’ 


ou 


BH. 


574.  Exemple  II.  — Trouver  le  volume  du  segment 
d'un  ellipsoïde  compris  entre  deux  plans  parallèles. 

Rapportons  l’ellipsoïde  à trois  diamètres  conjugués 
Ojt,  Oy,  Oz  dont  les  deux  derniers  soient  parallèles  aux 
bases  du  segment  ; l’équation  de  la  surface  du  corps  sera 


J 


ou  


- *=  I 


‘■■(-,7.)  '■■(-S) 
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rt',  h',  c'  étant  les  demi-longueurs  des  diamètres  conju- 
gués. L’aire  u est  ici  celle  d’une  ellipse  dans  laquelle 
deux  diamètres  conjugués  ont  pour  longueurs  les  doubles 
des  expressions 


V-5- 


eu  outre  l’angle  de  ces  diamètres  est  égal  à l’angle  9 que 
forment  les  demi-diamètres  b',  c'  de  l’ellipsoïde.  On  a 
donc 


/ ,r> 

K = è'c'sinS  ( I- — 7- 

\ " 

et  par  conséquent  si  x»,  X désignent  les  valeurs  de  x qui 
répondent  aux  bases  du  segment,  et  que  a soit  l’angle 
formé  par  l’axe  des  x avec  le  plan  jrz,  on  aura 

V = TT  6V' sin  0 sin  a J'  tir. 


OU 


V èVsinOsina  j^(X  — -r.)  — 3^'^*  j' 

Pour  avoir  le  volume  entier  de  l’ellipsoïde,  il  faudra  faire 
Xj  = — rt',  X = -+-  rt',  et  il  viendra 

V = ^ TT  a'b' c'  sinfl  sina; 

si  l’on  prend  pour  h\  c'  les  demi-axes  a,  b,  c,  on 
aura  6 = 90°,  « — 90",  et 

V = ^ B nbc, 

la  comparaison  des  deux  formules  précédentes  donne 
fi'b'c'  sinG  sina  = abc, 

ce  qui  exprime  le  théorème  connu,  d'après  Icxjuel  le  pa- 
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i-all(‘lipipède  construit  sur  trois  diamètres  conjugués  de 
l’ellipsoïde  a un  volume  constant. 

Il  est  évident  qu’on  obtiendra,  par  un  calcul  analogue, 
le  volume  d’un  segment  d’hyperboloïde  à une  ou  deux 
nappes,  ou  eclui  d’un  segment  de  paraboloïde  elliptique. 

î)75.  Exemple  III.  — Étant  donnés  troix  axes  de 
coordonnées  rectangulaires , on  demande  de  déterminer 
le  volume  compris  dans  l’angle  des  coordonnées  posi- 
tives et  limité  par  le  paraboloïde  hyperbolique  repré- 
senté par  l'équation  .rt  —az,  a étant  une  constante, 
par  le  plan  ABC  qui  a pour  équation  x -i-  y -i-  2 — a, 
et  par  le  plan  des  x et  y. 

3 

I 


Cl., 


y 

Le  paraboloïde  est  coupé  par  le  plan  ABC  suivant  une 
hyperbole  AMB,  et  il  passe  par  l’axe  des  x,  ainsi  que 
par  celui  des  y.  Le  plan  PMQ,  parallèle  au  plan  j)  2,  qui 
répond  à l’abscisse  x,  coupe  cette  surface  suivant  une 
droite  MP,  et  le  plan  ABC  suivant  une  droite  MQ  pa- 
rallèle à BC  trace  du  même  plan  ABC  sur  le  plan  ■)  z ; 
enfin  il  coupe  le  plan  xj  suivant  la  droite  PQ  parallèle 
à Oj.  L’aire  désignée  par  u au  n”  572  est  donc  ici  celle 
du  triangle  PMQ  par  lequel  est  engendré  le  volume 
([u’on  demande  d’évaluer. 

La  base  PQ  de  ce  triangle  est  l’ordonnée  j',  relative  à 
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l’abscisse  x,  de  la  'ligne  AB  trace  du  plan  ABC  sur  le 
plan  xy\  on  a donc 

PQ  = a — J ; 

la  hauteur  MH  du  triangle  PMQ  est  le  z,  relatif  à l’ab- 
scisse X,  de  l’intersection  du  paraboloïdc  et  du  plan  ABCi 
l’élimination  de_>  entre  les  équations  des  deux  surfaces 
donne 

■r(a  — X — i)  = nz, 

ainsi  l’on  a 

a ->r  X 

et,  par  conséquent,  la  valeur  de  u est 

1 j-{a  — x)’ 

tt  = — — • 

2 « -4-x 

D’ailleurs  le  volume  demandé  \ est  limité  par  les  plans 
qui  répondent  aux  abscisses  o et  a;  donc  on  a 

Jo  x + a,/ 

et,  en  elTecluant,  on  trouve 


Application  aux  solides  de  résolution. 

576,  L’aire  désignée  par  u au  n”  572  s’obtient  immé- 
diatement dans  le  cas  très-élcndu  des  solides  de  révolu- 
tion autour  de  l’axe  des  x,  puisque  cette  aire  est  celle 
d’un  cercle  ou  de  l’espace  compris  entre  des  cercles  con- 
centriques. 

Soit  M„M  une  courbe  donnée  située  dans  le  plan  des 
X)  et  considérons  le  solide  qu'engendre  en  tournant  au- 

\ 
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tour  de  l’axe  de»  x l’aire  M„P„PM  comprise  enire  la 
courbe  M„IVI,  l’axe  des  x et  les  ordonnées  MoP,i  MP. 


Dans  ce  cas,  l’aire  u sera  celle  d’un  cercle  de  rayon  ■)  ; on 
aura  donc 

V.X 

n = nj  ’,  V — ;r  I 

* 

Xo  et  X désignant  les  abscisses  qui  répondent  aux  ordon- 
nées MoPo,  MP. 

Supposons  qu’on  demande  le  volume  V engendré  par 
l’aire  MoN,NM  comprise  entre  deux  courbes  données 
M,M,  N(|N,  et  les  ordonnées  M,Po,  MP.  Soient  j etj^' 
les  ordonnées  des  deux  courbes,  l’aire  u sera  celle  de 
l’espace  compris  entre  les  cercles  concentriques  de  rayons 
Y etj>'';  on  aura  donc 

577.  Exemple  I.  — Dcterminer  le  volume  du  tore. 


Le  tore  est  le  solide  engendré  par  un  cercle  tournant 
autour  d’un  axe  situé  dans  son  plan. 


M. 


1 i-V 


Rapportons  le  cercle  générateur  à deux  axes  rectangu- 
laires dont  l’un,  celui  des  x, Ifoïncide  avec  l’axe  de  révo- 
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liition;  soient  a le  rayon  du  cercle,  6 l’ordonnée  du 
centre,  J',  y'  les  ordonnées  des  points  M,  N qui  répon- 
dent à la  même  abscisse  .r;  on  aura 

r-t-y=a6,  V— y = 2^n'— x',  — /•=;4evn>— x’, 

puis,  en  supposant  l’axe  de  rotation  extérieur  au  cercle, 

(1  = 4’^^  — •*■’ > V = Ç — x’  rfx. 

•'■r. 

Or,  si  l’on  désigne  par  v l’aire  de  la  portion  du  cercle 
comprise  entre  les  ordonnées  MoP„,  MP,  qui  répondent 
aux  abscisses  j*,,  X,  on  a évidemment 


donc  le  segment  de  tore  sera 

. V=2TtSc. 

Si  l’on  veut  avoir  le  volume  total  du  solide,  on  fera 
i>  = iTrt’,  et  l’on  aura 

V=2ir’n’6.  ■' 

578.  Exemple  II.  — Déterminer  le  volume  engendré 
par  la  surface  de  la  cf  cloïde  tournant  autour  de  sa  base. 

Prenons  pour  axe  des  x la  base  de  la  cycloïde  et  pour 
axe  des  y la  perpendiculaire  menée  par  l’une  des  extré- 
mités de  cette  base,  la  courbe  sera  définie  (n°  230)  par 
les  équations 

= — siny),  f—a[l  — COSif), 

d’où  l’on  tire 

dx  = n (i  — coSf)^/^. 

Soit  V le  volume  engendré  par  l’aire  comprise  entre  la 
courbe,  la  base  et  l’ordonnée  y qui  répond  h l’abscisse  x 
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ou  à l'angle  on  aura 


V = B Ç j ' tir  t;  ' ( * — ?)’  I 

Jo  J O 


, U 5 i5  ^ 3 I . 

(l — COSif)  = J-  COif  + - cos 310  — J cos3y, 


donc 

,/5  i5  . 3 . ' • Q \ 

V = Brt’  I - ç 7- sinf -I- J sina^ siniijil- 

Si  r ’on  veut  le  volume  total  du  corps  engendré  par  la 
eycloïde,  on  fera  <f=  ht:,  et  l’on  aura 

V — 5w’a’. 


579.  Exemple  III.  — Déterminer  le  volume  engen- 
dré par  la  surface  de  la  eycloïde  tournant  autour  de  la 
tangente,  au  sommet . 

La  courbe  étant  rapportée  aux  mêmes  axes  que  dans 
l’exemple  précédent,  soit  V le  volume  engendré  par  la 
surface  comprise  entre  la  courbe,  la  tangente  au  sommet, 
et  la  perpendiculaire  -xa  — à cette  tangente  correspon- 
dante à l’angle  on  aura 


or 


V = B f (2n  — yY tij:  = tt ti^  j (i -i- cos^)  sin-^.  : 

(s'n\'/Ÿ  = |- 


dor 


ly  COSÿ 


cunst., 


I cos^  sin’y  ^/ljl  = J sin’o  -H  consl., 


V = - i sin*,)  : 


en  faisant  = o,  on  aura  le  volume  engendré  par  la 
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surface  comprise  entre  la  demi-cycloïdc  et  la  tangente;  si 
l’on  double  le  résultat,  on  obtiendra  le  volume  total, savoir 

V = 

Vest  ainsi  le  cinquième  du  volume  considéré  dans  l’exem- 
ple précédent. 

Considérations  nou\’eIl<‘s  rciniiwrs  à la  détermination 
du  volume  des  corps  terminés  par  des  surfaces  quel- 
conques. 

580.  Revenons  à la  formule 

(l)  \ zz:  r II  r/x 

que  nous  avons  établie  au  n”  572,  pour  le  cas  des  coor- 
données rectangulaires,  et  où  V représente  la  portion  du 
volume  d’un  corps  comprise  entre  les  plans  parallèles  au 
plan  y Z qui  répondent  aux  abscisses  x»  et  X.  On  peut 
toujours  supposer  que  la  surface,  dont  u désigne  l’aire, 
est  terminée  par  un  contour  qui  n’est  rencontré  qu’en 
deux  points  par  les  droites  parallèles  à l’axe  des  z \ s’il 
en  était  autrement,  on  décomposerait  le  volume  V en 


plusieurs  parties  satisfaisant  chacune  à cette  condition. 
Alors  si  l'on  désigne  par  Z et  les  ordonnées  MP,  /«gP 
parallèles  aux  z et  qui  répondent  à une  valeur  OP=j-  de 
l'ordonnée  parallèle  aux  i , que  l'on  représente  en  même 
temps  par  jg  et  Y les  valeurs  de  y qui  répondent  aux 
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limites  du  contour  de  l’aire  ii,  cette  aire  aura  pour  ex- 
pression 


et  la  formule  (i)  pourra  être  écrite  comme  il  suit 

(3)  V=  f^d,  r{Z-z,)dx. 

jx,  Jr, 

Dans  cette  formule  (3)^  Z et  sont  des  fonctions 
données  de  x et  de  elles  représentent  les  ordonnées  z 
des  deux  points  de  la  surface  du  corps  qui  répondent  aux 
coordonnées  x,  et  Y sont  des  fonctions  de  la  va- 

riable X,  elles  représentent  des  ordonnées  parallèles  auxj 
et  répondent  à l'abscisse  x du  contour  qui  limite  la  pro- 
jection du  volume  V sur  le  plan  des  x»  ; enfin  x,  et  X 
désignent  des  constantes  données. 

La  formule  (a)  exprime,  comme  on  sait,  que  l’on  a 

U = lim  2 (Z  — I.)  A;i , 

X étant  regardée  comme  constante,  elj  variant  de  j o à Y 
par  intervalles  infiniment  petits  égaux  à ; on  a de 
même,  par  la  formule  (i), 

V — lim  2 U A,r, 

X variant  ici  de  Xg  à X par  intervalles  égaux  à Ax.  On 
peut  donc  écrire 

V = lim  2 ^ — ^») 

ou 

(4)  V = lim  22  ~ 

L’expression  (3)  est  dite  une  intégrale  double;  l’ex- 
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pression  (4),  qui  en  est  une  conséquence,  montre  que 
V est  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  des  prismes 
infiniment  petits  (Z  — z„)  Ax  Ay,  dont  les  bases  Ax 
forment  une  somme  qui  a pour  limite  l’aire  suivant  la- 
quelle se  projette  le  volume  V sur  le  plan  :n  . 

581.  On  peut  arriver  aux  résultats  qui  précèdent  par 
d'autres  considérations  qui  permettront  en  même  temps 
d’introduire  plus  de  généralité.  Désignons  par  V le  vo- 
lume d’uue  portion  quelconque  d’un  corps  rapporté  à 
trois  axes  rectangulaires,  et  supposons,  comme  précédem- 
ment, ce  que  l’on  peut  toujours  réaliser,  que  la  surface 
du  solide  à évaluer  ne  soit  rencontrée  qu’en  deux  points 
par  les  droites  parallèles  aux  z.  Soient,  comme  au  n“o80, 
Z et  So  les  valeurs  de  z relatives  à cette  surface.  Nom- 
mons P l’aire  suivant  laquelle  le  volume  V se  projette  sur 
le  plan  des  xy,  et  décomposons  cette  aire  en  éléments  in- 
finiment petits  dans  tous  les  sens,  d’après  une  loi  quel- 
conque. La  décomposition  dont  je  parle  pourra  être  réa- 
lisée au  moyen  de  deux  familles  de  lignes  dépendant 
chacune  d’un  paramètre  variable;  deux  courbes  infini- 
ment voisines,  MN,  M'N',  de  l’une  des  familles  détermi- 
neront, avec  deux  courbes  infiniment  voisines  de  l’autre 


famille,  un  quadrilatère  ABB'A'=«  qui  sera  l’un  des 
éléments  que  nous  avons  à considérer;  l’aire  P sera  la 


< 
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somme  des  quadrilatères  intérieurs  a.  et  de  parties  excé- 
dantes a'  telles  que  MM'P,  NN'Q;  ou  aura  ainsi 

p=2»-+-2"'- 

Mais  la  seconde  somme  sl  pour  limite  zéro;  en  effet,  les 
deux  éléments  a'  compris  entre  les  deux  courbes  MN, 
M'A'  sont  des  iniiuiment  petits  du  deuxième  ordre, 
rinfiniinent  petit  principal  étant  la  difTérentielle  du  pa- 
ramètre relatif  aux  courbes  MN,  M'N',  et  l’aire  comprise 
entre  les  mêmes  courbes  est  évidemment  du  premier  or- 
dre. D’après  cela  on  a 

P = lim  2 X, 

et  conformément  au  principe  du  n“9,  on  pourra  encore 
négliger  dans  a toute  quantité  in6niment  petite  par  rap- 
port à cet  élément. 

Cela  posé,  le  cylindre  qui  a x pour  base  et  dont  les  arêtes 
sont  parallèles  à l’axe  des  z intercepte,  dans  le  volume  V, 
un  élément  qu’on  peut  représenter  par  a (Z  — So“l-  s)  en 
désignant  par  £ un  infiniment  petit;  il  en  est  de  même 
des  cylindres  qui  répondent  aux  éléments  excédants  a'  et 
auxquels  répondent  des  éléments  solides  a'(Z' — z', 

On  a ainsi 

V = +c'); 

la  deuxième  somme  a zéro  pour  limite,  puisque 

tend  vers  zéro;  la  somme  ^ xt  a aussi  zéro  pour  limite 
(n“  9),  et  l’on  a 

(5)  V = lim  2 a (Z  — Z,). 

582.  Supposons  ([ue  les  éléments  x soient  déterminés 
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par  une  série  de  lignes  parallèles  à l’axe  des  x et  par  une 
deuxième  série  de  lignes  parallèles  à l’axe  des  j,  on 
aura 

I — &x A) , 

et  par  conséquent 

V = lim  2 (Z--.'  A.rAj'. 

Pour  avoir  V,  d’après  cette  formule,  on  peut  commen- 
cer par  prendre  la  limite  de  la  somme  des  éléments 
(Z  — ) Ax  A > , en  supposant  x et  Ax  constants.  Cette 

limite  sera  égale  à Ax  f (Z  — s,)  (fy,  si  l’on  suppose 


31 

i 


que  le  contour  de  l’aire  P ne  soit  rencontré  qu’en  deux 
points  M par  les  parallèles  auxj',  et  que  l’on  désigne 
par  Y les  ordonnées  de  ces  deux  points.  On  a ainsi 
l’élément  du  volume  V qui  se  projette  sur  la  partie 
iVl  w',  M' de  l’aire  P,  partie  qui  est  comprise  entre 
deux  parallèles  à l’axe  des  y répondant  aux  abscisses  x 
et  X -t-  Ax.  Maintenant  soient  x,  et  X les  abscisses  cor- 
respondantes aux  ordonnées  pu,  vip  auxquelles  se  termine 
le  eontour  de  l’aire  P;  il  restera  <à  prendre  la  limite  de  la 
somme  des  éléments  que  nous  venons  de  déterminer, 
quand  X varie  de  Xo  à X par  intervalles  égaux  à Ax-,  on 


Digitized  by  Google 


a88  CALCDL  IHTÉGBAL. 

aura  ainsi  cette  expression  de  Y, 


(6)  V=  r^r/.r 

Au  lieu  d'opérer  comme  nous  l'avons  fait,  on  peut  com- 
mencer par  faire  la  somme  des  éléments  (Z  — z,  ) A a;  A ^ 
en  supposant  r et  Aj'  constants;  on  obtient  ainsi 

A)  / (Z  — Zo)  les  limites  x\  et  X' étant  les  ab- 

a 

scisses  des  points  du  contour  de  l'aire  P qui  répondent  à 
l'ordonnée  ) ; ensuite,  en  désignant  parj',  et  Y ' les  or- 
données correspondantes  aux  abscisses  auxquelles  se  ter- 
mine le  contour  de  l'aire  P,  on  aura  pour  le  volume  V, 


Si  l’aire  P est  celle«d’un  rectangle  dont  les  côtés  soient 
parallèles  aux  axes  des  x et  des  i , il  est  évideut  que 
l'on  aura 

X'=X,  y.=x,  Y'=Y, 


et  conséquemment 


(Z  — 2,)  f/x. 


d’où  l’on  conclut  ce  tliéorème,  déjà  établi  (n°  487), 
savoir  ; 


Lorsqu  il  s' agit  d' intégrer  V expression  (Z — z,)  dx  dy 
entre  les  limites  x^,  X de  x,  et  entre  les  limites  i Y de  y, 
on  peut  exécuter  les  opérations  dans  un  ordre  quel- 
conque, pouivu  que  les  limites  relatives  à chaque  inté- 
gration soient  indépendantes  de  la  variable  à laquelle 
se  rapporte  l'autre  intégration. 
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583.  Détermination  du  volume  total  d’un  corps. — 
Nous  supposerons  que  la  surface  du  corps  ne  soit  rencon- 
trée par  une  droite  qu’en  deux  points,  le  cas  contraire 
peut  facileracnt  se  ramener  à cette  liypothcse.  L’aire  P est 
évij^emment  ici  la  trace  sur  le  plan  xy  du  cylindre  pa- 
rallèlê  aux  z et  circonscrit  à la  surface  du  corps;  c’est 
aussi  ce  que  l’on  nomme  le  contour  apparent  du  corps 
sur  le  plan  xj.  Les  ordonnées  Za,  Z seront  données  par 
l’équation  y 


F (.r,  jr,  z)  = O, 


X - W. 


^ui  appartient  à la  surface  dùi»i^f,.le^oitits  de  cette 
'^lArface  où  le  plan  tangent '^^'.^trallùle  à l’axe  des  z 
satisfont  à l’équation 


IT 

lit 


=9- V ■ 

— O, 


;'V- 


et  l’élimination  de  z entre  les  deux  précédentes  équations 
fera  connaître  l’équation 

du  contour  de  l’aire  P;  c’est  de  cette  dernière  équation 
qu’on  tirera  les  valeurs  dej)  o et  de  Y.  Quant  aux  limites  j"i, 
et  X de  l’intégration  relative  à x,  elles  sont  les  abscisses 
des  deux  points  de  la  surface  du  corps  où  le  plan  tangent 
est  parallèle  au  planés,  et  l’on  a,  pour  ces  points,  les 
trois  équations 

F(x,;-,s)  = o.  — = 0,  -^  = 0. 


58-t.  Supposons  que  les  cléments  « du  n°  581  soient 
déterminées  par  une  famille  de  circonférences  ayant  pour 
centre  l’origine  des  coordonnées  et  par  les  rayons  issus 
de  cette  origine.  Soient  p et  p -f-  Ap  les  rayons  de  deux 
circonférences  inGniment  voisines,  w,  o>  -f-  Aw  les  angles 
IL  19 
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de  deux  rayons  inGniment  voisins  : on  aura 
a = — [(js  + àa)’  — p']  Am, 

el  on  peul  écrire,  eu  négligeant  Ap’, 

K — sipAw,  V — Uni  (Z  — z,)pApAM. 

Commençons  par  prendre  la  limite  de  la  somme  des 
élémenls  (Z — So)  pApAw,  en  supposant  to  et  Am  con- 
stants. Si  l’origine  des  coordonnées  est  extérieure  à 


I 

I 


y/ 


X 


l’aire  P,  et  que  les  rayons  issus  de  cette  origine  ne  ren- 
contrent le  contour  qu’en  deux  points,  le  résultat  sera 
/’R 

Am  1 (Z  — z^)ptlp  et  il  exprimera  l’élément  du  vo- 

lume  V projeté  sur  la  partie  n/oMM'/n',  que  déterminent 
dans  l’aire  P les  rayons  correspondants  aux  angles  m, 
M -I-  Am.  11  reste  à prendre  la  limite  vers  lîiquelle  tend 
la  somme  de  ces  éléments,  quand  m varie  par  degrés  égaux 
à Am  eiltreles  limites  Mg,  fl  qui  répondent  aux  rayons  Op, 
Ov  auxquels  se  termine  l’aire  P.  On  a ainsi 


Si  l’origine  des  coordonnées  est  dans  l’intérieur  de 
l’aire  P,  il  est  évident  que  la  première  intégration  devra 
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être  faite  à partir  de  zéro  jusqu’à  la  valeur  R qui  con- 
vient au  contour  de  P,  et  que  les  limites  de  la  deuxième 
intégration  seront  o et  ar.  On  a ainsi 

Jf^27T  ^ R 

r/oj  I (Z~z,)pr/p, 

ü 

58o.  Exemple  I.  — Je  prendrai  pour  premier  exemple 
de  la  théorie  qui  précède  le  problème  que  nous  avons 
déjà  résolu  au  n°  575.  Il  s’agit  de  déterminer  le  volume  V 
compris  entre  les  surfaces  dont  les  équations  sont,  en 
coordonnées  rectangulaires, 

az  — jry,  x -h  } -i-  z — a,  * = o. 

L’aire  P est  évidemment  ici  celle  du  triangle  rectangle 
formé  par  l’axe  des  x,  l’axe  des  j'  et  la  trace  du  plan 
X -h  J-  -h  Z = a sur  le  plan  X)";  cette  trace  a pour  éijua- 
tion  x-f-  y = a,  et  l’on  a 


, = 0,  Y =r  n — X,  .r„  = o,  X = a. 


L’ordonnée  Zo  est  nulle,  c’est  la  valeur  fournie  par  la 
troisième  des  équations  précédentes;  les  deux  autres 
donnent 

•rv 

2 = — J Z — a — X — y, 

t! 

< 

et  la  plus  petite  de  ces  deux  valeurs  de  z doit  évidemment 
être  prise  pour  Z dans  la  formule 


P a n O'- 

1 


Zrfr- 


Ainsi  l’on  a Z = ^ tant  que 

xr  ^ n(n  — x) 
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et,  au  contraire,  Z = a — x — y tant  que 


•r)  Il  {il  — x^ 

— .r  — J OU  ; 

a ti  ■+■  J' 


par  conséquent 


a [n  — r) 


.ya  X 1 .ta  r 

/ Zf(r  = / '//-+-/  {a  — .r  — r)  ily 

J O J a " l'a  la — r) 


et 


, « -+-  X 

.rr 

a 

a.r[a  - 

-x)> 

(«-t-x/ 

.r  'a  — 

X 

rt  -+-  X 

,r  {tt  — 

a -h . 

tl 

r 

3 .r  )’ 


comme  on  i'a  déjà  trouvé  au  11°  573.  On  voit  que  le  vo- 
lume V se  compose  de  deux  parties,  dont  l’une  est  limitée 
par  le  paraboloïde  donné,  l'autre  par  le  plan  donné. 

586.  Exemple  II.  — Étant  donné  le  cylindre  dont 
l'équation  est  y ' z’  — Rx  = o en  coordonnées  rec- 
tangulaires, on  demande  le  volume  de  la  partie  com- 
prise entre  le  plan  xj  et  la  sphère  dont  l'équation  est 

x'  = R’. 

Si  l'on  introduit  les  coordonnées  polaires  o et  oj  au  lieu 
de  X et  J',  la  sphère  aura  pour  équation 


R= 


et  l’équation  de  la  trace  du  cylindre  sera 


& R COSCÜ. 


L’expression  du  volume  demandé  sera  donc,  en  n’en 
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prenant  d’abord  que  la  moitié  et  en  doublant  ensuite, 

TT 

/»a  /•Ucoso» 


/»a  /•Ucoso» 

V “ 9.  / (iüi  j — p’pr/p; 

«- O *'o 

l'inlégrale J* y/R*  — p*p^p  csl  égale  à 

I * 

— ^ (R* — -4-  consr,; 


donc 


V=^R»r  (1  — sin><..)</o 

^ Jo 


— - R>  j (I  — sino) -I- sint.1  cos’w)</w; 


ou  a 


j (i  — sinu  + sinco  cos’u)^/oi  = w -f  cosù>  — - cos’w  ronst.; 


dttnc 


v = 4»R'-  - R’- 
3 9 


L’excès  de  la  denii-splière  ^ r.R’  sur  la  partie  aV  du 

cylindre  iiidéfîni  comprise  dans  son  intérieur  est  donc 

égale  à - R’. 

^ 9 


Sur  i application  des  formules  précédentes  h des 
questions  diverses. 

587.  La  considération  des  volumes  peut  être  employée 
avec  avantage  dans  la  solution  de  questions  diverses;  on 
en  a vu  un  exemple  au  11“  582,  où  nous  avons  rencontré 


y Google 
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nalurcllement  une  démonslratiou  nouvelle  el  fort  simple 
de  la  règle  de  l’intégration  sous  le  signe  J' > déjà  précé- 
demment établie;  nous  présenterons  ici  deux  autres  exem- 
ples. 

Comme  premier  exemple,  nous  indiquerons  le  pro- 
cédé dont  Poisson  a fait  usage  pour  déterminer  la  valeur 
de  l’intégrale  définie 

,1  -e  X 

I e-‘‘dr. 


dont  nous  nous  sommes  déjà  occupé  au  n”  497,  et  qui 
n’est  autre  chose  que  l’intégrale  Eulerienne  F 
Si  l’on  multiplie  la  précédente  intégrale  par 


on  aura  un  produit  égal  à F*  qui  ne  sera  autre 
chose  que  l’intégrale  double 


Cette  intégrale  double  exprime  le  volume  indéfini  com- 
pris entre  la  surface  dont  l’équation  est  en  coordonnées 
rectangulaires  s — et  le  plan  ay.  Or,  si  l’on  sub- 

stitue aux  coordonnées  x,j  les  coordonnées  polaires  p,  w, 
l'équation  de  la  surface  sera  z = , et  le  volume  que 

nous  considérons  aura  pour  expression 

a:r  oo 

(ibi  I e ^ 

J O 

L’intégrale  relative  à p étant  indépendante  de  to,  on  peut 
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tk'rire 

1«  premier  facteur  a pour  valeur  2“,  le  second  est  égal 
à - : on  a donc 

O ' 


comme  on  l’a  déjà  trouvé  par  d'autres  considérations. 

.288.  Comme  deuxième  exemple,  nous  nous  propo- 
serons de  démontrer  une  formule  curieuse,  dont  I.ejennc- 
Diriclilet  a fait  usage  dans  un  de  scs  Mémoires;  cette  for- 
mule est  la  suivante  ; 

I f/r  / /(j-,  y)<h-=z  I t/jr  C f{.r,y)dx\ 

/ (x,  j ) y désigne  une  fonction  quelconque  qui  reste 
Unie  entre  les  limites  des  intégrations.  Il  s'agit  donc  ici 
d'une  intégrale  double  dans  la(|uelle  l’intégration  relative 
à ) doit  être  cfTectuée  entre  des  limites  qui  ne  sont  pas 
toutes  deux'  indépendantes  de  l’autre  variable,  et  où  l’on 
peut  cependant  intervertir  l'ordre  des  deux  intégrations. 
Pour  démontrer  la  formule  de  Diricblet,  il  suffit  de  con- 
sidérer x,  y et  /'(x, ;t  ) comme  les  trois  coordonnées  rec- 
tangulaires d’une  surfa<,'e,  alors  on  voit  de  suite  que  clia- 
cnne  des  deux  intégrales  doubles  exprime  le  volume  com- 
pris entre  la  surface  dont  nous  venons  de  parler,  le  plan 
des  X)  et  les  trois  plans  perpendiculaires  à ce  dernier, 
dont  les  équations  sont  = o,  .r  = a,  y = ,r. 

De  l'aire  des  surfaces  courbes. 

589.  On  ne  peut  comparer  à une  ligue  droite  qu’une 
autre  ligne  droite  ou  une  somme  de  telles  lignes;  aussi 
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nous  avons  dû  dcfiiiir  avec  précision,  dans  le  Calcul  dif- 
fércnliel,  la  longueur  reclilignc  qu'on  nomme  longueur 
d'un  arc  de  courbe.  Nous  emploierons  ici  des  considcra- 
lions  analogues  pour  définir  ce  que  nous  entendons  par 
aire  d’une  portion  déterminée  de  surface  courbe. 

On  peut  toujours  supposer  que  la  portion  de  surface 
courbe  dont  il  s'agit  soit  limitée  par  un  contour;  car, 
si  le  contraire  avait  lieu  et  qu’il  fut  question  de  la  sur- 
face totale  d’un  corps,  ou  serait  dans  le  cas  d’un  con- 
tour infiniment  petit;  d’aillcui-s  rien  n’cuipècbcrait  de 
décomposer  la  surface  en  dcu'Jc'  ou'^en  un  plus  grand 
nombre  de  parties;  ce  que  nous  allons  dire  de  chaque 
partie  s’appliquera  alors  naturellement  à l’aire  totale,  qui 
sera  la  somme  de  ces  parties. 

Soit  une  portion  de  surface  courbe  terminée  par  un 
contour  C;  nous  nommerons  aire  de  cette  surface  la 
limite  S l'crs  laquelle  tend  l'aire  d'une  surface  polyc- 
dralc  inscrite  formée  de  faces  triangulaires  et  terminée 
par  un  contour  polygonal  F ayant  pour  limite  le  con- 
tour C. 

Il  faut  démontrer  que  la  limite  S existe  et  qu’elle  est 
indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  décroissent  les 
faces  de  la  surface  polyédralc  inscrite. 

Nous  rapporterons  la  surface  à trois  axes  rectangu- 
laires, et  nous  choisirons  le  plan  xj  de  manière  (|u’il  ne 
soit  perpendiculaire  <à  aucun  des  plans  tangents  menés 
à la  surface  par  les  points  situés  sur  le  contour  C ou 
dans  l’intérieur  de  ce  contour;  011  peut  toujours  pro- 
céder ainsi  en  décomposant,  s’il  est  nécessaire,  la  portion 
de  surface  considérée  en  plusieurs  parties,  et  en  regardant 
l’aire  totale  comme  égale  à la  somme  des  aires  des  parties. 
Cela  posé,  soit  C'  la  projection  du  contour  C sur  le  plan 
desxy;  inscrivons  dans  le  contour  C' un  polygone  F' dont 
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les  côtés  soient  tous  inliiiinicnt  petits,  et  décoinposons  ce 
• polygone  r'  eu  éléments  triangulaires  a dont  les  trois 
càl^s  soient  infiniment  petits;  il  est  évident  que  cette 
dcconiposition  peut  être  faite  d’une  infinité  de  manières 
< dillérenles.  Les  arêtes  du  prisme  triangulaire  qui  a pour 
base  a,  cl  dont  les  arêtes  sont  parallèles  à l’axe  des  z, 
rencontreront  la  surface  courbe  en  trois  points,  et,  si  l’on 
. joinl'ces  points  deux  à deux,  on  obtiendra  un  triangle 
(|ui  sera  l’une  des  faces  de  la  surface  polyédrale  que  nous 

voulons  inscrire:  l’aire  de  ce  irianele  sera  égale  à — 

6 étant  l’angle  que  forme  le  plan  du  triangle  avec  le 
plan  D’après  cela,  si  l’on  désigne  par  P l’aire  totale 
de  la  surface  polyédrale  inscrite,  on  aura 


<=y'  — 

eus  6 


Mais  si  l’on  nomme  Ç l’angle  que  forme,  avec  le  plan  xy', 
le  plan  tangent  mené  à la  surface  par  l’un  des  sommets 

du  triangle  inscrit  dont  l’aire  évident  que 


1’ 


I __  I , 

cos  b cos  Ç ' 


0,. 


E désignant  un  infiniment  petit;  on  peut  donc  écrire 


(■) 


p=y  — • 

^ cos  £ M cos  Ç 


L’ordonnée  z de  notre  surface  est  une  fonction  déter- 
minée des  abscisses  xctj,  cosÇ’  est  aussi  une  fonction 
des  deux  memes  variables:  considérons  alors  la  surface 
dont  l’ordonnée  Z a pour  valeur 


Z 


I 
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désignons,  en  outre,  par  V le  volume  limité  par  cette  sur- 
face et  par  le  plan  xy  dans  le  cylindre  parallèle  à l'axe 
des  Z et  qui  a pour  base  C',  ou  aura  (n“  581  ) ^ 


donc  la  première  des  sommes  de  la  formule  (1)  a pour 
limite  V;  il  s’ensuit  (n“9)  que  la  deuxième  somme  a 
zéro  pour  limite,  et  l’on  a,  en  conséquence, 

(3)  limP=:V  ou  S = V, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

590.  Mais  la  formule  (2)  subsiste  (n”  581  ),  quelle  que 
soit  la  figure  des  aires  infiniment  petites  a,  on  aura  donc, 
pour  toute  décomposition  de  l’aire  C'  en  éléments  a infi- 
niment i>etits  dans  tous  les  sens, 

(4) 

Soient  ^0  et  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des 
valeurs  de  ^ pour  les  différents  points  situés  dans  l’inté- 
rieur du  contour  C,  la  formule  précédente  donnera 


en  désignant  par  un  angle  compris  entre  ^0  et  et 
par  A l’aire  limitée  par  le  contour  C.  Supposons  que 
l’aire  A se  réduise  à un  élément  a infiniment  petit  dans 
tous  les  sens,  S se  réduira  aussi  h un  élément  infiniment 
petit  0-,  et  l’on  aura 

7. 

cosÇ' 

Soit  ^ l’angle  formé  avec  le  plan  des  2.^  par  le  plan  tan- 
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geiit  en  un  point  quelcom[uc  de  l’élément  7,  on  aura 


r,  étant  un  infiniment  petit,  donc 


Il  faut  remarquer  que  la  formule  (4)  subsiste  lors 
même  que  le  plan  tangent  de  la  surface  proposée  serait,  en 
quelques  points  ducontourC,  perpendiculaireauplanx)  •, 
en  efi'et, cette  circonstance  n'aura  plus  lieu  si  l’on  substitue 
au  contour  C un  autre  contour  Co  infiniment  voisin,  con- 
venablement choisi;  désignant  alors  par  So  l’aire  com- 
prise dans  le  nouveau  contour  et  par  Vj,  le  volume  déter- 
miné comme  on  l’a  expliqué  au  n”  589,  on  aura 


S. 


V,; 


cette  égalité  subsiste  quand  le  contour  Cq  varie  et  tend 
vers  la  limite  C ; d’ailleurs  S„  tend  alors  vers  la  limite  S, 
on  obtient  donc  l'égalité  (3)  en  passant  à la  limite.  Quelle 
<|ue  soit  l’aire  terminée  par  le  contour  C,  on  peut  toujours 
la  décomposer  en  parties  telles,  que  le  plan  tangent  de  la 
surface  ne  soit  perpendiculaire  au  plan  Ty  que  pour 
des  points  situés  sur  les  contours  partiels,  il  en  résulte 
que  la  formule  (4)  convient  à tous  les  cas. 

591.  Appliquons  ce  qui  précède  au  cas  d'une  surface 
définie  par  son  équation  entre  trois  coordonnées  rectan- 
gulaires x,y,  Z.  Soit 

( 6)  ih  = P d.r  -t-  q dr. 


P fil  <f  étant  des  fonctions  données  de  x et  on  aura 
(n»  254) 

• — sJ  I -r  p'  q- . 

COSÏ 
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Supposons,  ce  qu’il  est  toujours  possible  de  réaliser, 
que  le  contour  C'  de  la  projection  de  l’aire  S à évaluer 
ne  soit  rencontré  qu’en  dPux  points  par  les  parallèles 
aux  jr-^  alors  l’aire  S,  égale  au  volume  ^ , aura  pour 
expression  (n“582) 

(7)  f f V + y’ ''I’ ■' 

_)  0 et  Y désignent  les  ordonnées  y du  contour  C'  qui 
répondent  à l’abscisse  x;  et  X sont  les  abscisses  cor- 
respondantes aux  ordonnées  qui  limitent  le  contour. 
On  peut  écrire  aussi 

(8)  f f P'  1' 

mais  ici  Xg  et  X désignent  les  abscisses  des  deux  points 
du  contour  qui  répondent  à un  môniej',  tandis  que  > 0 
et  Y sont  les  ordonnées  correspondantes  aux  deux  ab- 
scisses »jui  limitent  le  contour  C'. 

592.  Il  est  quelquefois  avantageux  de  substituer  aux 
coordonnées  x,  y les  coordonnées  polaires  p,  m.  On  a 

j:'  = pcosw,  ^ = psinw, 

et  l’on  peut  prendre  pour  l’élément  a ( 11“  584). 

Alors  si  l’origine  des  coordonnées  est  extérieure  au  con- 
tour C',  et  que  chaque  rayoti  p ne  rencontre  le  contour 
qu’eu  deux  points,  on  aura 


p,  et  11  étant  les  rayons  des  points  du  contour  G'  qui 
répondent  à une  même  valeur  île  w,  et  ojo,  II  désignant 
les  valeurs  de  u qui  répondent  aux  rayons  jiuiites  du 
contour.  Cette  formule  est  encore  applicable  au  cas  où  le 


CHAPITRE  V. 


3oi 

contour  C'  serait  formé  de  deux  contours  partiels  inté- 
rieurs l’un  à l’autre,  l’origine  étant  dans  l’intérieur  du 
plus  petit  contour  et  la  surface  S à évaluer  ayant  pour 
projection  l’espace  compris  entre  les  deux  contours;  dans 
ce  cas,  011  a évidemment  w»  = o,  fî  = an  et 

(lo)  S=f'\ur^. 

Si  le  plus  petit  des  deux  contours  dont  on  vient  de 
parler  se  réduit  à l’origine  des  coordonnées,  on  a p^  = o, 
et  la  formule  (lo)  devient 

Le  cosinus  de  l’angle^  s’exprime  facilement  en  fonc- 
tion des  dérivées  partielles  de  z par  rapport  à jS  et  oi. 
On  a 

rf.r  —.lift  Costa  — P sin  la  il  la,  ilj'  — df  sin  w -f-  P Costa  il  la, 

la  formule  (6)  donne  alors 

ih  i ,/i 

, = ncosw -I- 7 sin  M,  — — — — usinu -t- 7Cosu. 
ilp  P ata 

élevant  au  carré  et  ajoutant,  il  vient 

C-To) 


par  suite 


P 

cosi; 


On  a donc 


^ ‘ ^ ^ =// V^‘ ’ ’ (S)' ^ 

en  se  dispensant  d’indiquer  les  limites  des  intégrales, 
afin  d’embrasser  tous  les  cas. 


3o2 
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Cas  des  surfaces  de  révolution . 

593.  Dans  le  cas  des  surfaces  de  révolution,  l’intégrale 
double  qui  exprime  l’aire  de  la  zone  comprise  entre  deux 
plans  perpendiculaires  à l’axe  se  réduit  immédiatement  à 
une  intégrale  simple. 

SoitCMD  une  courbe  rapportée  à deux  axes  rectangu- 
laires Oor,  Or  situésdans  son  plan,  et  supposons  que  l’on 
demande  l’aire  S de  la  zone  engendrée  par  l’arc  CD 
tournant  autour  de  l’axe  des  x.  Considérons  d’abord  le  cas 


où  l’ordonnée  J'  de  la  courbe  est  constamment  croissante 
ou  décroissante  quand  on  passe  d’une  extrémité  à l’autre 
de  l’arc  CD;  l’aire  demandée  S aura  pour  projection,  sur 
le  plan  perpendiculaire  à Ox,  l’espace  compris  entre  les 
deux  cercles  décrits  de  l’origine  comme  centre  avec  les 
ordonnées  CA  = ) o,  DB  = Y des  extrémités  de  l’arc.  On 
peut  donc  appliquer  ici  la  formule  (lo)  du  u”592  en  écri- 
vant au  lieu  de  p et  en  prenant  pour  ^ l’angle  du  plan 
tangent  à la  surface  avec  le  plan  perpendiculaire  à Ox; 
on  a ainsi 


Or,  par  la  nature  de  la  surface,  ^ ne  dépend  pas  de  w, 
ôn  peut  donc  faire  sortir  le  facteur^  du  signe  j 


\ 
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relatif  à o>,  et  l’on  a 


S 


X 


cosÇ 


(v/l 

cosï’ 


le  plan  tangent  d’une  surface  de  révolution  étant  perpen- 
diculaire au  plan  de  la  courbe  méridienne,  ^ est  l’angle 
formé  par  la  tangente  de  cette  méridienne  avec  l’axe  des  j'; 

par  conséquent,  cos  = ± ds  étant  la  différentielle  de 
l’arc  de  la  courbe.  On  a ainsi 


le  signe  ± devant  être  remplacé  par  le  signe  de  Y — _ro-î  , 
si  J’o  et  X]>.T(|  désignent  les  abscisses  qui  répondent 
aux  ordonnées  ^0)  Y,  on  pourra  écrire  aussi 


Il  est  évident  que  cette  dernière  formule  subsistera 
quel  que  soit  l’arc  de  courbe  CD,  car  on  peut  toujours 
décomposer  l’arc  CD  en  parties  telles,  que  de  l’une  des 
extrémités  à l’autre  de  chaque  partie  l’ordonnée  varie 
dans  le  même  sens.  Notre  formule  s’appliquant  à cba(]ue 
partie,  elle  s’applique  aussi  à leur  somme. 

59-4.  On  peut  établir  directement  la  formule  que  nous 
venons  d’obtenir.  Effectivement,  inscrivons  dans  l’arc  CD 
une  ligne  polygonale  dont  les  côtés  soient  infiniment 
petits.  Chacun  de  ces  côtés  MM'  engendrera  un  tronc  de 
cône;  inscrivons  dans  chaque  tronc  de  cône  une  surface 
polyédrale  formée  de  faces  quadrangulaires  dont  deux 
côtés  soient  des  arêtes  infiniment  voisines  du  tronc  de 
cône;  chacune  de  ces  faces  étant  ensuite  décomposée  en 
triangles  par  une  diagonale,  nous  aurons  une  surface  po- 
lyédrale qui  sera  inscrite  à la  fois  dans  la  surface  de 
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révolution  proposée  et  dans  la  surface  composée  des  troncs 
de  cône  inscrits.  Il  résulte  de  là  que  la  surface  demandée  S 
est  égale  à la  limite  de  la  somme  des  surfaces  des  troncs 
de  cône.  Or,  si  x,  y désignent  les  coordonnées  du  point  M, 
J*  4-  Ax,  J’ -H  celles  du  point  M',  la  surface  engen- 
drée par  MM'  sera 


x=  -I-  A ) > 


OU 


1.T.\  — A.r  (l  -f-  ï\ 

dx 


en  désignant  par  s l’arc  de  la  courbe,  et  par  t un  infînlA 
ment  petit.  D’après  cela,  on  a 


S ■—  lini^  "XV y — A.r, 
S = 2jr  I ) tl.r. 

t ‘ d.r 


Î)9Î>.  Aire  de  l'ellipsoïde  de  révolutiow.  — Cher- 
chons l’aire  d’une  zone  de  l’ellipsoïde  de  révolution.  Soit 


— ; + = ' 7 

a’  b' 


l’équation  de  l’ellipse  qui  engendi  c la  surface  en  toiir.- 
nant  autour  de  l’asc  des  x,  on  a 

ds  b , 


L'aire  engendrée  par  l’arc  compris  entre  l’extrémité 
du  demi-axe  b et  le  point  qui  répond  à l'abscisse  x sera 

b , 

s = 2 K — I y«* — (</' — b’^x^d.r-, 

».  U 

il  convient  de  distinguer  les  cas  de  a ^ b et  de  a <b. 
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Si  a > l’eUlpsoïdc  csl  de  révolution  autour  du  grand 
axe:  on  a 




•>  / — ( à‘  — À')  .r’  </.r 

J O 

— X — («’  — 6^).r'  + 

donc 


y/«‘  — (/•/’ — h’).r’ 


y/«’ — 


Jn‘  — [n^— 

- _ arccos - 

y/a'-  b‘ 


Si  l’on  veut  l'aire  totale  de  l'ellipsoïde,  il  faut  faire  x = ii 
et  doubler  ensuite  le  résultat;  il  vient  ainsi 

lvn'‘h  b 

S =;  stTr  o’  H ; arc  cos  - , 

^n‘  — b^  " 

OU,  en  posant  h = ncosy, 

S = ( cos'v  H — ) arra’. 

\ '«nb’7/ 

Si  h = a,  y = o,  l'ellipsoïde  se  réduit  à une  splicre,  cl 
l’on  retrouve  la  formule  connue  S = ^Tia^. 

Supposons  en  second  lieu  a<C^b\  dans  ce  cas  rcllipsoidc 
est  de  révolution  autour  du  petit  axe,  et  rexpression 
de  S est 

^ arri  -7 , 

S= / y'«'  + (6’ — tt^jx-t/x, 

" Jo 

ou 


■rb.r^a'  -+-(é’ — a’).»-' 


■nbn^  I .ryi’ — a’4-y^/'  + (A-  — a’J.i’ 


faisant  .r=  «dans  cette  formule,  et  multipliant  ensuite 
par  a,  on  obtient  l’aire  totale  de  l ellipsoïde,  savoir 


S = 277  + 


II. 


277  bti'  , b J b-  — fl’ 

log  — 

yÏ6>  _ rt»  fl 


20 
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I 


9.  m { / 


- -- r ) 

• I) 


la  formule  prérédenle  devieiidia 


J 1 1 

?.///  -h  I 

’ 2«n-t-  2/«  +-  I 

^ . ...  ..  

< 1 -T- 

? ///  ( /;/  -h  1 ) 

9/H’  -t  - /H 

log(,+  l)" 


2;tn-, 


ce  qui,  pour  h ~ a ou  lu  — x , se  rcduil  à exprès 

sion  relative  à la  sphère. 


.-Applications  <h  la  mciliorlc  pour  la  /létermination  tie 
l’aire  des  surfaces  courbes  (juelconqucs. 

59(i.  Probi.èmk  I.  — Trouver  l'aire  d'un  triangle 
sjdiérique. 

Ün  triangle  .sphérique  pouvant  se  décomposer  en  deux 
triangles  rectangles  par  un  arc  de  grand  cercle  abaissé 
d’un  sommet  perpendiculairement  sur  le  côté  opposé,  il 
nous  suflira  d’examiner  le  cas  du  triangle  rectangle. 


I t!. 

! ,\\ 

' I \ 

oL-  - - 

/' 


Soit  le  triangle  sphérique  ABC,  rectangle  en  A,  qm- 
nous  rapporterons  .à  trois  axes  rectangulaires  passant  par 
le  centre  de  la  sphère;  nous  prendrons  pour  plan  des  X) , 
le  plan  du  coté  AC,  et  nous  ferons  passer  l’axe  des  x par 
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le  soinmcl  C.  La  ligne  OA  est  la  trace  du  plan  du  côté  AB 
sur  le  plan  xj-,  et  si  l’on  abaisse  du  sommet  B la  perpen- 
diculaire BP  sur  OA,  l’arc  de  cercle  BC  se  projettera,  sui- 
vant un  arc  d’ellipse  CP;  il  s’agit  donc  de  trouver  l'aire 
de  la  portion  de  sphèn;  qui  se  projette  à l’intéric-ur  du 
triangle  curviligne  ACP. 

L’équation  de  la  sphère  est 

a:’  r'  + i'  = R’, 
et  celle  du  plan  du  côté  BC  est 

i = vtangC, 

C étant  l’angle  au  sommet  du  même  nom  dans  le  triangle. 
En  éliminant  s entre  les  deux  équations  précédentes,  ou 
a l’équation  de  l’ellipse  CP,  savoir 


cos'C  ~ ’ 


d’où  l’on  tire,  en  remplaçant  x et  j par  les  valeuis 
pocoso),  posit'W, 

_ RcosC 
^ I — sin^C  cüs'oi 


Le  cosinus  de  l’angle  que  fait  le  plan  tangent  de  la 
sphère  avec  le  plan  xj'  est  ^ ou  '■  > et  l’élément  de 

1 1 , . ttpfip  dut  , . 

la  surlacc  sphérique  est  — i.-—  • L intégration  relative 

i ^ V'R’  - P’ 

à P doit  être  faite  depuis  la  valeur  p,  qui  convient  à l’el- 
lipse, jusqu’à  P = R,  celle  relative  à w doit  être  faite 

depuis  (0  = 0 jusqu’à  ro  = ^,  ô étant  la  longueur  dti 

côté  AC  ; ainsi  l’expression  de  l’aire  demandée  S est 

h 


S 


= f -te- 
Jo  J P,  — P" 
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f*'  'Rorlb  , K’sinCsinu 

- = R v'R’  -9.  ~ . 

^R’  — b‘  yi — sin^Ccos-u 


donc 


h 

R'sinCsinwAi 
— siti^Ccos'w 


l’iiitcgralc  indéfinie  de  la  différcnliclle  sous  le  signe  j est 
— Il’arc  sin  (sinC  cosci))  -f-  consl.,  on  a donc 


C — arc  sin  sin  C cos 

niais  par  les  formules  de  la  Trigonométrie  sphérique, 
sinC  cos  ^ est  égal  à cos  15  ou  à sin|  ^ i et  par  suite. 

ce  qui  est  la  formule  connue. 

*)97.  Problème  II.  — Étant  donnee  la  spfièrr  qui  n 
f)Our  équation  en  coordonnées  rectangulaires 

,,.i 

trouver  l'aire  de  la  portion  de  cette  sjdièrc  qui  se  projette 
sur  le  plan  xy,  dans  l' intérieur  de  la  courbe  dont  l'équa- 
tion en  coordonnées  polaires  est 


R-’(' 


P = y/ ^ ~ • 

L’élément  de  la  sui'l'ace  sphérique  est,  comme  d.ans  h- 
problctnc  précédent,  et  à can'C  de  R i, 

P (in  dw 
yj\  — P 
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La  courbe  donnée  est  symétrique  par  rapport  aux  axes 
des  T et  des  )'  ; il  suflit  donc  de  délermincr  l’aire  sphérique 
qui  se  projette  sur  l'un  de  scs  quadrants,  celui  qui  ré- 
pond aux  valeurs  de  to  comprises  entre  o et  Le  rayon 
vecteur  de  cette  courbe  est  plus  grand  (jue  i pour  les  va- 
leurs de  w comprises  entre  o et  mais  il  est  inférieur  à 

I pour  les  valeurs  de  ti)  comprises  entre  g et  donc  l’aire 

que  nous  avons  à évaluer  se  compose  de  deux  parties,  sa- 
voir celle  (|ui  se  projette  sur  le  secteur  circulaire  dont 

l’angle  est  et  celle  qui  se  projette  sur  le  segment  de  la 
courbe  donnée  dont  la  corde  fait,  avec  l’axe  des  j",  l’angle 
g-  Pour  la  première  partie,  les  intégrations  devront  être 

faites  de  p — u à ,0  = 1 et  de  m — ii  à ta  = pour  la 
deuxième  partie,  riniégration  relative  à p doit  être  faite 

de  P z=  o à P = — tang’6>)  et  celle  relative  à ro  de 


f>j  = à O)  = 7 • On  a ainsi 
b 4 


s=f\.r 

./o  X v''  — P'  .4  .'o 

G 
:r 

r r~^  /3 


ü <î  U 


C n I 

I 4/  - tang’w f/w 

J \ 7.  7 


2 COSfi)  r/«i 
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la  première  intégrale  a pour  valeur 


Y ^ log  I tangoi  y/  tang-w  — ^ Jh-  consl., 
el  la  seeoutle 

log  I sinw  ■*"  y/  sin’w  — const., 

oti  conclut  tle  là 

S — ï -+-  V’-  +0  — y/^  log(V’3  + 

Formule  générale  pour  la  rlélerminafion  de  l'aire  des 
surfaces  courbes. 

508.  Considérons  une  portion  d'une  surface  courbe 
limitée  par  un  contour  C,  et  supposons  que  les  c^|ualions 

n = a,  I’  = 6 

représentent  deux  systèmes  de  lignes  tracées  sur  la  sur- 
face, de  telle  manière  ijue  par  chaque  point  pris  sur  le 
contour  C ou  dans  son  intéiieur,  on  puisse  mener  une 
courbe  de  l'iinc  et  de  l'aiure  famille,  ün  peut  regarder 
U et  e comme  des  fonctions  dounée.s  de  trois  coordonnées 
rectangulaires  a",  z,  et,  coimne  ces  coordonnées  sont 
liées  entre  elles  par  l’équation  qui  appartient  A la  surface, 
elles  sont  des  fonctions  déterminées  des  paramètres  a,  c 
que  nous  prendrons  pour  variables  indépendantes.  .Nous 
siipjTOserons  que  les  ligues  dont  nous  venons  de  parler 
ne  rencontrent  le  contour  donné  C qu’en  deux  points. 

Cela  posé,  décomposons  l’aire  proposée  eu  une  inlinité 
de  parties  infiniment  petites  au  moyen  de, lignes  du  sys- 
tème a.  Soient  I\1N'  et  M'iV'  les  deux  lignes  sueeessives 
qui  répondent  aux  valeurs  «,«-(-  A*  du  paramètre,  et 
qui  coupent  le  contour  C,  la  [ircniièreaux  points  iM,  N.  in 
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deuxième  aux  points  M',  N'.  Menons,  par  un  point  H de 
MiN,  une  ligne  du  système  6 coupant  M'N'  au  [loiiit  li'.Si 


/w 


Aa  est  suffisamment  petit,  il  est  évident  qu’on  pourra 
faire  varier  6 de  telle  manière,  que  la  ligne  BB',  tout  en 
restant  constamment  dans  l'intérieur  du  contour  C,  aille 
passer  par  l’un  des  deux  points  M,  M'  ou  par  l’un  des 
points  N,  W.  Soient  MP,  N'Q  les  positions  extrêmes  de 
BB';  l’aire  MM'N'N  se  compose  des  trois  parties  MPiV'Q, 
MM'P,  eu  sorte  que  si  l’on  désigne  par  S l’aire 

limitée  par  le  contour  C,  on  aura 

S = 2 MPN'Q  4-  2 (MM'P  -f  NiN'Q). 

Comme  A«  est  infiniment  petit,  les  trois  cotés  des  trian- 
gles curvilignes  MM'P,  INN'Qsont  aussi  infiniment  pe- 
tits, et  les  rapports  des  surfaces  de  ces  triangles  à celles 
des  triangles  rectilignes  qui  ont  respectivement  les 
mêmes  sommets,  ont  pour  limite  l'unité  (n"  590).  On  a 
donc 

MM'P  -t-  NN'Q  = ^ MM'  X MPX  sinM'MP  X (H-  s) 

-t-  ^ PJiN'X  N'Q  X sinNN'QX  (i  -4-  c), 

E et  n s’annulent  avec  Aa;  par  conséquent  si  l’on  désigne 
par  A une  quantité  comprise  entre  la  plus  grande  et  la 
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plus  petite  des  valeurs  que  prennent  les  produits  tels  <jue 

- MP  X sin  M'MP  (i -4- £)  ou  - N'Q  sinNN'Q  X (i  4- r/, 

2 2 

on  aura  < 

s = 2 MPN'Q  + X 2 ^^')- 

Or/  s'annule  avec  A«,  d'ailleurs  ^ (MN  M'JN')  n’est 
autre  chose  que  le  contour  C;  donc  on  a 

S=  lim  ^MPN'Q. 

Divisons  maintenant  la  courlx;  MQ  en  une  infinité  de 
parties  iniiniment  petites,  et  menons  par  chaque  point 
de  division  une  ligne  du  syslèine  ô.  I.a  surface  MP^i'Q 
sera  divisée  en  éléments  superficiels  infiniment  petits  tels 
que  A A' B' 15,  et  que  l’on  nomme,  pour  abréger  le  langage, 
des  parallélogrammes  infiniment  petits;  il  est  évident 
ijue  l’on  peut  écrire 

S lini  ^ U, 

chaque  élément  AA'B'B  = oa  étant  foi  mé  par  deux  lignes 
du  premier  système  qui  lépondeni  aux  valeui  s at,  a-|- Aa 
du  paramètre  et  par  deux  lignes  du  deuxième  système 
relatives  aux  valeurs  S,  S -f-  AS  du  second  paramètre. 

Joignons  les  points  successifs  A,  A',  B',  B par  des  li- 
gnes droites,  et  menons  l’une  des  diagonales  du  quadrila- 
tère gauche  ABB'A',  par  exemple,  B A';  le  rapport  de 
l’élément  o)  à la  somme  des  triangles  inscrits  AB.\',  BB'A' 
aura  pour  limite  l’unité,  comme  on  l’a  vu  au  u“  51)0. 
Le  triangle  ABA'  a pour  mesure  l’expression 

- AB  X AA’ X siii  A' AB; 

mais  L»  côtés  A A',  AB  ne  didèrent  que  par  des  infiniment 
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petits  du  troisième  ordre,  di's  arcs  de  même  nom,  et 
ceux-ci  peuvent  être  représentés  par  A^, , A.«j  en  dési- 
gnant par  5,,  les  arcs  des  courbes  et  u comptés  à 
partir  d’origines  arbitraires;  d’ailleurs  A.«,  et  As,  ne 
dépendent  respectivement  que  de  Aa  = </a  eide  Aô  = c/o, 
et  ils  ne  dilTèrent  de  ds,  et  ds,  que  par  des  quantités  du 
deuxième  ordre  rcl«tivemcnt  à eux-mêmes;  on  peut  donc 
remplacer  AA'  et  AB  par  ds,  cl  ds,  dans  l’expression  du 
triangle  ABA';  on  peut  aussi  substituer  à l’angle  A'Alî. 
l’angle  i que  forment  entre  elles  les  tangentes  en  A aux 
deux  courbes  AB  et  AA';  en  sorte  que  l’on  a 

« 

triangle  A' AB  = - i/s,  r/r,  sini  (i  -t-  r) 


I ils,  ll.S, 
9,  dx  lis 


sini  lia  lis  (i 


«O 


e étant  un  iniiniment  petit. 


Les  quantités 


fis, 

lia 


ils,  . . 


n’éprouvent  que  des  vaiiations  iniiniment  petites  (|uand 
on  passe  du  point  A au  point  B',  donc  le  triangle  A'B'B 
ne  didère  de  A'AB  (juc  par  une  quantité  infiniment  pe- 
tite relativement  à l’aire  de  ce  triangle;  il  s’ensuit  f|ue 
l’on  a 


ils,  lis, 
(la  lis 


&\niila  t/6  (i  -t-  e); 


donc 


S = liin 


ils,  ils, 
lia  lis 


sin  i lia  liS, 


et,  par  conséquent, 

eu  se  dispensant  d’écrire  les  limites.  Si  l’on  veut  com- 
menter l’intégration  par  rapport  à ê,  il  faudra  prendre 
pour  limites  les  valeurs  Co  et  B qui  répondent  aux  points 
où  la  courbe  « = a rencontre  le  contour;  on  intégrera 
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ensuite  par  rapport  à a.  entre  les  valeurs  A,  relatives 
à celles  des  rourbes  a qui  liiniteut  le  contour.  Ainsi  l’on 
aura 

c <h,  . . , „ 

S = I (loL  \ -Sïïu«aa6. 

X.  Je.  '/S 

La  formule  précédente  peut  être  einployéc  avec  avan- 
tage, même  dans  le  cas  o;i  il  s’agit  d'évaluer  une  portion 
de  surface  plane.  Klle  se  simplilie  lorsque  les  deux  fa- 
milles de  cotirbcs  employées  forment  un  système  double 
orthogonal.  On  a eflectivement  sin/  = i,  dans  ce  cas. 


Formule  générale  pour  la  fléterminaiion  îles  volumes. 

.'599.  La  formule  par  laquelle  nous  avons  déterminé 
le  volume  des  corps  au  n"  582,  est  dans  riiypotbèsc  des 
coordonnées  rectangulaires 


=;  I dx  \ (Z  — I.,) 

Jt, 


comme  Z — est  l'intégrale  de  la  dill'érentielle  riz  entre 
les  limites  et  Z,  on  peut  écrire  aussi 


ou  simplement 


V = I dr  I dr  f dz, 
' r,  1 J , Jr. 

V = J'  Ç j dx  dy  dz 


quand  on  juge  inutile  de  mettre  en  évidence  les  limites 
de  l’intégration.  I^’expression  j)récédeutc  de  \ est  une 
intégrale  triple,  elle  équivaut  .à  celle-ci 

V = lim  2 ^x  Aj  Aî, 

qui  indique  que  le  volume  ^ est  la  limite  vers  la(|ucllc 
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tend  la  somme  des  parallélipipèdes  reelanglcs  infiniment 
petits  Ax  A)  As,  contenus  dans  le  corps,  et  détermi- 
nes par  trois  familles  de  plans  parallèles  aux  plans  coor- 
donnés. 

Si  au  lieu  de  coordonnées  rectangulaires  on  veut  em- 
ployer des  coordonnées  rectilignes  oblitjucs,  soient  «,  £>,e 
les  angles  des  axes  Oj  et  Os,  Os  et  Ox,  Ox  et  Oj';  po- 
sons en  outre 


iî  “ ^ I — cos’n  — cos’è  — cos’c  2 cos  a cos  A cosc, 

le  parallélipipèdc  oblique  dont  les  arêtes  contiguës  sont 
Ax,  Ay,  As,  aura  pour  volume  A Ax  Ay  As,  et',  au  lieu 
des  formules  précédentes,  on  aura 


V = / lim  A.r  Ai, 
et 

V = ij"  Ç I tir  dy  dz. 

000.  Considérons  généralement  un  systèmede  trois  fa- 
milles de  surfaces  avant  pour  équations 

U = a,  (*  = 6,  II'  “ ’!  ; 


II,  I’,  w désignant  des  fonctions  données  de  trois  coor- 
données rectangulaires  et  «,  ê,  y étant  des  paramètres 
variables. 

Si  l’on  prend  dans  chaque  système  deux  surfaces  indi- 
viduelles répondant  respectivement  aux  paramètres  a et 
«-t-A«,Sct6-|-A6,  y cl  y -\-  Ay,  on  déterminera  un 
corps  que  l’on  ])cut  appeler  un  pariiHclipipède  infiniment 
petit,  car  deux  plans  tangents  à une  même  face  ou  à deux 
faces  opposées  font  entre  eux  un  angle  infiniment  petit. 
Par  un  point  intérieur  à ce  parallélipipèdc  curviligne, 
menons  trois  plans  respectivement  parallèles  aux  plans 
tangents  à trois  faces  contiguës;  puis  construisons  deux 
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parallélipipèdcs  dont  les  faces  soient  parallèles  à ces 
plans  et  qui  soient  l’un  inscrit  dans  le  parallélipipède 
curviligne,  l’autre  circonscrit  au  même  solide,  de  ma- 
nière que  leurs  faces  marquent  les  limites  des  faces  cor- 
respondantes de  celui-ci.  Les  arêtes  des  deux  parallélipi- 
pèdes  dont  nous  venons  de  parler  ne  différeront  des  arêtes 
As, , As, , Asj  du  parallélipipède  curviligne  que  par  des 
quantités  infiniment  petites  relativement  à ces  arêtes  res- 
pectives; par  consé-quent  le  volume  de  chacun  d’eux 
pourra  être  représenté  par 

A As,  As,  As,  (i  -i- 1), 


£ désignant  un  infiniment  petit,  et  le  parallélipipède  cur- 
viligne qu’ils  comprennent  entre  eux  aura  aussi  cette 
même  expression.  Dans  la  formule  précédente  A.t,,  As,, 
Asj  sont  les  accroissements  des  arcs  s, , s,,  s,  des  courbes 
qui  résultent  de  rinterscction  des  surfaces  o ety,  a et  y, 
a et  o;  ces  arcs  infiniment  petits  ne  dépendent  donc  que 


rfs. 


d'utie  seule  variable  «,  ê ou  y,  et  leurs  valeurs  sont  — - da, 

' tiu. 


f/.t. 


’ d-i 


dy^  en  négligeant  les  inllniinent  petits  d'ordre 


supérieur.  On  voit  enfin  (jue  le  volume  infiniment  petit 
que  nous  consîdéi  oiis  aura  pour  ex|)ression 


A 


f/.c,  »/.v,  j/.f, 
(/*  dZ  d-j 


d%  dud-f  ( I -f 


0- 


Cela  posé,  soit  V un  volume  déterminé  quelconque;  il 
est  évident  que  ce  volume  sera  égal  à la  limite  de  la 
somme  des  parallélipipèdcs  curvilignes  infiniment  petits 
contenus  dans  ce  corps  et  déterminés  par  les  trois  sys- 
tèmes de  surfaces  dont  nous  avons  parlé.  Ainsi  l’on  aura 


V 


= fini  2 A 


ds,  d.i.  d.f, 
dx  (/  Ç d y 


dx  f/c  f/y, 


Digitized  by  Google 


ou 


CHAPITRE  V.- 


» ‘ 

xdStly.> 


f f 

Lrs  limites  des  intégrations  se  détermineront  sans  diffi- 
culté, comme  dans  les  cas  examinés  précédemment,  si 
la  surface  du  corps  considéré  n’est  rencontrée  tju’en  deux 
points  par  les  courbes  intersections  des  surfaces  coordon- 
nées; quand  le  contraire  aura  lieu,  il  sera  nécessaire  de 
décomposer  le  corps  en  plusieurs  parties  que  l’on  évaluera 
séparément. 

La  formule  précédente  se  simplifie  quand  les  surfaces 
coordonnées  sont  orthogonales;  car  la  quantité  A,  qui 
est  en  général  une  fonction  des  variables  a,  o,  y,  se  ré  luit 
alors  à l’uniié. 


Cas  particulier  des  coordonnées  polaires. 

GOi.  Dans  le  cas  des  coordonnées  polaires,  les  points 
de  l’espace  sont  déterminés  par  trois  familles  de  surfaces 
orthogonales.  Construisons  préalablement  trois  axes  rec- 
tangulaires Oa:,  O)  , Oz;  la  première  famille  sc  com- 
posera des  sphères  qui  ont  pour  centre  l’origine  et  dont 
nous  désignerons  le  rayon  par  r;  la  deuxième  sera  formée 
par  des  cônes  de  révolution  autour  de  l’axe  des  z,  dont 
l’angle  générateur  sera  représenté  par  6;  enfin  la  troi- 
sième famille  .se  composera  de  plans  passant  par  l’axe 
des  Z et  faisant,  avec  le  plan  zx,  un  angle 

Le  rayon  /■  varie  de  o .à  -f-  co  ; l’angle  6 qui  est  formé 
par  la  direction  du  rayon  /•,  avec  la  partie  positivede  l’axe 
des  Z,  varie  de  oh  i8o  degrés  ; enfin  l’angle  ijj  est  égal  à 
celui  que  forme  la  projection  du  rayon  r sur  le  plan 
avec  l’axe  des  x,  il  se  compte  en  marchant  de  la  partie 
positivede  l’axe  des  x vers  la  partie  positive  de  l’axe  des  ' , 
et  il  varie  de  o à 36o  degrés. 
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Chai[iie  sphère  est  coupée  par  les  surfaces  coordonnées 
des  deux  autres  familles,  suivant  deux  systèmes  de  lignes 
orthogonales,  savoir  ; un  système  de  parallèles  et  uji  sys- 
tème de  méridiens,  et  elle  est  alors  décomposée  en  rectan- 
gles inüniment  petits,  qui  ont  pour  côtés  des  aresde  cercle 
répondant  à des  angles  au  centre  égaux  à et  les 
rayons  de  ces  arcs  sont  d’ailleurs  égaux  ,à  r et  à rshid  res- 
pectivement, d’où  il  suit  que  les  cotés  de  notre  rectangle 
sont  csin9c/t{t.  Ce  rectatigle  est  la  base  de  l’un  des 
parallélipipèdes  curvilignes  que  déterminent  les  trois  sur- 
faces considérées;  quant  à la  troisième  dimension  de  cet 
élément,  elle  est  évidemment  dr.  D’après  cela,  le  volume 
des  corps  sera  déterminé  par  la  formule  suivante  ; 


V J'  I J' cV/rsinO  f/0  f/ô. 

Supposons  (|ue  l’origine  soit  extérieure  au  corps,  et  dé- 
signons par  Il  les  valeurs  de  r à l’entrée  et  à la  sortie 
du  corps,  l’intégration  relative  à r devra  être  exécutée 

entre  les  limites  r„,  R;  or  on  a I r dr  = ^ r’  4-  const.  : 
donc  _ 

V=:1J  J(R>— ri,sin0f/8f/f}f. 

L’intégration  relative  à 0 doit  être  faite  entre  les  va- 
leurs 0 qui  répondent  aux  limites  du  corps  et  qui  sont 
des  fonctions  de  i|( ; enlln  l’intégration  relativeà '^doit  cinî 
faite  entre  les  valeurs  Ÿ qui  répotideut  aux  deux 
plans  entre  lestpiels  le  corps  est  renfermé;  ainsi  l’on  peut 
écrire 

, /"*•  /’» 

V = ^ I d'I  j (R’ — /■;)  sinO  f/9. 

^ d<!>.  Je. 

Supposons  maintenant  que  'l’origine  des  coordonnées 
soit  à l’intérieur  du  corps.  Dans  ce  cas,  l’intégrale  rcla- 
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live  à ;•  doit  commencer  à zéro,  et  les  intégrales  rela- 
tives à 6 et  i|/  doivent  être  prises,  la  première  entre  o et  n, 
la  seconde  entre  o et  a jr,  On  a donc 


r/4  f R'sin 0 t/0. 

Jo 

602.  Nous  venons  do  voir  <[uc  chaque  sphère  de 
rayon  rest  décomposée  en  rectangles  infiniment  petits  to 
dont  les  côtés  sont  égaux  à rrlO,  rsinSt/il/,  on  a donc 

w = r’  sin  0 ilOd-^  (l  s), 

£ étant  un  infiniment  petit,  et  l'aire  d’une  portion  de 
sphère  pourra  être  déterminée  par  la  formule 


sinO  f/0  f/4. 


Supposons,  par  exemple,  qu’on  veuille  trouver  l'aire 
d’un  triangle  sphéiît|ue  au  moyen  de  la  formule  précé- 


dente. Soient  A,  13,  C,  les  angles  de  ce  triangle,  dont  les 
sommets  seront  désignés  par  les  mômes  lettres;  je  pren- 
drai pour  axe  des  z le  rayon  OA  de  la  sphère,  puis,  me- 
nant un  grand  cercle  perpendiculaire  à OA  qui  coupe  en 
deux  points  I et  J le  grand  cercle  auquel  appartient  le 
côté  BC,  je  prendrai  le  rayon  01  pour  axe  des  jf;  l’axe 
des  X doit  être  perpendiculaire  à OA  et  à 01,  je  choisirai 
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ladireclion,  qui  est  telle, que  la  valeur  <|<  relative  à C sur- 
passe celle  qui  se  rapporte  à B,  en  supposant  queiji  croisse 
quaml  on  marche  de  l’axe  des  x vers  l'axe  des  y.  Cela 
posé,  considérons  un  point  M se  mouvant  sur  le  côté  BC 
de  B vers  C,  cl  menons  l'arc  de  grand  cercle  AÎ\I  qui, 
prolongé  s'il  le  faut,  coupera  en  N le  grand  cercle  situé 
dans  le  plan  xy • Si  l’on  désigne  par  la  valeur  de  ip  qui 
se  rapporte  au  point  B et  que  l’on  prenne  pour  unité  le 
rayon  de  la  sphère,  l’aire  T du  triangle  sphérique  sera 
donnée  par  la  formule 

T=  I tlp  I siiiCidi—  I (i  — cosAM)(/0, 

i/o  * 


ou,  à cause  de  cos  AM  = sin  ÎNIÎV. 

4-  A ^ d,  4-  A /»  -J-  A 

I sinMN^/|  - A—  / 

^ A . • A. 

Mais  on  a,  dans  le  triangle  sphéri([ue  rectangle  MAI 


sin  MN 


sin  MN  = ^ I* , cosM  = sinl  sin<l/, 
sin  M 


et  la  dernière  de  ces  formules  donne  par  la  différen- 
tiation 

= T-- , dM,  d'où  sinMN — dM; 

sin  I cos} 


od  aura  donc 


r = A 


dM 

di} 


di}; 


enfin,  comme  on  a M=7: — B pour  p = {p^  et  M = C 
pour  p = on  aura 


T = A4-B4-C~s, 


ce  qui  est  la  formule  connue. 
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603.  Considérons  niainlenant  une  surface  courlie  quel- 
conque dont  un  point  M ait  pour  coordonnées  r,  6,  ^ el 
construisons  la  sphère  de  rayon  ;•  qui  a pour  centre  l’ori- 
gine des  coordonnées.  Le  cône  qui  a pour  soninict  cetleori- 
ginc  et  pour  base  l’élément  (i>  île  la  sphère,  déterminera 
sur  la  surface  courbe  un  élément  a dont  w sera  la  projec- 
tion orthogonale  sur  la  sphère  r;  cette  [trojcction  ne  dif- 
fère que  par  une  quantité  inliniment  petite  par  rapport  à 
elle-même  de  celle  qui  aurait  lieu  sur  le  jilan  tangent,  ut 
l’on  peut  prendre 

'.>  r’sin  0 i/o  i/'i 
cos  i;  cos  Ç 

Ç étant  l’angle  formé  par  le  rayon  / avec  la  normale  de  la 
surface. 

Les  tangentes  des  côtés  rriô  et  ; sin6  c/i|/  de  l’élément  i/re 
forment  avec  le  rayon  /'  un  système  d’axes  rectangulaires 
auxquels  on  peut  rapporter  la  surface  que  nous  considé- 
rons. Pour  le  point  M les  trois  coordonnées  sont  nulle.s: 
en  outre,  quand  les  deux  premières  coordonnées  s’accrois- 
sent successivement  de  rrlO  et  de  ;siuûc/i^,  la  troisième 

coordonnée  prend  les  accroissements  -- dÔ,  d'ir,  en 

* </6  ’ f/ij/  ^ 

désignant  par  j>  el  <j  les  rapports  de  ces  derniers  accrois- 
sements à ceux  des  coordonnées  qui  les  jiroduisent,  on  a 

I ilr  I <!r 

^ r du'  ^ rsinO  i/-| 

Mais, d’après  les  formules  eu  cooidonnées  rectangulaires. 

relatives  aux  normales,  l'angle  Ça  pour  cosinus 

» 

i/’ 

on  a donc 

rsin  0 

cos  Ç =;  - _ — , 

\/L(s)’-J (si)' 

IL  2 I 


Digitized  by  Coogle 


CALCUL  INTf.GRAL. 


et  l’aire  S d’une  portion  de  la  surface  sera  délcnnincc 
par  la  formule 


Du  changeniput  de  variahlcs  dans  les  iiilêgralcs 
multiples. 

(iOi.  La  rcclierclic  des  volumes  terminés  par  des  sur- 
faces courbes  et  celle  des  aires  de  ces  surfaces  se  ramènent, 
comme  on  l’a  vu,  à la  détermination  d’intégrales  doubles, 
<jui,  dans  le  système  des  coordonnées  rectangulaires,  ont 
pour  expressions  générales 

jj-~d.r.!y,  + (|J. 

D'autres  questions  conduisent  aussi  à des  intégrales 
triples.,  ffuadrupleSy  etc.,  et,  dans  tous  les  cas,  l'intégra- 
tion doit  s’étendre  à toutes  les  valeurs  des  variables  qui 
satisfont  à certaines  conditions  exprimables  par  une  ou 
plusieurs  inégalités.  Lorsqu’on  peut  effectuer  l'intégra- 
tion relative  .à  l’une  des  variables,  l’inlégralc  multiple  se 
réduit  à une  intégrale  d’ordre  inférieur  d’une  unité,  et 
quand  il  n’en  est  pas  ainsi,  on  peut  quelquefois  opérer  la 
réduction  par  un  cbangement  de  variables. 

Considérons,  par  exemple,  l'intégrale  double 

(r)  U«=;  Ç 

dans  laquelle  V désigne  une  fotfbti'ou  dbnnéede  x et  de  } , 
et  supposons  qu’on  veuille  substituer  aux  variables  x et  r 
deux  nouvelles  variables  u et  e,  liées  aux  premières,  par 
deux  relations  données.  Quelle  (juc  soit  la  portion  du 
plan  dcs.a^'  qui  comprend  les  points  {.v,  ) ) auxquels  l’in- 
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téjration  doil  s’étendre,  riuiégrale  U se  composera  d’uu 
ou  plusieurs  termes  de  la  forme 


t , et  J',  désignant  deux  fonctions  données  de  x,  et  x^,  x, 
étant  deux  constantes.  On  peut  évidemment  supposer 
que  V et  x croissent  constamment  de  la  limite  inférieure 
à la  limite  supérieure,  ce  qui  revient  à dire  que  f/x  et  (/)' 
sont  positives.  Cela  posé,  des  équations  données  entre  x, 
) , «,  on  peut  tirer  la  valeur  de  i en  fonction  de  x et 
de  U ; soit 

/ =/(x,  r), 


J/ J , 

I V f/j  où  X peut  être  regardé 

r. 

comme  un  paramètre  constant.  Si  l’on  y remplace  > par 


J'(x,^’),f/ypsLV—-^ — elle  deviendra^  V dv, 

et  étant  les  valeurs  de  y qui  répondent  à y 
Y ==.Vi-  INous  supposons  ici  que  v varie  toujours  dans  le 
même  sens,  quand  i varie  de  ) „ à } , ; s'il  en  était  autre- 
ment, on  rentrerait  dans  cette  hypothèse  eu  décomposant 
l’intégrale  relative  à j en  plusieurs  parties.  Comme  dy 


est  supposé 


rivée  est  négative,  on  peut  ramener  dy  à être  positif  eu 
changeant  les  limites  de  l'intégration,  en  sorte  que  l’on 
aura 


rlf{Xy  *')  1 • • I 1 11  I f') 

^ désignant  la  valeur  absolue  de  7 e 

av  ^ (h 

Tinlégrale  relative  à étant  prise  entre  les  limites  l'^et  v 


21. 
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on  r,  ei  t'„.  D’aptes  cola,  la  valeur  de  Z sera 


L — 


il/{.r,  f)' 
,U- 


djilv. 


Ce  résultat  nous  donne  le  moyen  d’achever  la  substitution 
que  nous  avons  en  vue  ; car  soit 

= v) 


la  valeur  de  x eu  « et  e;  il  suflira  de  remplacer  dx  par 

t/F  i'h,  v)  . ,, 

(lu  et  I ou  aura 

du 


llV{  H,  l'i  l 

d7t  J 


du  dv , 


iortnule  où  les  intégrations  doivent  être  étendues  aux 
mêmes  points  <juc  dans  la  formule  (a). 

M ais  si  l’on  différentie  l’équation  > =f[x-,  t^),  en  con- 
sidéiant  x et  > comme  fonctions  de  u et  on  a 


dy  dr  d/[x.  (-')  ( dx  dx  \ 

_ du  4-  - t/..  = du  4-  _ ,/e) 


d/jx,  ,■) 
dv 


dv. 


d’où 


dy  df't  X,  i>)  dx 
du  dx  du 


dy  df{x,  dx  df  X,  i>^ 

dv  dx  dv  ' dv 


cl  par  suite, 


cause  de 


dx 

du 


dV  ( H.  l'I 
<lii 


d/ix,v)  dF  i U,  v)  dx:  d>  <lx  d> 

dv  du  du  dv  <tv  du 


La  valeur  de  Z devient  en  conséquence 


dr  dy 
du  dv 


dx  dy 
dv  du 


dudv, 


la  fonction  V étant  exprimée  en  u et  i’. 
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605.  On  peut  encore  arriver  au  résultat  qui  précèile 
en  faisant  usage  des  considérations  développées  au  n”  .598. 
L’intégrale  Z peut  être  regardée  comme  représentant  un 
volume  composé  de  prismes  élémentaires  \ dxdy  dont 
les  bases  dxdy  remplissent  une  portion  du  plan  xy . Or 
deux  équations  telles  que 

= /i 

où  H et  e désignent  deux  paramètres  variables,  représen- 
tent deux  systèmes  de  courbes,  et  deux  courbes  infiniment 
voisines  de  l’un  des  systèmes  détermineront  avec  deux 
courbes  infiniment  voisines  de  l’autre  un  parallélo- 
gramme infiniment  petit,  dont  l’aire  sera  r/f,  r/i,  sin /; 
dsi  et  dsi  étant  les  éléments  infiniment  petits  des  courbes 
n et  e,  et  i l’angle  de  ces  éléments.  Le  volume  que  repré- 
sente Z sera  évidemment  la  somme  des  volumes  élémen- 
taires V r/s,  r/s,  si  ni,  et  l’on  aura 


tist  sinr 


Mais  X et  sont  fonctions  de  n et  l’j  si  l’on  demeure 
sur  la  courbe  n,  e variera  seul  et  l’on  aura 


r/x=:ÿrA., 

(W 


d’t 


y y 


si,  au  contraire,  on  marche  sur  la  courbe  e,  ii  sera  seul 
variable  et  l’on  aura 


(lu  du 


iVc 


Les  cosinus  des  angles  formés  par  r/s,  et  par  r/s,  avec  les 
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axes  lies  x cl  desj  élaiit  proporlioniiels  respecliveraenl  à 
lix  tir  ilx  tir 

f/.r  ^/t  f/r  <ty 

flu  dv  du  dv 


SirW  - 


tls. 


/ dx  dy 

d.r  dy 

y du  dv 

dv  du 

'\7(î) 

I 

-t- 

(£)■ 

- -H  / 

dy  d.r 

'Jz  ' 

1 

■ ~ 1 z/h 

dv  dv 

du  1 

h 

dr  dv 

dx  dy\ 

du  di> 

dv  du  1 

V (IU€tVf 

Cl  par  conséquent 


comme  on  l’a  déjà  uouvé. 

Par  exemple,  le  passage  des  coordonnées  rectangulaires 
I et  y aux  coordonnées  polaires  p cl  '<>,  liées  à x et  y par 
les  équations 

J ::  P cosw,  / = psinw, 
conduira  à la  formule 


V il.rdr  = 


dv  ; 


les  éléments  pdp  tliü  sont  ici  des  rectangles  dont  les  côtés 
dp,  pdoi  sont  les  éléments  respectifs  de  lignes  droites 
menées  par  l’origine  cl  de  circonférences  ayant  cotte  ori- 
gine pour  centre. 

’*  I 

(KM).  En  général,  si  l’on  a une  intégrale  mniliple 
d’ordre  n,  telle  que 

i / / \t!.r,ly.  ..tlz, 

*-•  *J 
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et  qu’aux  n variables  T,  j-, . . . , z on  en  subslilue  n au- 
tres 11,  V, . . . , liées  aux  premières  par  des  relations 
données,  on  aura 


//  •/  V d.rdr . . ,dl=:  ff-f  ( de  D ) V f/r . . . du-. 


D désignant  lu  déterminant 


I dx  d>-  tic 

I du'  dv'  ' du  ' 

I 

j dj-  d r d \ 

D = I tlu  ' dv  ' du- 


dz  dz  dz 


\ du'  dv'  ' du- 


Ce  théorème  est  démontré  par  ce  qui  précède  dans  le 
cas  de  deux  variables  x cl  r;  il  suffit  donc  de  l'établir 
pour  n -+- 1 variables,  en  admettant  qu’il  ait  lieu  pour  // 
variables. 


007.  Soit  donc  l’intégrale  d’ordre  « -+-  i 


U: 


V ti.r((y  . , , (fzUSy 


et  supposons  qu’on  veuille  substituer  aux  variables  x, 
y , . . . , 5,  J les  « -f-  1 variables  11,  e, . . . , te,  l.  On  peut 
commencer  par  exprimer  les  n variables  x,  y , . . . , s en 
fonction  de  s et  des  n variables  nouvelles  11,  r, . . . , le. 
riiitégratiou  relative  à s devant  alors  être  ell'ecluée  la 
dernière.  Par  ce  changement  de  n variables,  on  aura,  d'a- 
près ce  que  nous  admettons. 


-//■■■//  (±  A)  V ds.du.dv.  . .dtt‘, 
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A désignant  le  délerrninam 


> 


O.r 

Sr 

v-> 
0 U 

Sv  ’ ■ ■ ■ 

or 

QY 

0 Y 

QU 

17’" 

’ îïïi’ 

tîï 

Sz 

0 5 

QU  ’ 

’ ÏTT’ 

nous  employons  ici  la  lettre  5 pour  exprimer  les  dérivées 
partielles  prises  dans  riiypolliése  où  les  variables  indé- 
pendantes sont  jf  et  II,  e, . . . , tv,  tandis  que  nous  réser- 
vons la  lettre  d pour  le  cas  où  les  variables  indépendantes 
sont  U,  U, . . . , IV,  t.  Or,  en  dillérentiant  l’une  des  va- 
riables X,  y, . . ■ , 3 dans  cette  dernière  hypothèse,  d’a- 


bord par  rapport  à l’une  des  variables  //,  v, . . . , iv, 


pui 


|iar  rapport  à /, 

on  a 

tl.r 

S.i‘ 

O.r  fis 

d.v 

tilt 

= ï7i-^ 

OS  du' 

dt 

d'où 

d.r 

or 

d r 

dt  ds 

OU 

du 

ds  du' 

7i 

Sx  d.t 
0^  dt 


et  l’on  aura  des  expressions  semblables  pour  eliaeune  des 
dérivées  qui  ligurent  dans  la  valeur  du  déterminant  A. 

Cela  posé,  dans  l’évaluation  de  L’,  l’intégration  relative 
à A peut  être  elicctuée  la  première,  après  la  substitution 
dont  nous  venons  de  parler,  et,  d’après  ce  qui  a été  dit  en 
commençant,  si  l’on  exprime  a en  fonction  de  t et  den, 

V, . . . , IV,  on  devra  remplacer  c/a  1’^’’^  '^^i  ^ura  donc 

di\ 


ik  —-1  \ dudv.  . .divdt, 
dt 
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ei  l'expression  de  A pourra  se  déduire  de  la  sulvaiile 


ti.r 

dr 

d.v 

du  ^ 

ih'" 

■’  'dTr 

* 

dr 

dy 

dr 

du 

lu-'" 

■’  f/.C 

dz 

dz 

dz 

~dv'" 

lUv 

dx 

, d.r 

d.r 

'di  f/s 

en  remplaçant  -r-)* 
^ * lia 

• • •.  par 

du 

ds  du  * 

~dt 

Désignons  par  D^,  , . . . , D,  les  résultats  que  l’on 

obtient  en  exécutant  sur  D,  une,  deux,  trois,  etc.,  fois 
la  substitution  circulaire  qui  consiste  à remplacer  x, 
y-,.  . ■ , Z,  s respectivement  par  y, . . . , z,  s,  x.  Comme 
un  déterminant  ne  fait  que  changer  de  signe  quand  ou 
change  l’une  en  l’autre  deux  lignes  parallèles,  il  est  facile 
de  voir  <juc  la  substitution  de  s à x,j,...,  z changera 
D,  eu  — D^ , — D, , . . . , — D, , si  le  nombre  n des  va- 
riables x,9', . . . , z est  pair,  et  en  D^,  — D,, . . . , D,, 
si  le  nombre  n est  impair,  les  signes  étant  alternative- 
ment -I-  et  — dans  ce  dernier  cas. 

Cela  posé,  remplaçons,  dans  l’expression  de  D,  les 

dérivées  de  .r,  savoir  : 4-,  • • • i par  les  valeurs 
du  '■ 

d.r 

dr  dt  f/s 

du  ds  du  ' 

~dt 

on  obtiendra,  d’après  ce  qui  vient  d’ètre  dit,  le  résultat 

djc 

Ift 
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Si  dans  celle  expression  on  remplace  les  dérivées  dej^, 

. elr  , , ely  dt  dx  ^ 

savoir  ; par  les  valeurs  r-  — i D.  ne 

////  * du  ii<  ftu 


dx  du 
Tt 


changera  pas,  car  ce  déterminanl  s’annule  quand  on  y 
mel  s au  lieu  de  y\,  on  aura  donc  le  résultal 


dx 


tir 


^ , ^tit  dt  „ 

dt  dt 

el  l’on  voil  facilemenl  que  si  l’on  remplace  les  dérivées 
des  autres  variables,  jusqu’.à  celles  de  z inclusivement, 
par  les  valeurs  indiquées,  l’expression  de  D,  deviendra 
définilivement 


fhr 

'h 

dz 

D,  ■+■  (—  l'j- 

O 

f/t 

.-h 

, .tlt 

dt 

dt 

dt 

en  sorte  que  l’on 

aura 

dx  „ rf'  . „ 

i -7  - ; D,  - ± D 
dt  dt 

dx 

dt  ~~ 

dz 

Or  on  sait  que 

le  second  membre  de  cette  formule  ^ 

précisément  égal 

au  déterminant 

1 de 
dit' 

dx 

d.r 

dû'' 

dr 

~dt" 

i 

d> 

dr 

dy 

fh 

D = 

du' 

d.'-"' 

tUv  ' 

dt' 

d: 

d: 

dz 

dz 

dil' 

Hü""' 

lût' 

Tt' 

dx 

dx 

dx 

r/r 

dil' 

dû'’"' 

dit' 

lit' 
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cl,  par  conséquent, 

-//•••//  (dzD)Vrf«i/.’.  ..divdi, 
ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

()08.  Considérons  en  particulier  les  intégrales  multiples 
qui  SC  rapportent  à l’évaluation  des  volumes  et  des  sur- 
faces courbes.  On  a,  pour  l’expression  des  volumes  en 
coordonnées  rectangulaires, 


HH 


dx  djr  dz. 


et  si  l’on  substitue  à x,  y,  z les  trois  variables  u,  v,  te, 
il  viendra 

-///  4 </«  dv  dit’, 

avec 

/dx  dy  dx  iIy\  _ 'h'  'J^\  'Jf. 

\dn  dv  dv  du  / dtv  \du  dv  dv  du } div  \du  dv  du  dv  J div 

Supposons  que  l’on  prenne  pour  //,  e,  te,  les  coordon- 
nées polaires  r,  9,  tp,  liées  à x,  j,  z,  par  les  formules 


ar  = / sinG  cos-i, 
on  aura 


^- = rsin6sim}>,  z = rvosO, 


<fr  . 

=:sinô  cos4», 
ar 

dx 

— = / cos&cosJ», 
f/9  ^ 

rix 

= — rsind  sin 

ay 

-7-  =sinô  siny, 
ar 

^ =z  r cosG  siuil/, 
f/9  ^ 

liy 

— = /T»inO  cos 
d!f 

-=eos9. 

dz  . 

- = -rs.n9. 

(h 
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on  aura  doue  jiour  l’expression  du  volume  U en  coor- 
données polaires 

1;:::=^ ^ J' r- sin  0 ilr  tl 9 fl , 

et,  si  /•  croîl  eonslaminent  enlrc  les  limites  /’o  cl  R fonc- 
tions données  de  0 et  i|/,  on  pourra  écrire 

I J'(R>-  rDsinOflOf/^l,, 

comme  on  l'a  déjà  trouvé  (n“001). 

()09.  Passons  mainicnant  aux  aires  des  surfaces  cour- 
bes: quand  on  emploie  les  coordonnées  rectangulaires  j: 
et  V , la  détermination  de  ces  aires  dépend  de  l’intégrale 
double 


U 


=// 


1 -t-  /j'  y’  tlx il/, 


où  P et  <7  désigni'nl  les  dérivées  partielles cl —•  Si 

‘ rfx  il/ 

l’on  substitue  les  nouvelles  variables  ii,  v à x et  ) , on 
aura 


d’où 


JJ-  \itu  il. 

— 

d.i 

ir. 

du! 

/r-h 

7’  du  dv 

cl 

ilz  tlx 

f!v 

dz 

d.r 

dy 

du  ^ du 

-4-  7 

(lu 

9 

1. 

-h  7 

dv  ' 

/ dx  d/ 

tix 

(ly\ 

t _ 

( 

dz 

d/ 

dz 

d/\ 

' \lFi  Tv  ~ 

du  ^ 

1- 

■\ 

du 

d.  ~ 

dv 

du]' 

r/.r 

dy^ 

\ _ 

J 

d.r 

dz 

dx 

dz\ 

\{tu  </»' 

Tiv 

du  ^ 

-\ 

di-  ~ 

■ dv 

du]' 
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et,  en  substituant  ces  valeurs  de  p ct(f,  il  vient 

/ r j~Fd.v  dy  dx  dy\p  j dy  d:  dydz\^  /dz  d.r  dz  dx\  ' 

J J y \du  dp  dp  du  ) \ilu  dp  dp  du ) \f/M  dp  dp  du  ) 

Supposons  qu’on  prenne  pour  ti  et  i>  les  coordonnées 

, . - , , , tic  d.r  dr  dr  dz  dz  , 

polaires  0,  i ; les  denvees— -i  > — > -h’  tt’  -rr  de- 

vront  être  prises  ici  en  considérant  le  rayon  r comme 
fonction  de  0 et  alors  on  aura 

dx  dr  . 

— — -,  sinO  cos\l  + rcosO  cosJi, 

f/0  f/0  ■ ^ 


dy  dr.. 

— sinôsiniji  -4-  /-cosOsini;, 

dx  dr  . 

— = — sinOcoSil/  — rsinOsin-i, 
d<f  f/y 

dr  dr  . , 

— z=z  — sin  0 siu  y 4-  r sin  G cosil , 

f/y  f/y 


dz 


dr 


f/0  f/0 


cosO  — csiiiO, 


fh 

d-h 


dr 

dl 


cos  9, 


d’où 

dx  dy  dx  dy 

f/0  f/ÿ  f/y  f/fl 

iIy  dz  tly  dz 

f/0  f/y 

dz  dx  dz  dx 


'( 


fir 


"sinO  sinO  4-  / cosO  \t 
i dr 


: ttY  nz  • A . 

T ir  “TT  = “ rsinO  cos^j;  --  cosO  ~ rsxa 

h d^  * \r/Q 

a Z eix  (Iz  dx  . . idr  . \ nr 

-77-77 77  -77  — — rsmO  sino  I tt  — rsinO  — r-—  cos>!/; 

d^  dif  dfi  ^ WO  j ^ 


tir  . 

f-smy. 

tir 


la  somme  des  carrés  des  seconds  membres  de  ces  for- 
mules est  égale  à 


•’sin’  0 


on  retrouve  donc  la  formule  déjà  donnée  au  11°  003,  pour 
la  détermination  des  aires  en  coordonnées  polaires, 


du  dp. 
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savoir 

U =j  j y'[,.  + 

Surimc  généralisation  il' une  formule  relative  à la  théorie 
fies  intégrales  Euléricnnes.  — yé/ijilications. 

G10.  iSous  présenterons  ici  un  exemple  remarquable 
lie  rcduclioti  d’une  intégrale  multiple.  Celte  intégrale  est 
la  suivanlc 

(l)  V''’-'  =r; (l  — J-,— 

OÙ  les  exposants  p,,  pt,.  . p„  sont  positifs;  l’inté- 
gralion  doit  être  étendue  à toutes  les  valeurs  positives 
des  n variables  T,,  T,,. . x„,  (jui  satisfont  à l’inégalité 

J-,  -i-  J,  + . . . -t-  j:„  < I . 

Commençons  par  intégrer,  relativement  .à  la  diffé- 
rentielle (i — X, — X,  — . . . — x„Y'~' fl.r„  dans  la- 

quelle il  faut  regarder  X,,  X.,. ..x„_i  comme  des  con- 
stantes. Les  limites  de  cette  intégration  sont  o et 
1 — X,  — X,  — ... — .x„_i;  posons 

j-„  — ( I — .r,  — ,r, r,..,)  t, 

t étant  une  nouvelle  vari.ablc,  les  limites  de  l’intégration 
relative  à t seront  o et  i,  et  on  aura  le  résultat 

(i  — X,  — .J,  — . . . — x„.  I — ty-'df, 

Jo 

l’intégrale  relative  à t n’est  autre  chose  que  l’intégrale 
Kuléricnne  de  première  espèce  B (p„,  p),  par  conséquent, 
la  formule  (i)  est  réduite  à 
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l'inlégration  dcvanl  être  étendue  aux  valeurs  positives 
des  n — I variables  x,  . . x„_,  qui  satisfont  à l’iné- 

galité 

X,  -4-x,  -4-.  . <1. 

Dapres  cela,  la  formule  (a)  n’est  autre  chose  que  celle-ci 

(3) 

Lorsque  n = i,  la  formule  (i)  se  réduit  à une  intégrale 

simple  — xY~' fix  étendue  aux  valeurs  de  x 

comprises  entre  o et  i;  cette  intégrale  n’est  autre  chose 
que  B {pi,  p).  11  suit  de  là  que  la  formule  (3)  subsiste 
pourn  = i,  pourvu  que  le  symboleV  soit  réduit  à l’unité, 
quand  l'indice  inférieur  est  nul.  Cela  étant,  remplaçons  // 
par  I,  a,  3,...n  dans  la  formule  (3)  et  multiplions 
ensuite  les  lormulcs  résultantes,  il  viendra 

= B (/>,„  p)  B (/!„_, ,/î  ..  B (/!,,  /J  -t-...  4-yv,), 

ou,  en  remplaçant  les  fonctions  B par  leurs  valeurs 
exprimées  en  F,  et  iwluisant  ensuite 

ir\  v'''’  = . 

^ " I (/•'+ /'i ••• 

Dans  le  cas  de  /■'  = !,  riulégrale  (i)  se  réduit  à 

(5)  Vl”=:  JJ ... 

et  elle  s’étend  toujours  aux  valeurs  positives  des  variable.s 
qui  satisfont  à l'inégalité  X) -I- x, -H  x„ i ; la 
formule  (4)  devient  alors,  à causede  F (i)  = i, 

(B)  y(')_  r (/II)  r (/!,)■ ..  !■(/>„) - . 


Digitized  by  Google 


336  CALCl'L  IKIÉCRAI,. 

G1 1 . On  ramène  au  cas  précédent,  celui  de  l'inlégrali 


(7) 


T = y y ■ y ’ • • • - 


étendue  à toutes  les  valeurs  positives  de  x,.  jr,, . . . J'„ 
qui  satisfont  à rinégalité 


fl,,  rtj,.  . . fl„,  a,.  . . a„  étant  des  quantiés  jX)sitivc.s 

données.  Kn  ellél,  si  l’on  pose 


d’où 


lî  formule  ( 7)  deviendra 


et  Cl)  appliquant  la  formule  (G) 


I 

rtzi  flzj . . . f/z^j 


(«) 


r 

(y 

:£) 

— ■ "T 
«1 

Jh 

y., 

■ +i 

j a,  3C..  . a„ 

Considérons  en  ]iartictilier  l'intégrale  triple 


T=: 


jrP-'  yl-'  ' iljr  ih  dz 


étendue  à tous  les  éléments  situes  dans  l’angle  que  for- 
»ment  les  directions  positives  de  trois  axes  rectangulaires 
et  contenus  dans  l’ellipsoide  dont  la  surface  a ]iouré(|ua- 
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lioii 


La  formule  (8)  appli([uéc  au  ras  actuel  doniicia 


(9) 


nf  Lie'. 


Si  l’on  fait  />  = <y  r = i , la  fornuile  (y)  tionneta 
le  volume  de  l’ellipsoïde;  si  l’on  suppose  deux  des  trois 
exposants  />,  «y,  r égal  à i,  et  le  troisième  égal  à a,  elle 
permettra  de  déterminer  les  coordonnées  du  centre  <i<‘ 
griti’ité  de  la  huitième  partie  d’un  ellipsoïde  homogène; 
enfin,  on  en  rouclul  aussi  les  (juantités  (|ue  l’on  nonunc 
moments  d'inerti-,  en  inéeanitjue,  dans  le  cas  d’un  ellip- 
soïde homogène. 


y4ire  lie  l'el/iiisoïde. 


G12.  Si  I on  fait  usage  des  coordonnées  rectangulaires 
la  surface  de  l’ellipsoïde  aura  jtour  équation 


(•) 


.r’ 


y’ 


Cl  la  formule  propre  à donner  la  sul  fure  sera 


Le  résultat  de  rintégralion  relative  à sr  t>u  à j dépend 
des  fonctions  elliptiques  ; l’emploi  des  coordonnées  po- 
laires offrirait  h;  même  inconvénient;  mais  on  peut  ci- 
. II.  >j 
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fccluer  la  réduclion  de  l’inlégralc  en  prenant  pour  va- 
riables les  angles  0,  fp  tels  que 

■r  = nsin  0 cos\|i,  = é sin  Osin'J/,  i — rcosfl, 

qui  vérilient  l’équation  de  rcllipsoide.  On  trouve,  par  les 
formules  du  n”  009, 

S — ^ j v'7;’i=cos’0 -t- « ’sin’Ô  (fi’sin’  j/ i’cos  •})  sinO  , 

les  intégrations  s’étendant  de  S = o à 6 — r.  et  de  i^  = o 
à <}/  = 27T.  L’intégration  relative  à 0 peut  être  effectuée, et 
l’expression  de  S est  alors  réduite  à une  intégrale  simple; 
mais  l’intégration  dont  nous  venons  de  parler  introduit 
des  arcs  de  cercle,  et  le  résultat  qu’on  obtient,  par  cette 
voie,  n’a  pas  la  forme  simple  dont  il  est  susceptible. 
C’est  pourquoi  nous  n’entreprendrons  point  le  calcul,  et 
nous  emploierons  une  autre  méthode  pour  résoudre  la 
question  que  nous  avons  en  vue.  Le  procédé  que  nous 
allons  exposer  est  très-remarquable,  et  il  peut  être  em- 
ployé avec  avantage  dans  des  cas  assez  étendus. 

613.  Désignons  par  u le  cosinus  de  l’angle  que  fait  le 
plan  tangent  au  point  (x,  r,  2).  avec  le  plan  X)-,  on 
aura 

Z 

r‘‘ 


Si  l'on  considère  11  comme  une  constante,  l’équation  (2) 
représentera  un  cône  du  second  degré,  et  les  éejuations  (1) 
et  (a), prisessimultanéiiicnt,  appartiendront  à une  courbe 
qui  sera  le  lieu  des  points  de  l’ellipsoïde  pour  lesquels  le 
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plan  tangent  fait  avec  le  plan  xy  un  môme  angle  ayant  u 
pour  cosinus.  On  aura  la  projection  de  cette  courbe  sur 
le  plan  des  xy  en  éliminant  z entre  les  équations  (1) 
et  (a)  -,  on  trouve  ainsi 


II’ — (n’  — c’jii’  b’ — (h'  — r’)  II’ 

^ ^ rt'(i  — II’)  — u’) 

équation  d’une  ellipse  dont  les  demi-axes  ont  respective- 
ment pour  valeurs 

a’^  I — II’  h’  ^ I — II’ 

^h'  — — (■’)  n’  ^b’  — i^b‘  — i‘)  II’ 

et  dont  l’aire  totale  K sera,  en  consé<[uencc, 

iut’b‘{  I — II’) 


(4) 


E = 


y'[n* — [fl’ — c‘j  u‘\  [A’ — ( b’ — l ’J  k’] 


Cela  posé,  soit  r/E  l’accroissement  que  prend  E quand  u 
augmente  de  f/u,  la  partie  de  l’ellipsoïde  située  d’un  côté 
quelconque  du  plan  .T>  ,et  qui  .se  projette  sur  l’espace  an- 

nulaire  rlE  a pour  valeur-^,  et,  pour  obtenir  l’aii'e  to- 
taie  S de  l’ellipsoïde,  il  sulTit  d’intégrer  l’expicssion  — ^ 
ou  — depuis  a = 1 jusqu’à  u = o,  et  de  doubler  le 

fin  II  ’■ 

résultat;  on  obtient  ainsi,  eu  renversant  les  limites  et  en 
cliangcant  le  signe  de  l’intégrale, 


(5) 


ilE  fin 

fin  II 


Il  ne  reste  plus  qu’à  substituer  dans  cette  formule  la  va- 
leur de  E tirée  de  l’équation  (4),  et  l’on  aura  l’aire  de 
l’ellipsoïde  exprimée  par  une  intégrale  simple;  mais  il 
convient  de  transformer  cette  expression.  A cet  ell'el, 

2î. 
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nous  supposerons  a'^b'^c,  l’inégalitc  ii’excluanl  p.is 
l’cgalilé,  et  nous  ferons,  pour  abréger, 


r — n cosfi , 


ti'où 


r-j 

:=  ti  r — b \J \ — / 'sin'a. 


fA  étant  un  angle  compris  entre  o et  enfin,  nous  pren- 
drons pour  variable,  au  lieu  de  //,  l’angle  ^ déterminé 
jiar  la  foiniule 


tt  . sin» 

H -,T ---■  sine  = -» 

smp 


et  comme  tt  varie  entre  les  limites  o et  i , l’angle 'i  variera 
de  o à p. 

D'ajirès  cela,  les  é(|uations  (f>)  deviennent 


(«) 



ros®  V 1 — /’siiëi^ 

et 

(7) 

J,  1 

« 1 o 

Or  on  trouve,  au  moyen  de  l’équation  ((>), 


-d 

siny  sin^  sm’^ 


‘ sm^ 


./v 

sin’y  \ I — ^'siiëç 
/ 5 


— rr«i — 

r>  sin’y 


eose  V ' — /.“siii-o 


d'ailleurs,  si  l’on  différenlie  l'expression 

siii  V 
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011  ohliunt 


,coi?  v’i— 

,l — — — ,| — A’sltl•y^/3^ 

SI"?  V'i  — Xisin='^ 

_ ‘‘"-f 

siii^Ÿ  \J i — /'sin-y 

fl,  üi  l'on  lire  de  relie  é([uatioii  la  valeur  de 

‘h 

sia’  y \!  I — X’siii'iji 

[luur  la  subsliluer  dans  la  formule  puHédenle,  il  vien- 
dra, en  ayanl  égard  à la  valeur  de  E, 


•x\a' — f'  f/K  I 
« f/f  sin 


(/ 3 


= a jr  (■’  1/ 


f snif 

lani: * V I — X'siii’y: 


(sin’y  — siii’u  ) 


I laiigfi  y'  I — X^siii  î, 

-’îT'f  r,  ...  - '/?  ’l 

Inlégranl  entre  les  liiniles  '-  = o el  ^ //,  on  a 

?.  TT  A 

S=  5.rre’  + - 


y ff' 


I X r)/  v'i  — /.’Hii’.pf/y -f  r’  / — 1- 

f L ./„  X Vi-^'sin'y| 

Si  l’on  fait,  conforniéinenl  à la  notation  do  I.egendre, 

Jr».»  /’/'  

= K(ia,  X ),  I y I — X'sin'ç f/y  = K{ff,  X ) , 

U yi  — X’sni'y  J„ 

on  relronvera  la  forinulo  donnée  jiar  rel  illustre  g<’o- 
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mèlie,  savoir  : 

(lo)  S = 2irc’+  '”)E(;i,  A)  + c’F(fi,  / )]. 

— c‘ 

Si  l’on  veut  introduire  l’inlégrale  elliptique  de 
deuxième  espèce  | sin  y rfy — ^ l’identité 

Jo  yi— 

Jo  Jo  yi— /(’sin’if  Jo  y/i  — X’sin’^ 

permettra  d’écrire  la  formule  (8)  comme  il  suit  : 

O. -a' b 


(>>) 


1 


S = 2 r r’  • 


\ja- — c- 


j ' dff  b-  — r’  sin’Ÿ'/f  ~| 

f L.(,  yi  — Â’sin’T  è’  Jo  yi-X»sin>ŸJ 


Dans  le  cas  de  c = A,  l’ellipsoïde  est  de  révolution  autour 
du  petit  axe,  on  a A = octu  = arc  cos la  formule  pré- 
cédente devient  (n“.T9.o) 

/V  , "’è  b 

(12)  S— 27T0’-t-2r  — arc  cos  - • 

y/n' — b'  “ 

Si,  au  contraire  a = b,  rellipsoïdc  est  de  révolution 
autour  du  grand  axe,  on  a Â = i,  et  la  formule  (8)  donne 

( 11°  595  ) 

, - ,,  rtbc'  è -4- y/è' — f' 

I i ) S = 2 s i’  -+-  -rrr-.  log • 

\i  b' — c'  b — y'A' — c’ 
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CHAPITRE  VI. 

THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  > 
ORDINAIRES. 


Des  équations  (liffércntie.Ues. 

614.  Toule  équation  qui  renferme  plusieurs  variables 
et  dans  laquelle  figurent  en  outre  des  différentielles  ou 
des  dérivées  d'ordres  quelconques,  est  dite  généralement 
une  équation  différentielle. 

Si  les  variables  qui  entrent  dans  une  étjuation  diffë- 
rentielle  dépendent  d’une  seule  d’entre  elles,  l’équation 
est  une  équation  différentielle  ordinaire. 

Au  contraire,  lors(|ue  les  variables  d’une  cqtiation  dif- 
férentielle dépendent  de  plusieurs  d’entre  elles,  l’équa- 
tion est  dite  an.T  dérivées  partielles  ou  aux  différentielles 
totales,  selon  qu’elle  renferme,  avec  les  variables,  des 
dérivées  partielles  ou  des  différentielles  totales  de  celles 
de  ces  variables  qui  sont  regardées  comme  dépendantes. 

Nous  ne  nous  occuperons,  dans  ce  Chapitre,  que  des 
équations  différentielles  ordinaires.  Une  telle  équation 
peut  renfermer,  d’après  ce  que  nous  venons  de  dire,  une 
variable  indépendante,  une  ou  plusieurs  variables  dépen- 
dantes et  certaines  dérivées  de  ces  dernières  variables. 
L’ordre  le  plus  élevé  de  ces  dérivées  est  Yordre  de  l’équa- 
tion différentielle. 

Les  équations  différentielles  qu’il  y a lieu  de  considérer 
sont  généralement  en  même  nombre  que  les  variables 
dépendantes.  Lorsque  ce  nombre  est  supérieur  à i,  elles 
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conslilucnt  ce  ()ue  l’on  nomme  (ii“  53)  un  sysièiiie  d'é- 
quations différentielles  simultanées. 

OIS.  F.tant  donné  une  éc^ii.ition  dilïérentiellc  d’ordre 
cjiielconqiieouun  syslémede  telles  é<ju;ilions, on  peut  tou- 
jours lui  substituer  un  système  d’é(|uations  différciiiielles 
du  premier  ordre  en  intioduisani  des  variables  nouvelles 
et  en  augmentant  le  nombre  des  équations,  ainsi  que 
nous  l’avons  déj.à  dit  au  n“  08.  Effecli veinent,  si  l'on 
désigne  par  a,’  la  variable  indépendante,  par  j Tune 
d(’s  autres  variables  et  par  in  l’ordre  de  la  plus  haute 
des  dérivées  de  > qui  figurent  dans  l'éijuation  proposée 
ou  dans  le  système  proposé,  on  posera 


et  l’on  joindra  ces  équations  différentielles  aux  proposées, 
après  avoir  écrit,  dans  celles-ci, 

O 

r,  y ,-  - .I’—,  — 

il.r 

au  lien  de 


Pareilleinent,  si  n est  l’ordre  de  la  plus  haute  des  déri- 
vées d’une  autre  variable  z,  qui  ligurent  dans  le  système, 
on  introduira  dans  ce  système  les  nouvelles  équations 


après  avoir  écrit 


an  lieu  de 


z',  z'\.  . . , I." 


(i:  il'z  //"r. 

</l  ' r/j:' ’ tir"' 
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el  ainsi  de  suite.  II  est  évident  qu’en  opératii  de  cette 
manière,  on  obtiendra  un  système  équivalent  au  proposé 
et  dans  lequel  il  n’y  aura  aucune  é<[ualioa  d'ordre  supé- 
rieur au  premier. 


Olü.  Cela  posé,  considérons  un  système  de//  é(|uatioiis 

différentielles  distinctes  du  premier  ordre  où  figureni, 

avec  une  variable  indépendante  x,  it  autres  variables 

1 , (I)  llz  (lit  flv 

Z,.  . .U,  e et  les  uerivees  ; > -— >•  ■ -1  -r--  Deux  cas 

il  JC  djc  dx  dx 

peuvent  se  présenter  ; ou  bien  les  n équations  proposées 

détermineront  les  valeurs  des  n dérivées  ~ ^ 

dx  dx  dx 


de 

dx 


> (|ui  seront  ainsi  des  fonctions  données  des  variables 


X,  y,  r,.  . .11,  e;  ou  bien,  on  pourra,  par  la  combinai- 
son des  équations  proposées,  former  un  certain  nombre  / 
d’équations  (jui  ne  renfermeront  que  les  seules  variables 
X,  J,  Z,.  . .11,  e et  qui  pourront  tenir  lieu  de  / équa- 
tions du  système.  I.e  second  cas  est,  comme  on  voit,  celui 
d’un  système  composé  de  /i  — i éejuatious  dilféretitielles. 
jointes  à < é([uations  entre  les  seules  variables,  1 1 il  peut 
être  ramené  au  pieniier  cas  par  l'éliiuination  de  i vaiia- 
bles.  Effectivement,  les  / équations  entre  r,  /,  u 

déterminent  i des  variables  z,.  . .tt,  e en  fonction  des 
autres,  et  si  l’on  substitue  leurs  valeurs  dans  les  n — i 
écjualious  restantes,  un  obtiendra  un  système  de  // — / 
é(|uatiuns  différentielles  du  premier  ordre  entre  la  va- 
riable or  et  n — i autres  variables. 

Il  résulte  de  là  <[ue  tous  les  cas  des  écjualious  dill’éren- 
tielles  ordjnaires  se  ramènent  à celui  d’un  certain  nom- 
bre n d’équations  dilférentielles  du  premier  ordre  entre 
n i variables,  ijui  déterminent  les  valeurs  des  déiivées 
des  n variables  déjrendantes  eu  fonction  de  toutes  les  va- 
riables. Et,  si  l'ou  fait  ici  abstraction  des  difîicultés  de 
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l’éliminalion,  les  équations  du  système  auront  la  forme 
=/(•»•,  } ■,  •,  ■■  ■>  «. 

~7~  “ yi  ( •'■  Ï ) C , . . . t f * ) , 
ll.r 


MI»  . , 

=/h~i(  >-,  .V,  Z, . . . , '■), 

(i.r 

^ ^ , Z,.  . • . <’), 


/’,  y,  /n-i  étant  des  fonctions  déterminées  de  x, 

Z,...,  H,  l'. 

Dans  le  cas  où  le  nombre  des  variables  est  2,  le  système 
se  réduit  à une  équation  difl’érenlielle  unique 


Zr 


=/{-r,  r). 


617.  Soit 

(') 


Des  c.quatinns  inlêgralcs. 


i^X 

dx 


=/(■’•,  r) 


une  équation  di(Témiticllcdu  premier  ordre  entre  les  va- 
riables X et  y . Il  sera  démontré  plus  loin  que  si  la  fonc- 
tion f{x,  r)  reste  continue  pour  les  valeurs  de  x et  de  y 
comprises  entre  certaines  limites  et  que  Xo,  jo  désignent 
des  valeurs  choisies  à volonté  entre  les  limites  respec- 
tives dont  nous  venons  de  parler,  il  existe  une  fonction 
F (x,  XojJ'o)  qui  SC  réduit  h y,,  pour  x = Xo  , cl  qui  est 
telle,  que  l’équation  (1)  est  satisfaite  quand  on  pose 

(2)  ^ = F(.r,  .r,,  y-.'; 

on  verra,  en  outre,  qu’il  n’existe  qu’une  seule  fonction 
F (x,  Xo,  }'„)  jouissant  de  cette  propriété. 
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L’i'qualioii  (a)  est  dite  \' intégrale  générale  de  l’équa- 
lion  (i)  -,  on  peut  y regarder  Xt,  comme  une  valeur  déter- 
minée quelconque  et_i  „ comme  une  constante  arbitraire. 

Si  l’on  a obtenu,  par  une  voie  quelconque,  une  équa- 
tion 

(3)  C)r=o, 

entre  les  variables  x,  ) et  une  constante  arbitraireC  telle, 
qu’on  puisse  en  tirer  une  valeur  dej  qui  satisfasse  à l’é- 
quation (i),  l’équation  (3)  coïncidera  avec  l’intégrale 
générale,  car  on  pourra  déterminer  la  constante  C de  ma- 
nière que  l’on  ait 

r.,  C)  =0, 


et,  par  conséquent,  la  valeur  Jej'  tirée  de  l'équatiou  (3) 
se  réduira  à y„  pour  x = Xf 

L’équation  (i)  devenant  identique  quand  on  y remplace 

et  — par  les  valeurs  tirées  des  équations 


•P  o, 


(/.r 


f/'l>  f/y 
dy  d.r 


O, 


il  est  évident  qu’elle  résulte  de  l’élimination  de  la  con- 
stante C entre  les  mêmes  équations;  d’où  il  suit  que  les 
équations  diflércntielles  du  premier  ordre  ont  toutes  la 
môme  origine  (n”  ol). 

618.  Considérons  maintenant  un  système  quelconque 
de  n équations  dill'ércntielles  du  premier  ordre  entre 
n -I-  1 variables  x, y,  z, . . . , it.  e,  savoir  : 


(•) 


y*  (•C , .V,  2 , . 

X,  ',■ 


».  *’). 
».  <’). 
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Si  les  sccoiuls  membres  de  ces  équations  sont  des  fonc- 
tions continues,  lors(|ue  les  variables  sont  comprises 
entre  certaines  limites,  et  (|ue  jr^,  ti,,, 

désignenl  des  quantités  arbitraires  respectivement  com- 
prises entn.*  les  nu^nles  limites,  il  existe,  comme  on  le 

verra  plus  loin,  un  système  de  fonctions  F,  ]•’, F„_, 

delà  variable  x et  des  quantités  x„  , )o , ’u *’o^ 

qui  SC  réduisent  respectivement  à u^,  pour 

X — J'o  et  qui  sont  telles,  que  les  équations  du  système  (i  ) 
sont  vérifiées  ([iiand  on  fait 


/ X— y ( ',  V.,  Z,,  . . 

y » 

2) 

1 c 1*  1 ( J-’,  .r^  I (1  ï 1 • 

I iv:;  ' :'v 

. . , 

en  outre  le  système  des  fonctions  F,  F, , . . . , F„_,  est 
unicpie. 

I,e  système  (a)  constitue  le  s)  stèiuv  des  inU‘grfilc;.t  gc- 
nôrnlvs  des  équations  (i),  ou  le  tystcnie  intégral  du  sys- 
tème (i);  on  peut  piendre  pour  x„  une  valeur  déter- 
minée choisie  h volonté,  )»,  i\,  i»  sont  n con- 

stantes arbitraires. 

Si  l’on  a obtenu,  par  une  voie  <|uekom]ue,  un  système 
de  n é(|uations  entre  les  variables  x,  y,  z , . . . , «,  e et  /i 
constantes  arbitraires  C,  C, , C,.  savoir 

I 'I'  (-f,  J,  C,  C C„  .,)  — O, 

" j ••■  ■■■■: 

et  (|u’on  puisse  tirer  de  ces  é(|uations  des  valeurs  de  y . 
Z, . . . , II,  e propres  à vérilier  les  équations  (i),  le  sys- 
tème (3)  coïncidera  avec  le  système  intégral,  pourvu  ce- 
pendant qu’on  puisse  attribuer  aux  constantes  (',  C, 
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C„_,  des  vali'urs  telles,  que  y,  z, . . . , h,  i'  sc  réduisent 
respeclivement  aux  valeurs  ail)itraircs_v„,  . . , , i’,, 

quand  011  fait  x = x„. 

Il  est  évident  que  cette  dernière  rondition  sera  remplie, 
si  les  é(]uatioiis  (3)  délinissent  pour  Cj  C, , . . . , C„_,  des 
valeurs  déterminées  fonctions  des  variables  Xfj'jZ,..., 
U,  savoir 

• C = Y (.r,  >•,  Z,.  . Il,  e', 

, ,v  1 C,=  Z,  . . , II,  <■), 


C._,  = {-r,  _v,  Il,  ■•). 

Le  système  des  équations  (4)  n’est  autre  (pic  le  système 
intégral  mis  sous  une  forme  particulière;  les  érpiatinns 
qui  le  composent  ne  leuferment  <pi’unc  seule  constante 
arbitraire;  ebueune  de  ces  (kpiations  est  dit<r  une  intégmltf 
du  système  (1). 

Caueby  a établi  le  premier  d’une  manière  rigoureuse 
rexistence  des  équations  intégrales,  mais  la  démonstration 
qu’il  a donnée  de  ce  théorème  fondamental  est  d’une  coin- 
jdication  excessive.  Le  même  tliéoième  a été  ensuite  dc- 
inontré  d’une  manière  fort  simjile  et  au  moyen  de  consi- 
déiations  très-différentes  par  MM.  Ibiot  et  Bouquet. 
Nous  exposerons  ici  l’analyse  que  ces  géomètres  ont  pu- 
bliée dans  un  .Mémoire  qui  fait  partie  du  XXXM’’ cahier 
du  Joinnal  de  l’École  J’oh  lec/iiiiijne ; cette  analyse 
repo.se  sur  quelques  ieiumes  dus  à Cauchy  et  que  nous 
allons  établir. 


Projiodlioiis  préliminaires. 

()19.  l.KMSiE  1.  — Soient  3\  une  constante  détenninèe, 

X — X,)  ~h  P e^^~‘  une  variable,  J [^x)  une  fonction  bien 
détenninèe.  de  cette  variable  qui  reste  continue  et  qui 
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ait  une  détwée  détenninée,  tant  que  le  module  p nest  pas 
supciieur  à la  limite  R;  si  M désigne  le  maximum  des 
•valeurs  que  prend  le  module  de  f[x)  quand  on  fait 
■varier  p de  o à H.  et  o>  de  o à 11:,  on  aura 


mod 


d"/{.r) 

~U‘~~ 


I <2.3. 


M 

R"' 


désignant  la  valeur  que  prend  la  n”"“  dèri- 
vée  de  f(x),  pour  x =:  x„. 


Eu  effol,  ou  a (u"  oOO) 


2 T 

.«R-“ — / (-'••-V'-'  /-{x. -f-Rc''"'/-') 


le  module  de  l’éléinenl  différentiel 


/(j..  R^'^V'-') 

n’étant  pas  supérieur  à Mr/o),  il  est  évident  tjue  le  nio- 
dule  de  l'intégrale  ne  peut  surpasser  I M r/to,  c’est-à- 

fc-'o 

dire  27tM,  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 


620.  Lcmme  II.  — Soient  Xo,  m constantes 

déterminées  ,■  j:  = -t-  pc’^'^~'  , -y  —ja  -1-  p'  , 

Z z=  Zo-y-  p"  e’"  , m variables  i f(x,y,  z,.  . .) 

une  fonction  déterminée  qui  reste  continue  et  qui  ait 
une  dérivée  déterminée,  relativement  à chaque  varia- 
ble, tant  que  les  modules  p,  p',  p'',.  . . , ne  deviennent 
pas  supérieurs  aux  limites  respectives  R,  R',  R'', . . Si 
M désigne  le  maximum  des  valeurs  que  prend  le  module 
de  f(x,jr,  Z,  . . .)  quand  on  fait  varier  p,  p',  p" , . . . , 
de  O à B.,  de  o à R',  fie  o à R", . . . , et  les  angles  oi,  w', 
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w",...,  de  O A air,  on  aura 

\ dx"  dy"'  di'"  ...  j^<l  ('•*•••")('  -2... n )...  1^",»  »*■  ■’ 

l'indice  zéro  indiquant  qu'il  faut  remplacer  x,  y , z,..., 
par  Xa,y'oi  ^of  ■ •)  après  leS', différentiations. 

En  effet,  si  l’on  applique  h f(x,j,z,...)  regardée 
comme  fonclion  de  la  seule  variable  x la  formule  rap- 
pelée dans  le  lemme  I,  ou  aura 

TffTn  dx=^  = I /(.r  -t-  RrW-,^,  z,...)  do., 

«-  O 

X devant  être  remplacé  par  x„.  En  diflércntianl  n'  fois, 
par  rapport  h y,  ou  aura 


d”*-'/(.i,x,  _ j_  y • 

I . a . . ./I  dx"  ttj  a 


. d"'/{.r+n,'"^-',_y,z,...) 


on  a,  d’ailleurs,  par  la  formule  déj.à  employée, 

R'»'  d"'/{x-\-  R>>V^,  ) 

I . a . . . «'  d. 

= -f-  Rr'"'/-'  ,y  4-  R'e-'v-T^ 

on  il  faut  faire  non-seulement  a:  = , mais  encore 

y = Jo;  on  aura  donc 

^ d'>f’/{x,y,z,._.  ., 

a ...  y/  1 . a . . . n'  tl.i"  dj 

I /»3T  ^3TT  

(^’  L L Rc'"^-‘,y  -+-  R'e^'^,  Z,...)  do. 

où  l’on  doit  faire  X = Xo  , J’ = >'<). 

Il  est  évident  qu’en  poursuivant  la  même  marclic,  on 
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oblicndra  la  fomiule 


R"  R'“'  R"« 

1.7...  « 1.1, ..fl'  1.1. ..Il 

__  I /•’='  ,*’ 


p/»+«' +«"+•■  y V,  I,...)  I 

L ~~ i/.r“7lÿ-' 7/z""  . . . ' |, 


R'  R»  f'"')'-  ■ , , . . I ,/m  ,/c' 


dans  laqilîdle  le  second  membre  est  une  inlégr.de  niulli- 
ple  d’ordre  «c;  il  esl  .à  jicine  néce.ssaire  d’ajoiiicr  c|iie 
ebaque  produit  tel  c|uc  i.u...ii  doil  être  rédtiil  à l’miilé, 
quand  n = o. 

Mainlenani  cbacpte  c'iémenl  de  rintégrale  miilliple  a 
un  module  infin  ieiw  ou  an  plus  égal  à IM  t/ w c/o/ c/'o". . .: 
donc  le  module  du  second  membre  de  la  Ibrmule  préct'- 
dente  ne  ]>eul  surpasser 


M (/'*>  i/oi" .. . , 


e’esl-à-diie  ;M  ; ce  qui  démonire  la  proposition  énoncée. 

(itil . LrAtMF.  I!l.  — L(\i  iiiciiics  clio.u  s vlinii  po-ttos  que 
lions  le  /eniiiic  pri'i  éilent , tontes  les  ilvin  ées  ptiitieUcs 
de  la  fonction 

1 1-'-,  y,  - — 


ir 


ont,  pour  .r  — Xt,  .Kgi  ~ --  Co  — , des  vnleins  rcspec- 
tii'cnient  égales  aux  limites  des  valeurs  assignées  par  le 
leinine  IJ,  aux  luodides  des  dérivées  partielles  corres- 
pondantfs  de  la  fonction  f(.r,  y,  z 

En  elVet,  si  l'on  diirérentie  la  fonction  ç n 

fois  ]>ar  rap[iorl  .à  .r,  puis  n'  fois  par  ra[q)ort  à ) , puis  n" 
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fois  par  rapport  à z,  puis.  . . , on  aura 
dj.  'dy  ’‘’  dÿ'” ... 

= {i.2...«)  { 1.2... n')(i. 2... «")...  R-“R'-"'R"-“"... 


M 


et,  en  faisant  x = x^,  y =y„,  z = . . . , 

r V a{:c,  y, 

[ dx“  dj'"' dz’" . . . J J 

= (l  .2 /j)  f I ,2...n')f  I .2..  ,,  

\ n I K*  R'”' R""'... 


Démonstration  de  l'existence  de  V intégrale  générale 
d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre  à 
deux  variables . 


G22.  Théorème.  — Soient  Xo,  ja  deux  constantes 
choisies  à volonté.,  et 

= 4- pe"V'— y 

deux  variables.  Sif{x,  y)  est  une  Jonction  déterminée 
de  X et  de  y,,  qui  reste  continue  tant  que  p et  p'  ne 
dépassent  pas  les  limites  respectives  R,  R',  et  qu'en 

meme  temps  les  dérivées  soient  déterminées,  il 

' dx  djr 

existe  une  fonction  y de  x qui  reste  continue  tant  que 
le  module  de  x — x„  n'est  pas  inférieur  à une  certaine 
limite  r,  qui  se  réduit  à pour  x — x^,  et  qui  enjin 
satisfait  à i équation  différentielle 


(>) 


II. 


23 
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Toute  fonclionj^dc  jrqui  reste  continue  pour  les  valeurs 
de  X — Xo  dont  le  module  est  inférieur  à une  (juantité 
donnée  r et  qui  a une  dérivée  déterminée,  est  dévelop- 
pable en  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances entières  de  x — j et  l’on  a (n°  383) 


• étant  les  valeurs  de  r, 


rljr 

dx'  dx^^ 


qui  répondent  à x = x,. 

Si  une  telle  fonction  y est  susceptible  de  satisfaire  à 


l'équation 


(■), 


les  coefficients 


• • seront 


déterminés  en  fonction  de  x»  et  de  ^0  par  l’équation  (i) 
jointe  à celles  qu’on  en  déduit  par  la  différentiation, 
savoir  : 


(3) 


dx 

dy 

r/.r’ 


•--/(■r,  ,r). 

dx  dj  dx 


d\r  d'f  d'f  dy 
dx’  dx’  dx  dy  dx 


d’f  / rfr\’  df  d’y 

dy‘  \dx/  dy  dx’' 


En  faisant  x = Xd.,  y = Yt,  on  aura  successivement  par 
les  équations  (3)  les  valeurs 

en  résulte  que  la  fonction  j , si  elle  existe,  est  unique. 
D’après  cela,  pour  démontrer  le  théorème  énoncé,  il 


suffit  de  prouver  : 1°  que  les  coefficients 


ayant  été  déterminés  par  le  moyen  des  équations  (3),  la 
série  contenue  dans  le  second  membre  de  la  formule  (a) 
est  convergente  tant  que  le  module  de  x — x,  reste  infé- 
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rieur  à une  certaine  (juantiié  r,  auquel  cas  la  série  a 
pour  somme  une  fonction  continue  (n“  i81);  a”  que  la 
fonction  J"  définie  par  la  même  formule  (a)  satisfait  cf- 
feclivement  à l’cqiiation  (i). 

A cet  effet,  désignons  par  M le  maximum  du  module 
des  valeurs  que  prend  J^(x,  quand  on  fait  varier  f 
de  O à R,  |S'  de  o à R'  et  les  angles  o),  w'  de  o à a n. 
Posons  en  outre 


et  considérons  ré(|ualion  différentielle 
(5)  S = 


Je  dis  qu’il  existe  une  fonction  Y de  x qui  reste  con- 
tinue tant  que  le  module  de  x’ — Xo  ne  dépasse  pas 
une  certaine  limite,  qui  se  réduit  à } „ pour  x = To  et 
qui  satisfait  à l'équation  (3).  En  effet,  l’équation  (5) 
peut  s’écrire  comme  il  suit 


R 


et  il  est  évident  qu’on  l’obtient  en  différentiant  l’équation 
(6)  (Y  - jr.)  - + MR  log  ( i-  o. 


Cette  é(|uation  (6)  est  du  deuxième  degré  par  rapport 
à Y — etses  deux  racines  deviennent  égales  entre  elles 
lorsqu’on  a 


a3. 
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r = B 


e 


aMK  I 


eelle  des  raeiries  Y de  l’équaliou  (6)  qui  se  réduit  à 
pour  X = Xo  restera  fonction  eontiiiuc  de  x,  tant  ((ue  le 
module  de  x — Xo  sera  inférieur  à r.  Ainsi  l’on  a,  pour 
de  telles  valeurs  de  x, 


[.es  coeffu  ienls  ^ ’ de  ce  développement 


s’obtiendront  en  faisant  x — Xo,  Y — „ dans  le  système 
formé  par  l'équation  (5)  et  celles  (ju’on  en  déduit  par  la 
différentiation,  savoir  : « 


(8) 


</Y 

dr 


— ^1 


<T  Y' 


rf»Y  _ 'h 
d.i  - rf.c  </  Y dr  ’ 

d‘Y  _ d^f  d'f  f£Y 
dj'^  lix'  dx  <l  Y djc 


d’ff/dYy  df  d^Y 

ITv  \lü  / .7y  “ITi- ’ 


le  produit  i .a.  . ./i  ou  devant  être  réduit  à 

l’unité  quand  11  ou  n'  est  nul,  et  cette  formule  montre 
que  toutes  les  dérivées  partielles 


d-*'‘’<f  f.r,  YJ 
<U^dY-' 


ont,  pour  x=  x„,  Y des  valeurs  positives;  il  en 


> 
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résulte,  à cause  des  formules  (8),  que  les  quantités 


ç): 


sont  elles-mêmes  positives. 

Désignons  psr  A le  maximum  du  module  des  valenis 
que  prend  la  fonetion  Y quand  on  fait  varier,  de  o à r, 
le  module  p de  T — .To  et.  de  o à ar,  rarguinent  sa:  on 
aura,  d'après  le  lemme  I (n"  019), 


{9) 


m. 


A 

.fl  - • 

r'- 


Comparons  maintenant  entre  eux  les  deux  systèmes 
d’équations  (3)  et  (8),  dans  lesrpiels  nous  supposons 
a:  = J'o,  Y =_)(,.  I.a  première  équation  du  sys- 
tème (3)  cl  la  première  du  système  (8)  nous  montrent 
que  l’on  a 

(£)  < (S)/ 

d'après  le  lemme  IJ  du  n"02().  On  voit  ensuite  (lemme  III, 
n"  021)  (|ue  les  modules  des  deux  termes  du  second 
membre  de  la  deuxième  éijuation  (3)  sont  respeetiveinent 
inférieurs  aux  termes  du  second  membre  de  la  deuxième 
équation  (8),  lesipicls  sont  l’un  et  l’autre  positifs;  il  en 
résulte  que 

"'“'(ë).<(S); 

et  ainsi  de  suite,  en  sorte  que  l’on  a généralement 

lg).<  (S).- 

et,  à cause  de  l’inégalité  (y), 

( I o)  niod  { ^ ^ T . a . . . « — 
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OU 


mod 


A X mod 


Si  le  module  de  x — est  inférieur  à r,  la  progression 

géométrique  dont  le  terme  général  est  A X mod 

est  convergente;  donc  la  série  formée  par  les  modules 
des  termes  de  la  série  (2)  est  convergenle,  dans  la  même 
hypothèse  (n^pS);  par  conséquent,  la  série  (2)  est  elle- 
même  convergente  ( n"  363),  et  elle  a pour  somme  une 
fonction  déterminée  et  coniinuc  y.  Il  faut  remarquer 
que  l’inégalilé  (10)  prouve  aussi  la  convergence  de  la  série 
obtenue  en  différcntianl  par  rapport  à x les  termes  de  la 

série  (2)  ; cette  dernière  série  a donc  pour  somme 

Il  nous  reste  à démontrer  que  la  fonction  y déünie  par 
la  formule  (2)  satisfait  bien  à l'équation  (i). 

On  a d’une  part 


'Il  — ( '!£\  -1.  i 'LL\  ^ ~ ^ (■*•  — •»•«)’  , 

t/x  \(ix  K ^ fèr’/j  I \dx‘),  1.2 


et  d’autre  part 

/(•r.r)  =/.+/;  -- 


+ /; 


1 .2 


Nous  écrivons  _/o  au  lieu  de J'o)  dans  cette  formule 
et  nous  désignons  pary^  les  valeurs  que  pren- 

nent, pour  X = ^a-,y  =Jo-  les  quotients  J',  J",.-,  obte- 
nus en  divisantpar  r/x,  r/x’,...,  respectivement,  les  diffé- 
rentielles totales //y,  (l'f,....  Les  quantités sont 
déterminées  par  les  équations 

j ‘1/  ’IX'Ll 

j rfe  - , il\  rlx' 

I - 1 1 

/ f/jr*  dx  ily  tlx  dy^  V^’V 
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Pour  avoir  y’, >1  faut  y faire  x — x^, 

et  remplacer  valeurs  tirées 

des  équations  (3).  Or,  on  voit  que  les  seconds  membres 
des  équations  (ii)  sont  identiques  à ceux  des  équa- 
tions (3),  si  l’on  fait  abstraction  de  la  première  équation 
du  système  (3);  on  a donc 


et,  par  conséquent,  la  fonction  (a)  satisfait  bien  à l’équa- 
tion (i). 

Démonstration  fia  l' existence  du  système  intégral  (P un 
sy  stème  d' équations  diJJ'érenlieUes  du  premier  ordre. 

623.  MM.  Briot  et  Bouquet  ont  étendu  leur  analyse 
au  cas  d’un  système  quelconque  d’équations  différen- 
tielles simultanées  du  premier  ordre,  et  ils  ont  démontré 
ce  nouveau  théorème. 

Théobème.  — Soient  Xa,  y t,  z»,...  m y- i constantes 
choisies  à volonté,  et 

.r  = x,  + pé-^~\  z ^ z, -y  p" 

m-\-i  variables.  Si  les  m fonctions 

/{x,  j-,z,.  . f{x,y,z,...),  /,  (.r,  v,  ï, . 

restent  continues  tant  que  p,  p',  p",.  . . ne  dépassent 
pas  les  limites  respect  ires  R,  R',  R",.  . . et  quelles  ad- 
mettent, en  même  temps,  des  déiwécs  déterminées  rela- 
tivement h chaque  vatiable,  il  existe  m Jonctions  y,  z,... 
de  la  variable  x,  qui  restent  continues  tant  que  le  mo- 
dule de  X — X,  reste  inférieur  a une  certaine  limite  r. 
qui  se  réduisent  respectivement  à y\,  z,„...  pour  x = .l'o 
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et  qui  satisfont  aux  ni  équatmns  (lièrent tcUci  simul- 
tanées 

(.'  ;g=:/(,r,  J-,  = ^£=/,(r,X,  Z, 


Désignons  par  M,  M|,.  . les  mariinn  des  modules 
des  valeurs  que  prennent  les  fondions  J'^x,y,  z,...). 
J\  (x,  y,  Z,.  . . quand  on  fait  varier  o,  p',  ji",  ••  • 

de  O a R,  de  o à R',  de  n à R", . . . respedivenieni,  et  les 
angles  &),  &/,  ...  de  o à as;  posons 


{x,Y,Z,...)  = 


et  considérons  les  m équations  simultanées 


(2) 


,tY 

17 


17 


— ^ M,  ^ X,  , Z, . . . ) , . • . 


On  peut  trouver  des  fonctions  Y,  Z, . . . qui  sati.sfassenl 
aux  équations  (2)  cl  cpii  se  réduisent  à v„,  c,,.  . . lespcc- 
liscmenl  pour  x = x^.  En  eilel,  si  l’on  pose 

(3)  Y~_r.=  MS,  Z — J,  M,S,.  . , 

puis  que  l'on  détermine  la  fonction  S de  manière  qu’elle 
s'annule  pour  x = x,  et  (ju’ellc  vérilic  l’équation 

(.-î)  ^ ■'•S- 


il  est  évident  que  les  équations  (2)  deviendront  identi- 
ques, L’équation  (4)  pcul.se  mettre  sous  la  forme  sui- 
sante  : 


R 


JS 

r~  R^)  ' 

[ R"  ) • 

■ ■ 1'- 
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cl  011  l'oblicnt  en  dilleronliant  la  suivante  : 

Soit  r le  plus  [leiil  des  modules  qu’il  faille  attribuer 
à .r  — a"o  [ioni  que  ré([uaiioii  (5)  ait  deux  racines  S égales 
entre  elles.  Tant  que  le  module  de  x — Xo  sera  inférieur 
à /■,  celle  des  racines  S qui  s’annule  pour  x = Xo  sera 
une  fuiiclioii  <-onlinuc  de  .r,  développable  en  série  coii-_ 
vergcnle  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  de 
X — x„;  en  outre,  si  l’on  désigne  [lar  A le  maxinium  du 
module  de  celte  fonction  S,  pour  les  valeurs  de  p et  'ii  rcs- 
pecüvcniciii  comprises  entre  o el  r,  o et  2îr,  on  aura 
(n“619) 


I .2.  . \ r" 

Enfinÿ  il  est  évident  que  les  fonctiàns  Y,  Z, ... . qui  sont 
proporiionnellcs  à S,  sont  développables,  en  môme  temps 
que  celle  fonction,  en  des  séries  convergentes  ordonnées, 
suivant  les  puissances  entières  de  x — x„. 

Cela  posé,  d'ajirès  le  leiiime  111  du  n"  H21 , les  valeurs 
des  modules  que  prennent  les  fonctions  / (x,_i  , c,.  . .). 
Ji  jiour  x = x„,  y „,  r = . . . 

sont  respeeiivcmciii  moindres  que  les  valeurs  des  déri- 
vées correspondantes  des  fonctions  Mç  (x.  Y,  Z, . . .), 

RI,  <j- (x,  Y,  Z,. . .)  [.ourx  = x„,  Y = 

Il  en  résulte  que,  si  l’on  com[)are  le  système  formé  par 
les  équations  (i)  el  celles  qu’on  en  déduit  par  la  dillé- 
reniiation,  au  système  lurmé  par  les  équations  (2)  et 
celles  qui  s’en  déduisent,  on  trouvera,  comme  au  11“ 022, 
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que  les  valeurs  de 


tirées  des  premières  équations,  ont  des  modules  rospecti 
vement  moindres  que  les  valeurs  réelles  et  positives 


rournics  par  les  équations  du  second  système.  On  a donc, 
à cause  des  formules  (3)  et  de  l’inégalité  (6), 


'""H  ^ 


11  en  résulte  (jue  les  séries 


sont  convergentes  tant  que  l’on  a mod  (x  — x„  ) < r.  Ces 
séries  définissent  des  fonctions  ) , r,...  qui  restent  conti- 
nues pour  les  valeurs  de  x dont  il  s’agit,  et  le  raisonne- 
ment déjà  employé  au  n”  022  prouve  que  les  fonctions  j, 
r,...  satisfont  cirectivement  aux  équations  diirérentielles. 

624.  Remarque.  — Il  est  évidemment  permis,  dans  la 
démonstration  qui  précède,  de  remplacer  les  modules  R', 
R", . . . par  le  plus  petit  d’entre  eux  cft,  et  les  uuixima  M, 
M,,...  par  le  plus  grand  d’entre  eux  OU..  I.c.s  équa- 
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lions  (4)  (Jt  (5)  deviennent  alors 

on.  „\-</s 


3fi3 


' ( ' S ) — = O, 

V S\.  j dx  X — r, 

La  dérivée,  relative  k S,  de  ccUc  dernière  érjuation 
donne  i — S — o ; on  a donc , dans  le  cas  de  deux 
racines  égales,  j 

d’où 

x-x.=  R(i-e 

et,  par  conséquent,  on  peut  prendre  pour  la  quantité  r 


Propriétés  des  intégrales  d’un  système  d'équations 
dij^érentielles  du  premier  ordre. 

62o.  Considérons  un  système  de  n équations  diffé- 
rentielles simultanées  entre  les  « -I- i variables  x,  _v, 

s, . . . , r*,  en  vertu  desquelles  les  dérivées  ’ I77- 

Y Z V 

aient  des  valeurs  déterminées  Désignons  par  — ? ^ 

ces  valeurs*,  les  équations  dilTércnticllcs  seront 

— ^ Ù.  — Il  ±__'f 

dr~~x'  dx~  dx  ~X' 
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fl  on  pourra  les  coinpiendre  dans  une  formule  unique, 

savoir  : 

(i.r fir  (h  fii’ 

(')  îT  “ y' ~ "z  ~ V ’ 

X,  Y,  Z, . . .V  sont  di;s  foMctions  dclci  minées  dos  varia- 
bles X,  y,  z,....v,  à l'exception  de  rune  d’elles,  qui 
peut  être  choisie  à volonté. 

L’existence  du  .système  inléi'ial  étant  établie,  suj)pQ- 
sons,  comme  an  n"0IS,  que  les  équations  de  ce  système 
soient  résolues  par  rapport  aux  n constantes  arbitraires 
C,  Cf. . .,  C„_,  (]u’eiles  renferment,  et  représenions-les 
par 

1 >t  (j-.y,  ï,.  ..)-  C, 

1 Y,  (a-,  V,:,.  . .)-:  C„ 



't  « — I (-C,  > , Si  . • . ) Cn.-1* 

La  différentiation  des  équations  (a)  fait  disparaître 
les  arbitraires  C,  C,, . . . , C„_, , et  par  eonsétpient  les 
équations  qui  résultent  de  cette  différentiation  forment 
un  système  équivalent  au  système  (i).  fin  d autres  termes, 
un  a idcnticjuement 

(3}  d'i=zo,  il'i\  T-  O, . . - O, 

lors(|u'on  prend  pour  ^/x,  fly,  <lz  . . . des  quantités  pro- 
portionnelles n X,  y,  Z,.  . . . 

iSous  avons  dit  (n‘Mil8)  que  chacune  des  é(juations  (a) 
est  nommée  une  intégrale  du  .système  (i);  mais,  comme 
les  combinaisons  que  l'on  peitt  faire  avec  ces  étpiations 
sont  susceptibles  de  leur  être  substituées,  nous  appelle- 
rons généralement  intvgrtile  Aw  système  (i)  toute  é(pia- 
tion 

(4)  H (-r,  V,  c)  = r, 

dont  le  .second  membre  est  une  constante  arbiii  airc  F et 
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dont  le  premier  membre  est  une  fonction  II  des  seules 
variables  .r,  y,  z,.  . telle  ipie  la  dilTérentiellc  f/tl  se 
réduise  identiquement  à zéro  quand  on  prend,  pour  les 
difréreniielles  r/x,  (Jy,  dz, . . des  quantités  proportion- 
nelles à X,  Y,  Z, 

Il  est  évident  qu'on  formera  une  telle  équation  en 
égalant  à une  constante  F une  fonction  quelconque  des 
premiers  membres  des  équations  (a);  car,  si  l’on  diffé- 
rentie  l’éijuation 

(5)  = 

on  aura 

rfF  , <IŸ  , f/F  , 

f/'K  -t-  -r—  f/>l',  H-  . . . = O, 

f/T  f/T,  f/T„_,  . ’ 


et  cette  é(|uation  est  satisfaite,  à cause  des  formules  (3) 
qui  ont  lieu  quand  on  suppose  les  équations  (ij. 

Mais  il  est  facile  de  démontrer,  en  outre,  que  si  l’équa- 
tion (4)  est  une  intégrale  du  système  (i),  elle  est  nécessai- 
rement de  la  forme  (5).  En  effet,  supposons  que  X ne  soit 
pas  nulle;  Ÿ,  'F,...,  Ÿ„_,  étant  des  fonelionsdes  n-f-i  va- 
riables X,  y,  5,.. e,  il  est  ^lermis  de  regarder  j , z,. . e 
comme  fonctions  de  x et  de  Ÿ,  Ÿ,,.  . .,  puisque, 

par  hypothèse,  le  système  (a)  coïncide  avec  le  système 
intégral.  L’é([ualion  (4)  prendra  donc  la  forme 

F (a-,  T,  T,,...,T,_,):=;r; 


la  différentiation  donne 

f/F  , f/F  , f/F  , f/F  , 

— (/x  </T  -I-  f/>r,  -y  ...  -h- f/T„_,  = o, 

f/x  f/T  f/T.  f/HV, 


et,  à cause  des  équations  (3),  on  a simplement 


CALCUL  INTÉGRAL. 


366 

ce  qui  exprime  que  la  fonction  F est  indépendante  de  x. 
Il  n’y  a donc,  pour  le  système  (i),  que  n intégrales  dis- 
tinctes. 


626.  La  condition  nécessaire  et  suflisante  pour  que 
l’équation 


n {t,  jr,  Z, . . . , I’)  = const. 


soit  une  intégrale  du  système  des  éc{uations 


dx 

X 


(i.r 

Y 


dv 


est  que  l'on  ait  identiquement,  en  vertu  de  ces  équations, 
rfll 


dx 


J rfii  ^ rfri  , 

dx  — d Y + — dv  — O-, 

df  dv 


oette  condition  est  donc 

du 


dx 


^ „ du 


et  l’on  a cette  proposition  : 


Théorème  I. — Si  H = const.  est  une  intégrale  des 
équations  simultanées 

dx  dr  dv 

Y T ’ 


la  fonction  II  satisfait  identiquement  à l’équation  aux 
dérivées  partielles 


ax  dy 


4: 


Réciproquement , toute  fonction  O qui  satisfait  iden- 
tiquement à l'équation  aux  dérivées  partielles  donne, 
quand  on  l'égale  à une  constante  arbitraire,  une  in- 
tégrale du  système  des  équations  simultanées . 
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Et,  d’après  ce  qu’on  a vu  au  numéro  précédent,  on 
peut  énoncer  cet  autre  théorème  : 


Théorème  II.  — Si  l'équalion  aux  déri\>ées  pariiclles 


ax  (lY 


est  satisfaite  quanti  on  prend  successivement,  pour  H, 
n fonctions  distinctes  Ÿ,,...,  T„_,,  toute  fonction  II 
qui  sali  fait  a la  même  équation  est  ticcessaire.ment  une 
fonction  c/e  Ÿ,  T,,.  . .,  Ÿ„_,. 


Réduction  des  systèmes  tV équations  différentielles  entre 
un  nombre  quelconque  de  variables , à des  équa- 
tions différentielles  qui  ne  renferment  que  deux 
variables. 


627.  Une  équation  différentielle  d'ordre  quelconque 
entre  deux  variables  ou,  plus  généralement,  un  sj'stème 
de  n équations  différentielles  d’ordre  quelconque  entre 
/i  + I variables  se  ramène,  comme  on  l’a  vu  (n“61o), 
à un  système  d’équations  différciuiellcs  du  premier  ordre. 
11  est  facile  de  montrer  que,  réciproquement,  un  tel  sys- 
tème peut  se  ramener  à des  équations  différentielles  qui 
ne  renferment  que  deux  variables. 

Soient  les  n équations  différentielles 


» 


(•) 


— 

dx 


= V. 


OÙ  Y, Z,.  . - , V désignent  des  fonctions  données  dcs«-f-i 
variables  x,  y.,  z,...,e.  Le  système  intégral  renferme  « 
constantes  arbitraires,  et  l’on  peut  concevoir  que  les 
équations  de  cg  système  soient  résolues  par  rapport  ày, 
z,...,v.  Considérons  en  particulier  l’équation  qui  dé- 
termine en  fonction  de x et  des  arbitraires;  si  les  n arbi- 
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iraircs  (igiireiil  dans  celte  é(|uation,  il  faudra,  pour  les 
éliminer,  joindre  à réfjuaiion  dont  nous  parlons  celles 
qu’on  en  déduit  par  n différentiations  successives;  donc^>- 
dépendi  a,  dans  ce  cas,  d'une  crpialion  différentielle  d’or- 
dre U.  Mais,  si  l'expression  de  y en  x ne  renferme  que  i 
arbitraires,  / étant  <[«,  il  est  évident  ([ue  / différentia- 
tions suffiront  pour  l'élimination  des  constantes,  et  par 
conséquent  y ne  dépendra  que  d’une  équation  différe/i- 
tielle  d’ordre  /. 

Ü28.  l,’cquat!on  différentielle  de  laijuelle  ) dépend, 
peut  être  obtenue  au  moyen  des  é<|ualions  pro(iosées.  En 
Hfet,  on  a,  en  différenliant  la  première  des  é(|uations  (i). 


./’>  ./Y  U Y (h  -/Y  ih 

(lY  (lu 

ilu:^  ilx  ïïy  (le  ilz  (Lr 

T7T  2~r' 

oti,  à cause  des  équations  (i), 

(l'y  ilY  „</Y  „UY 

-_  (-  Y [--  / 1-  . 

f/.r-  (t.r  II  y ilz 

il  Y 

.-hV-  ; 
llv 

nous  désignerons,  pour  abréger,  par  V,  le  second  membre 
de  celle  équation,  et  nous  aurons 


En  dillérentianl  celte  équation  et  en  faisant  usage  des 
équations  (i),  on  obtienilra  la  noinelle  éijuation 


,nr 

lix' 


= Y 


où  Y,  cst'uuc  fonction  connue  des  variables  x,  } , 
Z....,  I’.  En  poursuivant  cette  marche,  on  formera  le 
système  des  n équations  : 


'h 

T,- 


Y, 


fl‘Y 

dx‘ 


Y,,. 


(l'y 

dx'‘ 


= y 


n—ll 
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dont  les  seconds  membres  Y,  Y,, , Y„_,  .sont  des  fonc- 
tions connues  de  x,  j,  z,. . u. 

Si  les  n équations  (2)  sont  nécessaires  pour  l’élimina- 
tion des  n — I variables  z,.,.,  r,  ces  variables  seront 
déterminées  par  les  n — i premières  équations  en  fonc- 
tion de 

f/)  d"~' X 


et  en  substituant  leui's  valeurs  dans  la  dernière  équa- 
tion (2),  on  obtiendra  une  équation  différentielle  d’or- 
dre « 

y 

Mais  il  peut  arrivei-  que  les  i premières  équations  (2) 
sufGscnt  pour  former  une  équation  différeiiliellc  entre  x 
cl  y.  Cette  équation  difTérentielle  sera,  dans  ce  cas,  de 
l’ordre  1,  et  / — i des  n — i variables  z,...,  e seront 
connues  en  fonction  des  n — i autres  et  de 

• (Ir  f/'' 


alors  si  l’on  substitue  les  valeurs  de  ces  i — 1 variables 
dans  celles  des  équations  (i)  qui  renferment  les  dérivées 
des  n — i autres,  ces  dernières  seront  déterminées  par 
un  système  de  n — i équations  différentielles  analogues 
au  système  (i),  avec  cette  seule  différence  que  les  se- 
conds membres  renfermeront  une  fonction  ■)  définie  par 
une  équation  différentielle  d’ordre  1,  ainsi  que  les  i — i 
premières  dérivées  de  cette  fonction.  En  opérant  sur  le 
système  dont  il  s’agit,  comme  nous  avons  fait  à l’égard 
du  système  (i),  on  fera  dépendre  une  nouvelle  variables 
d’une  équation  différentielle  d'un  certain  ordre  j égal  ou 
inférieur  k n — 1,  laquelle  pourra  renfermer  la  fonction  y 
H.  24 
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Cl  les  dérivées  de  celle  fonction,  jusqu’à  l’ordre  i — i scu- 
Icmciil,  puisque  la  dérivée  d’ordre  i s’exprime  par  les 
dérivées  des  ordres  inférieurs.  Si  le  nombre  ; csl  égal  à 
n — /,  les  71 — i — I variables "reslan tes  seronl  délcrmi- 
nées  eu  foneiion  de 


>h- 

Tv' 


th  i/J-'z 

-7-  5 * ■ • ? l 

f/.r 


mais,  dans  le  cas  contraire,  ; de  ces  variables  seulement 
pourront  être  exprimées  en  foneiion  des  précédentes 
quantités  et  des  n — i — j variables  restantes.  Il  est  évi- 
dent ([u’en  poursuivant  la  même  inarebe,  011  formera 
un  système  d’équations  différentielles  dont  les  ordres  au- 
ront pour  somme  /i  ; chacune  de  ces  équations  ne  renfer- 
mera qu’une  seule  variable  dépendante,  outre  celles  qui 
figurent  dans  les  équations  précédentes,  et  que  nous  re- 
gardons comme  déterminées  par  ces  équations.  Quant 
aux  variables  (jui  ne  figurent  pas  dans  les  équations  dif- 
férentielles dont  il  s’agit,  elles  sont  déterminées  en  fonc- 
tion des  autres  variables  et  des  dérivées  de  celles-ci. 

029.  Pour  former  l’équation  différentielle  par  laquelle 
sont  liées  entre  elles  deux  des  variables  qui  figurent  dans 
un  système  d’équations  différentielles  simultanées,  il 
n’est  pas  nécessaire  i[ue  ces  équations  soient  mises  sous  la 
forme  que  nous  leur  avons  supposée  au  numéro  précé- 
dent. La  différentiation  et  l’élimination  conduiront  dans 
tous  les  cas  à l’équation  demandée. 

Considérons,  par  exemple,  les  deux  équations  simul- 


lances 

l i*  f 

i 'h' 

fi”  y 

riz 

rlPz' 

(.)  j 

dr" 

ITrë 

1 'h 

tl"  ^ 

tiz 

<19  i. 

d.i: 

<ix9 

Digitized  by  Google 


CHAPITHE  VI. 


«jui  renferment  trois  variables  x.j',  z,  dont  la  première 
est  regardée  comme  indépendante.  I.a  première  équalion 
est  de  l’ordre  m par  rapport  à j , et  de  l’ordre  p par  rap- 
port h z\  pour  la  seconde  équation,  l’ordre  relatif  à j 
est  n et  celui  qui  se  rapporte  à z est  <y. 

Soit  U le  nombre  des  équations  dilférentiellcs  résolues 
par  rapport  aux  dérivées,  dont  se  compose  le  système  dif- 
férentiel du  premier  ordre  que  l’on  peut  substituer  an 
système  proposé  (n"  61G).  D’après  ce  qui  a été  dit  au 
numéro  précédent,  si  les  équations  (i)  déterminent  les 

fi  y*  V 

valeurs  de  la  plus  haute  dérivée  de  y,  savoir  ; -- — ou — —■> 

’ f/j"  f/jr» 

. . , * , ♦ fi^  z 

ainsi  ([uc  la  plus  haute  des  dérivées  de  s,  savoir  : - — 


ou  ! en  fonction  des  dérivées  des  ordres  inférieurs  et 
dxi 


es  variables  x^y,  z,  ce  qui 


exige  évidemment 


différences  rn  — n,  p — q ne  soient  pas  de  même  sigue, 
le  nombre  psera  égal  .à  la  plus  grande  des  deux  sommes 
in  q,  n-i-p\  s’il  a’eu  est  pas  ainsi,  u sera  inférieur  à 
celte  plus  grande  somme. 

Cela  posé,  pour  faire  l’élimination  de  z,  différentions 
les  équations  proposées,  la  première  q fois,  la  seconde 
p fois;  en  joignant  les  équations  obtenues  aux  proposées, 
nous  aurons  un  système  de  />  -I-  </  -+-  2 équations.  Les 
dérivées  de  z figureront  dans  ce  système  jusqu’à  celles 
de  l’ordre  p c/,  et  quant  à l’ordre  de  la  plus  haute  dé- 
rivée de  y,  il  sera  égal  au  plus  grand  des  nombres  m-^q, 
n -t- p.  11  s’agit  d’éliminer  les  p -i-  q -\-i  quantités 


entre  les  <7  4-  2 équations  ainsi  formées.  Si  toutes  ces 
équations  sont  nécessaires  pour  l’élimination,  p -hq  -\-i 

24. 


Digitized  by  Googlc 


3ja  CALCtL  INTÉGRAL. 

'd'entre  elles  détermineront  les  valeurs  de  z, 

(l.r 

”i  cl  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  la  dernière 

équation  donnera  une  équation  dilTérentiellc 


(3) 


y< 


dont  l’ordre  i sera  égal  à u ; on  aura  en  même  temps, 
comme  nous  venons  de  le  dire, 


(4) 


tijr 


Ÿ étant  une  fonction  délerininéc 

Mais  si  les  /J  + <7  -h  2 équations  que  nous  avons  for- 
mées ne  doivent  pas  être  toutes  employées  pour  l’élimi- 
nation, l’ordre  i de  l’équation  (3)  qui  résulte  de  celte 
élimination  sera  inférieur  à u.  Alors  il  résulte  de  ce  qui 
a été  dit  au  numéro  précédent,  que  z ne  sera  plus  déter- 
minée, dans  ce  cas,  en  fonction  de  .r,  ) , • • • ; mais 

elle  dépendra  d’une  équation  différentielle 

(5)  n^x,  z,  £^^5-^  = 0. 

d’ordre  p — i et  dans  laquelle  (igurcra,  avec  ses  i — i 
premières  dérivées,  la  fonction  y déterminée  par  l’équa- 
tion (3). 


Des  intégrales  des  divers  ordres  d'une  équation  dif- 
férentielle d'ordre  quelconque,  à deux  variables. 

630.  Après  avoir  montré  que  tous  les  cas  des  équations 
différentielles  ordinaires  se  ramènent  à celui  d’un  sys- 
tème du  premier  ordre,  dont  les  équations  déterminent 
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les  dérivées  en  fonction  des  variables,  nous  avons  fait 
voir  qu’un  tel  système  peut  lui-môme  être  remplacé  par 
une  ou  plusieurs  équations  différentielles  d’un  certain 
ordre,  qui  renferment  seulement  deux  variables,  mais 
où  figurent  les  fonctions  définies  par  les  équations  pré- 
cédentes. Le  cas  d’une  équation  différentielle  d’un  ordre 
quelconque-  n doit  être  regardé  comme  le  plus  simple  j il 
nous  reste  à présenter  quelques  considérations  impor- 
tantes sur  ce  sujet. 

Soit 


{•) 


F 


= O, 


une  équation  différentielle  d’ordre  « entre  les  deux  va- 
riables x,  y.  Si  l’on  pose 


O)  |=y. 


tir 


dr 


d'*Y 

l’équation  (i)  déterminera  une  valeur  de  ou  ^ — 

* ' ' d.r“  fl.r 

en  fonction  de  or,  j-,  j',...,  j soit  Y cette  valeur,  en 
sorte  que  l’on  ait 

(3) 


Supposons  que  la  fonction  Y remplisse  les  conditions 
de  continuité  exigées  par  la  théorie  des  n“  ()22  et  623  ; 
le  système  différentiel , formé  des  équations  simulta- 
nées (a)  et  (3),  admettra  un  système  intégral,  et  les  équa- 
tions de  ce  système  détermineront  pour  y,  y',  y",.  . ., 
des  valeurs  fonctions  de  x et  qui,  pour  jr  = jro, 
se  réduiront  respectivement  à des  constantes  arbitraires 
.>  S'  ' i t-présente  par 

(4)  r = 


celle  des  équations  du  système  intégral  qui  détermine  y. 


3^4  CALCUL  l^TÉGnAL. 

il  est  évident  que  les  n — i autres  équations  de  ce  sys- 
tème s’obtiendront  en  différentiant  sucecssivenient  n — i 
fois  l'équation  (4)-  Cette  équation  (4)  est  dite  \' intégrale 
générale  àc.  l’équation  (i).  Et,  comme  le  système  inté- 
gral des  équations  simultanées  (a)  et  (3)  est  unique,  on 
voit  que  : 

Si  Von  a trouvé^  par  une  voie  quelconque,  une  équa- 
tion 

(5)  /{x,  y,  C, , C,, . . . , C„)  - (1, 

renfermant  n constantes  arbitraires  C,,  Cj,...,  C„,  et  de 
laquelle  on  puisse  tirer  une  valeur  de  y propre  à vérifier 
l'équation  (i),  l'équation  (5)  coïncidera  avec  l'inté- 
grale générale  de  celte  équation  (i),  pourvu  qu’on  puisse 
assigner  aux  constantes  des  valeurs  telles,  que  y et  ses 
n — i premières  dérivées  prennent  des  valeurs  arbi- 
traires données  quand  on  attribue  à x une  valeur  quel- 
conque choisie  à volonté. 

Cette  dernière  condition  sera  remplie,  si  le  système 
formé  par  l’équation  (5)  et  celles  qu’on  déduitde  celle-ci 
par  n — i diflércutialious,  détermine  les  valeurs  des  ar- 
bitraires C,.  Cj C„  en  fonction  de 


y. 


tir 

lü' 


d'y 

d-,'' 


d“-'y 

iLr"-' 


631.  On  reproduit  l’équation  différentielle  (i),  quand 
on  élimine  de  l’intégrale  générale  (5),  les  arbitraires 
qu’elle  renferme,  au  moyen  de  la  différentiation.  Mais 
supposons  qu’on  ne  veuille  éliminer  de  l’équation  (5) 
que  / arbitraires,  savoir  : 

, C),  C,, . . . , C,-  ; 

il  faudra  exécuter  i différentiations,  et  je  dis  que  de  quel- 
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que  manière  que  l’on  combine  les  opérations  de  diffcrcn- 
tialion  et  d’élimination,  le  résultat  obtenu  sera  toujours 
le  même.  En  effet,  supposons  qu’on  ait  pu  obtenir  deux 
équations  distinctes  ne  contenant  plus  les  arbitraires  C,, 
C,, . , . , C,.  Soient 


dy 

d'r 

, C/4.J  J . . 

’ Tr'" 

. , Cj  = 0 

dy 

’ d.r' 

il'  y 

dÿ-^ 

. , C„^=:o 

ces  deux  équations.  Si  elles  ne  déterminent  pas  pour 


d‘r 

dx' 


la  même  valeur,  on  pourra  éliminer  cette  dérivée,  et  l’on 
obtiendra  une  équation  d’ordre/  — i au  plus,  non  iden- 
dique  et  renfermant  n — i arbitraires,  savoir  ; 


" ('■  • I’ 


En  joignant  à cette  équation,  celles  qu’on  en  déduit  par 
n — /différentiations,  on  aura  un  système  de  n — i+i 
équations  entre  lesquelles  on  pourra  éliminer  les  arbi- 
traires C,^j,.  . -,  C„,  et  le  résultat  de  cette  élimina- 
tion sera  une  équation  différentielle  non  identique , 
d’ordre  n — 1 au  plus,  et  ne  renfermant  aucune  arbi- 
traire. On  aurait  donc,  en  faisant  x = Xo,  une  relation 

entre  jo,  »•••)  ^ ’ d dès  lors  ces  quantités 

ne  seraient  plus  arbitraires  comme  elles  doivent  être. 

032.  Cela  posé,  nous  appellerons  intégrale,  première  ou 
du  premier  ordre  d’une  équation  différentielle  d’ordre  «, 
le  résultat  obtenu  en  éliminant  de  l’iutégralc  générale, 
n — I des  constantes  arbitraires  <{u’elle  renferme.  Le 
nombre  des  intégrales  premières  est  évidemment  égal 
à n ; chacune  de  ces  intégrales  est  une  équation  diffé- 
rentielle d’ordre  n — 1 renfermant  une  constante  arbi- 
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traire.  Le  système  des  n intégrales  premières  constitue 
le  système  intégral  du  système  différentiel  du  premier 
ordre  par  lequel  ou  peut  remplacer  l’équation  différen- 
tielle d’ordre  n. 

Pareillement,  nous  appellerons  intégrale  deuxième 
ou  du  deuxième  ordre  le  résultat  obtenu  en  éliminant 
n — 2 des  arbitraires  contenues  dans  l'intégrale  générale. 
Le  nombre  des  intégrales  du  deuxième  ordre  est  évidem- 
ment égal  au  nombre  des  combinaisons  de  n choses  deux 

n(n  — i) 


à deux,  c’est-à-dire  égal  à 


chacune  de  ces  in- 


tégrales est  une  é<|ualion  différentielle  d’ordre  n — 2, 
renfermant  deux  constantes  arbitraires. 

Et  généralement  nous  nommerons  intégrale  d'ordre  i 
d’une  équation  diÜ'érentiellc  d’ordre  n,  le  résultat  ob- 
tenu en  éliminant  n — i des  arbitraires  contenues  dans 
l’intégrale  générale;  le  nombre  des  intégrales  d’ordre  i 
est  celui  des  combinaisons  de  n choses  / à /,  c’est-à-dire 
n I n — 1).  . . [n  — i -i-  1) 


chacune  de  ces  intégrales  est  une 
• t qui  renferme  c cou- 


1.2.../ 

équation  dilVércnticlle  d’ordre  n 
stantes  arbitraires. 

Dans  l’ordre  n,  il  n'y  a qu’une  seule  intégrale,  qui 
n’est  autre  chose  (pie  rinicgi  alc  générale. 

Ü33.  Etant  donnée  l’équation  dillércntielle  d’ordre  n. 


,lr 

T.'' 


ttj^ 


si  l’on  a trouvé,  par  une  voie  quelcompie,  une  équation 
dillércntielle  d’ordre  n — /, 


>lr 

t/.v' 


d-  ■ r \ 

C>’  - f f'ij 


renfermant  {'constantes  arbitraires  C,,  C,,.  . .,  C,-,  et  de 
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<t*~'  Y 


laquelle  on  puisse  tirer  une  valeur  de  ^ qui  satisfasse 

à la  proposée,  on  pourra  la  regarder  comme  une  inté- 
grale d’ordre  /,  pourvu  que  cette  équation  jointe  à celles 
qu’on  en  déduit  par  i — i dilférentiations,  détermine  les 


valeurs  des  arbitraires  en  fttfréifoa  de  x,y,  -~i 


d’-'y 

-,  ‘'7^’.*..  .V*  \ . '‘"T' 

En  effet,  on  peut,  dans.'djOtré^^ypothèsc,  déterminer 
les  constantes  de  manière  que.  ’ • 


dx' 


et"-' y 
dx"~' 


aient,  pour  x — Xo,  des  valeurs  arbitraires  } o?  ) o > • • • > 
ensuite  l’équation  d’ordre  n — i admet  une  inté- 
grale générale,  et  les  nouvelles  constantes  que  celle-ci 

renferme  peuvent  être  choisies  de  manière  que  j', 
réduisent  respectivement  à joijô 


pour  X = Xo.  L’intégrale  générale  dont  il  s’agit  sera  donc 
en  même  temps  celle  de  la  proposée. 

Il  convient  encore  d’appeler  l’attention  sur  la  propo- 
sition suivante,  qui  résulte  des  considérations  que  nous 
venons  de  présenter. 


Si  l'on  connaît  k intégrales  premières  d'une  équa- 
tion différentielle  d'ordre  n,  on  obtiendra  une  intégrale 
d'ordre  k en  éliminant  les  k — t plus  hautes  dérivées 
de  la  fonction  inconnue,  entre  les  k intégrales  pre- 
mières. 


En  particulier  ; 

Si  l'on  connaît  les  n intégrales  premières  d’une 
équation  différentielle  d'ordre  n,  on  obtiendra  l'inté- 
grale générale  en  éliminant  entre  ces  intégrales , les 
n — 1 dérivées  quelles  renferment. 
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Dcjinùion  des  intégrales  particulières  et  des  solutions 
particulières  des  équations  dijffcrentielles, 

B3i.  Lorsqu’on  aUribue  des  valeurs  délerminccs  aux 
constantes  arbitraires  qui  figurent  dans  les  intégrales 
d’une  équation  diflérentielle  ou  d’un  système  de  telles 
équations,  on  obtient  des  résultats  auxquels  on  a donné 
le  npm  d'intégrales  particulières.  La  considération  des 
intégrales  particulières  est  fort  importante  dans  certaines 
questions,  ainsi  qu’on  le  verra  dans  là  suite  de  cet  ou- 
vrage, mais  clic  ne  constitue  pas  l’objet  que  nous  avons 
actuellement  en  vue. 

Les  étjuations  difl’ércntiellcs  peuvent  admettre  des  so- 
lutions qui  ne  sont  pas  comprises  dans  leurs  intégrales; 
on  peut  obtenir,  en  général,  ces  solutions  par  des  pro- 
cédés purement  algébriques,  et  on  leur  a donné  le  nom 
de  solutions  particulières. 

La  théorie  par  laquelle  nous  avons  établi  l’existence 
des  intégrales  n’a  pu  mettre  en  évidence  celle  des  solu- 
tions particulières,  car  cette  théorie  suppose  la  conti- 
nuité de  certaines  (onctions  qui  cessent  d’être  continues 
lorsque  les  variables  dont  elles  dépendent  prennent  les 
valeurs  qui  conviennent  aux  solutions  particulières.  Nous 
étudierons  d’abord,  dans  ce  qui  va  suivre,  le  cas  des 
équations  différentielles  du  premier  ordre  à deux  va- 
riables; nous  ferons  voir  ensuite  comment  on  jicut  appli- 
quer les  mêmes  considérations  aux  équations  différen- 
tielles des  ordres  supérieurs. 

De  la  solution  particulière  d'une  équation 
différentielle  du  premier  ordre. 

635.  La  solution  particulière  d’une  équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre  peut  s’obtenir  facilement. 


A- 
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cçmine  on  va  voir,  au  moyen  de  l’intégrale  générale. 
Soit  l’équation  dilTérenlielle 


et 


(2)  f(x,Y,C)  = 0 


l’intégrale  générale  de  cette  équation,  C étant  la  con- 
stante arbitraire.  La  difTérentiation  de  l’équation  (2) 


donne 

//y  (1/  dy 

dx  dy  dx 

d’où 

(3)  * 

dy  dx 

Tx~~l^ 

l 

dy 

et  si  l’on 

imagine  que  C soit  renii 

tirée  de  1’ 

équation  (i),  savoir  : 

(4) 

C = H(.r,_r), 

(1y 


la  formule  (3)  donnera,  pour  — > la  même  valeurquc  l’on 
tirerait  de  l’équation  (i)  et  que  nous  représenterons  par 


(5) 


ih  , , 


Cela  posé,  l’équation  (2),  ou,  si  l’on  veut,  l’équa- 
tion (4)  est  susceptible  d’exprimer  une  relation  quel- 
conque entre  les  variables  x ety,  pourvu  que  l’arbitraire  C 
soit  regardée,  non  plus  comme  une  constante,  mais 
comme  une  fonction  de  x.  Eflectivcmenl,  si  l’on  veut 
que  l’équation  (2)  donne  pour  j une  valeur  (x)  prise 
h volonté,  il  suffira  de  déterminer  C,  en  fonction  de  x, 
par  l’équation 

0=  M-  [jr,  ?(a:)]. 


• • 
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D’après  cela,  nous  pouvons  admettre  que  toutes  les 
solutions  de  l’équation  (i)  sont  représentées  par  l'équa- 
tion (2),  en  regardant  C comme  pouvant  dépendre 
de  X.  Si  l’on  diflérentie  l’équation  (a)  à ce  nouveau  point 
de  vue,  il  viendra 


d’où  l’on  tire 


{6) 


•}f_  'JL  <!S.— 

clx  'h  dx  </C  dx 

dj_  dj_ 

dy  ilx  de  dC 

dx  df  df  dx 

dy  dy 


Si  l’on  remplace  C par  sa  valeur  tirée  de  ré([iialion  (4), 
le  premier  terme  de  la  précédente  expression  de  ^ se 


réduira  évidemment  à j ),  comme  dans  l’hypo- 

tlièsc  de  C constante;  donc,  pour  que  l’équation  (2)  con- 
stitue une  solution  de  l’équation  (i),  il  faut  et  il  sullii  que 
l’on  ait 


'JL 

'E.'JSl  — 

<lf^  dx  ~~ 
dy 


Cette  équation  (y)  se  décompose  en  deux  autres,  savoir  : 

'Il 

dC  dC 

= 0 et  =r  O. 
dx  df 

dj- 

, ■ dC,  J _ 

L équation  — = o nous  donne  C = const.,  ce  qui 

répond  à l’intégrale  générale.  Les  solutions  particu- 
lières de  l’équation  proposée  seront  donc  données  par 
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réquation 


qui,  jointe  à l’cquatioii  (a),  déterminera  les  valeurs  de^ 
et  de  C en  fonction  de  x.  Si  l’on  veut  se  borner  à cher- 
cher les  solutions  particulières,  il  suffira  d’éliminer  C 
entre  les  équations  (a)  et  (8). 

636.  L’intégrale  générale  (a)  peut  être  mise  sous  une 
iuGnlté  de  formes  différentes;  niais,  quelle  que  soit  la 
forme  adoptée,  l’équation  (8)  sera  toujours  la  même.  En 
effet,  d’après ‘l’équation  (a),  j'  est  une  fonction  de  x et 
de  C;  cette  fonction  reste  la  même,  quelle  que  soit  la 
forme  donnée  à l’équation,  et  la  dérivée  partielle  de  i 
par  rapport  cà  C a pour  valeur 

dC~  dfj 
dy 

l’équation  (8)  n’est  donc  autre  chose  que  l’équation 
= O , laquelle  est  évidemment  indépendante  de  la 
forme  de  la  fonction  J'. 

Si  féquation  (a)  est  résolue  par  rapport  à y,  on  a 
^ = I,  et  l’équation  (8)  se  réduit  à 


Cette  même  équation  (9)  donnera,  dans  tous  les  cas,  toutes 
les  solutions  particulières,  si  la  dérivée  partielle  — con- 
serve une  valeur  finie  quand  les  quantités  dont  clic  dépend 
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restent  finies;  cette  circonstance  se  présentera  toujours 
lorsque  le  premier  membre  de  l’équation  (a)  sera  une 
fonction  bien  déterminée  cl  continue  dos  quantités  x, 
y cl  C. 

Enfin,  si  l’on  suppose  que  x el  y désignent  des  coor- 
données rectilignes,  ou  conclut  de  ce  qui  précède  que  les 
solutions  particulières  d’une  équation  différentielle  du 
premier  ordre  constituent  l’enveloppe  des  courbes  repré- 
sentées par  l’intégrale  générale.  Et  il  faut  remarquer 
que  ce  résultat  s’accorde  avec  la  théorie  exposée  au 
11°  207,  car  l’enveloppe  est  tangente  à l’enveloppée  en 
■chacun  des  points  communs  aux  deux  courbes;  d’où  il 

résulte  que  la  valeur  de  ^ est  la  même  pour  l’une  et 

l’autre  courbe. 


f)37.  11  peut  arriver  que  les  valeurs  de  x et  dc^',  tirées 

des  équations  (a)  et  (9),  satisfassent  à l’équation  = o; 

ce  cas  doit  nous  arrêter  un  instant.  Si  l’on  eût  choisi  y 
au  lieu  de  x pour  variable  indépendante,  il  est  évident 
que  l’on  aurait  obtenu  l’équation 


(.0) 


‘JL 

dC. 


tlx 


au  lieu  de  l’équation  (8),  pour  déterminer  les  solutions 
particulières;  l’équation  (10)  peut  donc  suppléer  l’équa- 
tion (8),  quand  celle-ci  devient  illusoire. 

Mais  si  les  valeurs  de  x et  de  j' données  par  les  équations 


y=o, -^  = o,  satisfont  à la  fois  aux  deux  o, 


‘JL 

dy 


= 0, 


les  équations  (8)  et  (10)  seront  illusoires.  Dans 


Digitizod  by  Google 


CHAPITRE  VI. 


383 

cc  cas,  l’équation  qui  résullc  de  rélimiiialioii  de  C entre 
les  équations  (a)  et  (q)  ne  répond  plus  en  général  à une 
enveloppe,  mais  au  lieu  géométrique  de  points  singuliers 
des  diverses  courbes  que  représente  réfjualion  (a);  alors 
elle  cesse  de  représenter  une  solution  particulière  de 
l’équation  (i). 

()38.  Exempi.e.  — Soit  l’équation  difféicntiellc 


que  l’on  obtient  en  éliminant  C entre  l’équation 

y,  C)  = (3.rj  -H  2x>  C)’  — 4 (r  + = o 

et  celle  qu’on  en  déduit  par  la  dillércntiatinn  relative  à x 
et  h J. 

On  a ici 

if 

— -t-  -(-  C)  ; 

l’élimination  de  C entre  / '=  o,  ^ = o donne 

«C 

jr—-x\ 

mais  eette  valeur  de  y ne  satisfait  pas  à l’équation  diffé- 
rentielle; on  vérifie  aisément  que  les  deux  dérivées  ^ 
’ ‘ t/x  d) 

s’annulent  lorsqu’on  fait  simultanément  /'=  o,  ~ = o. 

639.  La  solution  particulière  peut  être  obtenue,  sans 
connaître  l’intégrale  générale,  par  le  moyen  de  l’équation 
différentielle  clle-mèmc.  En  effet,  soit 

(il)  F (-T.  J>7')  = o 

cette  équation  différentielle,  où  nous  écrivons  > ' au  lieu 

de  La  solution  particulière  représente  l’enveloppe. 
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OU,  si  l’on  veul,  le  lieu  des  intersections  successives  des 
courbes  qui  répondent  aux  diverses  valeurs  de  la  con- 
stante, dans  l’intégrale  générale.  D’après  cela,  soient  x, 
y les  coordonnées  du  point  M commun  à l’enveloppe  et 


à une  enveloppée,  y'  la  valeur  de  ^ au  point  M,  valeur 


qui  est  la  même  pour  les  deux  courbes.  L’enveloppée 
que  nous  considérons  est  rencontrée  par  une  enveloppée 
jn(iniment  voisine  en  un  point  M„,  qui  est  infiniment 
voisin  de  M,  et  dont  je  désignerai  les  coordonnées  par 
.r -f- /i,  J' -t- / ; en  outre  les  tangentes  en  M#  aux  deux 
enveloppées  ont  évidemment  pour  la  limite  la  tangente 
en  M de  l’enveloppe;  par  suite  les  coefiieients  d’incli- 
naison de  ces  deux  tangentes  seront  y' -h  It,  j'  + hi 
l,  et  l,  étant  des  infiniment  petits.  On  a donc 


7 -4- /,.r' -(-/,)  = o,  F (.r-t- /|,_V -t- X-,  j' -(- /,)  = o. 


Cl  en  passant  à la  limite,  on  voit  quej  ' devient  une  racine 
double  de  l’éijuation  F (x,  y,y)  = o.  Si  la  fonction  F 
est  une  fonction  bien  déterminée,  la  condition  d’une  ra- 
cine double  sera 

(12) 


li!' 


et  comme  l’équation  (i  1)  donne,  par  la  différentiation, 


fÉC 


on  aura  aussi 


iiy  7Z7- 


= 0, 


(i3) 


rfF  , rfF 

dx  dy 


O. 


Si  l’on  élimine  j'  entre  l’équation  (12)  et  la  proposée,  on 
obtiendra  une  équation  à laquelle  devra  satisfaire  la  so- 
lution particulière. 

Ma  is  il  faut  bien  remarquer  que  les  solutions  obtenues 
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par  celte  voie  n’appartiennent  pas  nécessairement  à 
l’équation  différentielle;  on  peut  se  trouver  dans  l’un 
des  cas  cjuc  nous  avons  signalés  au  n”  (>37.  Ainsi  dans 
l’exemple  du  11“  638,  on  a 

F('-,  = — a-'-y— j'’— O. 

et  il  en  résulte 

' II  — _ _ . 

3 flj’  ^ ^ 

flY 

l’élimination  de entre  F = O,  — =0,  donne  l’équation 
y + x'  O , 


déjà  obtenue,  et  nous  avons  remarqué  qu'elle  ne  satisfait 
pas  à l’équation  différentielle. 

640.  Revenons  à l’équation  (12)  et  supposons  que  l’on 
en  lire 

(•4)  y = f ^ j)  i 

si  l’on  fait 

(«5)  J ) = F[.<-,  jr, »(■>•,  r)l. 

l’équation  . 

'>■  ( '•>  X)  — o 

déterminera  les  solutions  particulières.  Or  la  formule  (i5) 
donne 


c/<^  {x.y)  _ (IF  ( J,  > , f)  , >IF  (■>•,  y,  y)  flyjx,  y) 

ttx  tlx  (i  9 t/.r 

f/'l'  (.r,_)  ) _ HF  ( r,y,  y)  {.r,y,  y)  ilf{x,y) 

dy  dy  dy  dy 

mais  à cause  de  l’équation  (12),  ces  formules  se  rédui- 

II.  25 
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</4>  (3-,x)  f/F  (■»•,  1 , <f)  f/‘l>  ( f».'  ) '/F  {■r,  t , 

i/.r  (/.<•  * rfv  </) 


et  il  s’ensuit  que  — ne  peut  ùtre  nulle  à moins  que  la  so- 
lution particulière  ne  se  réduise  à t -=  const.  5 pareille- 
fi  F* 

ment  ■ - ne  peut  être  mille  que  si  la  solution  particulière 

est  r = const.  Excluons  ce  dernier  cas  : au  lieu  de 
l'équation  (12))  on  pourra  prendre 


(.6) 


— 

iiy 


équation  qui  restera  la  même,  quelle  que  soit  la  forme 
sous  laquelle  on  écrive  l’équation  différentielle.  Suppo- 
sons qu’on  résolve  celle-ci  par  rapport  à 1 ' et  qu’on  en 
tire 

jr'  = 'V{.r,y)  ou  ‘^=z'\[T,y), 
f/F 

alors  -jp  SC  réduira  h l'unité,  et  les  solutions  particulières 
seront  données  par  l’équation 


en  exceptant  la  solution  x = const.  si  elle  a lieu.  Le 
même  raisonnement  prouve  que  les  solutions  particu- 
lières satisfont  aussi  à l’équation 


en  exceptant  celle  qui  aurait  la  forme  y = constante. 
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641 . Les  résultats  que  nous  venons  d’obtenir  permet- 
tent de  reeonnaltre,  en  général,  si  une  solution  donnée 
y = ç (x)  d’une  équation  différentielle 


est  une  solution  particulière  ou  une  intégrale  particu- 
lière. Effectivement,  désignons  par  z une  variable  nou- 
velle et  posons 

l'équation  différentielle  transformée  sera  satisfaite  par 
Z = o;  nous  supposerons  qu’elle  puisse  être  mise  sous  la 
forme 

(2)  = 

'E  (x,  z)  étant  une  fonction  qui  11’ est  ni  nulle  ni  infinie 
pour  z = O,  et  P désignant  un  exposant  positif.  La  ques- 
tion que  nous  avons  à résoudre  est  donc  de  rcconnaitrc  la 
nature  de  la  solution  z = o.  Or,  pour  qu’elle  soit  une 
solution  particulière,  il  faut  et  il  suffit  que  la  dérivée  de 
z^  Ÿ [x,  z)  relative  à z soit  infinie  pour  z = o;  cette 
dérivée  est 

(3)  + 

en  écrivant  *E'  (x,  z)  au  lieu  de 

Si  l’on  a ^ ^ t ou  P = i , le  premier  terme  a une  valeur 
finie  pour  z =0,  et  la  même  chose  a lieu  à l’égard  du 
second  terme,  car  on  a,  eu  nommant  6 une  quantité  com- 
prise entre  o et  1, 

(4)  (02fM"(x,0z)  = e“z“-'  [Y(.r,*)-Ÿ(.r,o)] 

et  l’un  et  l’autre  membre  de  cette  formule  reste  fini  pour 

25. 
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Z = O,  daus  noire  liypotlicse.  Ainsi  la  solution  z = o est 
une  intégrale  particulière  de  l’éfjuation  différentielle  (2). 

Si  l’on  a fA<i,  le  premier  terme  de  l'expression  (3)  est 
infini  pour  z ~ o,  et  son  ordre  infinitésimal  est  1 — Ja;  il 
peut  arriver  que  le  second  terme  soit  lui-même  infini, 
mais  d’après  la  formule  (4)  son  ordre  infinitésimal  est 
inférieur  à i — ja,  en  sorte  qu’il  ne  peut  y avoir  de  ré- 
duction entre  les  deux  termes.  Dans  ce  cas,  la  solution 
z = o est  une  solution  parlieulière  de  l’équation  (a)  et 
par  conséquenl  r = ^ (t)  est  une  solution  particulière  de 
l’équation  (i).  1 

J’ajoute  que  l’on  peut  faire  disparaître  la  solution  par- 
ticulière, parut!  cliangement  de  variable.  En  effet,  si  l’on 


pose  z=:it'  l’équation  (a)  deviendra 


et  celle  équation  (5)  n’admet  plus  la  solution  s = o ou 
Il  = o.  Cette  remarque  a été  faite,  pour  la  première  fois, 
par  Poisson. 

642.  11  nous  reste  encore  une  observation  fort  impor- 
tante à présenter.  11  peut  arriver  qu’une  enveloppe  ou 
l’une  des  courbes  qui  la  composent,  fasse  partie  de  la  fa- 
mille des  enveloppées.  On  est  alors  dans  le  cas  remar- 
quable d’une  solution  (|ui  a le  double  caractère  de  solu- 
tion particulière  et  d’intégrale  parlieulière;  il  ne  sera 
pas  inutile  d’en  présenter  un  exemple.  Soit 

/ = C(.r-C/, 

l’équation  d’une  famille  d’enveloppées.  La  diflércnliaiion 
relative  à C donne 

(.r  — C)  (.r-  3C)  =o; 
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l'enveloppe  se  composera  donc  de  deux  courbes  dont  on 
aura  les  équations  en  remplaçant  C par  ar  et  par dans 
l'équation  des  enveloppées;  il  vient  ainsi 

4 

r — O £1  y — - — 

5-7 

La  solution  y = o est  un  cas  particulier  des  enveloppées, 
car  elle  répond  au  cas  de  C = o. 


Des  solutions  particulières  des  équations  (liffurentielles 
à deux  variables  d'ordres  supérieurs  au  premier. 

6i3.  Les  considérations  que  nous  venons  de  développer 
sont  applicabb’s  aux  équations  différentielles  de  tons  les 
ordres. 

Posons 


'Il 

d.r 


tl) 

f/x 


et  considérons  l'équation  différentielle  d'ordre 
(i)  F[j, , .i',  y",.  . . , .)  (">]  — o. 

Soit 

{ 2 ) "i  • • ■ . J c]  = o, 


l’une  quelconque  des  n intégrales  premières  de  l’équa- 
tion (i),  C étant  la  constante  arbitraire.  En  différenliant 
l’équation  (a),  on  obtient 


fi/  df  , df  „ 


-f-  — i;C")  = o , 


et  si  l’on  imagine  que  C soit  remplacée  par  la  valeur  que 
détermine  l'équation  ( a),  l'équation '(3)  donnera  pour 
la  valeur  fournie  par  l’équation  (i). 
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Cela  posé,  il  est  évident  qu’on  peut  employer  l’équa- 
tion (a)  pour  définir  une  fonction  quelconque^ des 
variables  x,  j,  y',...  pourvu  que  l’on  y regarde  C 

comme  une  fonction  convenablement  eboisic  des  mêmes 
variables.  La  différentiation  de  l’équation  (a)  donnera 
dans  cette  nouvelle  hypothèse 


(4) 


I •[ 

\ dC  L d.v 


■'//  , 
— 4-  — r' 
dx  dy^ 


— 
<>■  " 


] 

..4-  y(-')l  = o. 


Imaginons  que  dans  la  première  partie,  entre  crochets, 
on  ait  remplacé  C parla  valeur  tirée  de  l’équation  (a)  ; 
pour  que  la  valeur  de  tirée  de  l’équation  (4)  soit  la 
même  que  celle  qui  est  fournie  par  l’équation  (i),  ou, 
par  l’équation  (3),  après  l'élimination  de  C,  il  faut  et  il 
suffit  que  l’on  ait,  en  vertu  de  l’équation  (a). 


(5) 


dc 

df  \_dx 
dyf<^‘) 


_^c 


(»— ») 


] 


o. 


Cette  équation  exige  que  l’on  ait 


(6) 


ou 


(7) 


dÇ.  dC  , 

1 r 

//x  (iy  ’ 


dC 

dyi'-» 


i-l"— U — 


O, 


dC 


dj 


L'équation  (6)  est  satisfaite  quand  on  suppose 
. C=:consl., 

ce  qui  donne  l’équation  (a)  ; mais  la  recherche  de  sa  solu- 


Digitized  by  Google 


CHAFITBE  VI. 


391 

tiou  générale  dépend  de  la  tliéorie  des  équations  aux  dé- 
rivées partielles,  et  il  est  évident  que  cette  recherche 
conduirait  aux  diverses  intégrales  premières  de  l’équa- 
tion (i).  Nous  ferons  abstraction  ici  de  cette  solution 
et  nous  nous  bornerons  à considérer  l’équation  (^). 
Comme  on  peut  imaginer  que  y soit  remplacée 

par  sa  valeur  tirée  de  l’équation  (2),  on  voit  qu’elle  don- 
nera généralement  une  valeur  de  C qui  sera  fonction 
de  X,  En  d’autres  termes,  on  pourra  ob- 

tenir une  solution  particulière  de  l’équation  (i),  en  éli- 
minant C entre  les  équations  (2)  et  (7);  cette  solution 
particulière  est  une  équation  différentielle  d’ordre  n — i , 
sans  constante  arbitraire. 

La  forme  de  l’équation  (7)  ne  dépend  pas  de  celle  que 
l’on  a donnée  à l’intégrale  première  (2),  car  cette  équa- 
tion (7)  peut  être  écrite  comme  il  suit 


(8) 

~dor 

à c. 


■ <70“ 

désignant  la  dérivée  partielle  de  par  rapport 


641.  Il  ne  faut  pas  croire  qu’à  chaque  intégrale  pre- 
mière de  l’équation  (i)  puisse  répondre  ainsi  une  solution 
particulière-,  il  est  facile  de  démontrer,  au  contraire, 
qu’en  appliquant  la  règle  que  nous  venons  d’établir  à 
chacune  des  n intégrales  premières,  on  obtient  toujours 
la  même  solution  particulière.  En  effet,  soit 

(9)  /.  [-r,  J,-.»', B]:_o, 

une  deuxième  intégrale  première  de  l’équation  (i),  B 
étant  la  constante  arbitraire.  Si  l’on  éliminej’<'’“'>  entre 
les  deux  éepations  (2)  et  (9),  on  obtiendra  une  équation 
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d’ordre  n — 2, 

(10)  <!'  B,  C]=:o, 

qui  sera  une  intégrale  deuxième  de  l’équation  (1)  ; nous 
supposerons  que  l’on  ait  mis  cette  équation  (lo)  sous  une 
forme  telle,  que  les  dérivées  partielles  de  4>  ne  puissent 
être  infinies  tant  que  les  quantités  qui  figurent  dans  4> 
restent  finies.  Désignons  par 

(11)  ■l''[ar,  V,  y B,  C]  = o 

le  résultat  de  la  dilléi-entiation  de  l’équation  (10);  il  est 
évident  qu’on  reproduira  les  équations  (2)  et  (y)  par 
l’élimination  de  B et  par  celle  de  C entre  les  équa- 
tions (10)  et  (i  i).  Par  conséquent,  si  l’on  imagine  que  B 
soit  remplacée  dans  l’équation  (10)  par  la  valeur  tirée 
de  l’équation  (ii),  cette  équation  (10)  coïncidera  avec 
l’équation  (2),  et  on  pourra  la  faire  servir  au  calcul  de  la 
(l  ï ' ^ 

dérivée  partielle  - y , — qu’il  faut  égaler  à zéro  (n®  6i3) 

fi  Ls 

pour  avoir  la  solution  particulière  qui  répond  à l’in- 
tégrale première  (2). 

Différentions  donc  l’équation  (10)  en  y regardant  B et  C 
comme  seules  variables,  savoir  C comme  une  variable 
indépendante  et  B comme  une  fonction  de  et  de  C 
définie  par  l'équation  (i  1);  on  aura 

«■/4i  r ilR  rfB  I ^ f/‘t> 

^B  [f/r  f/c  i/cj  5c  ~ 

D’ailleurs  l’é(]uation  (11)  donne 


f/*' 

f/4>' 

f/B  _ 

,/vl"-0 

f/B  _ 

7/C 

'^1 

S 1 

n 

1 

r/C  “■ 

~ f/  q.' 

(Œ 

TTiï 
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J , J rf'i-'  f/‘i’ 

on  aura  donc,  a cause  de  r = — — 

rf‘t>  f/iR  f/4>'  f/'l'  rf‘l>' 

~ rfi  ~7/c~  7b  7c  ~ 7c  rfïï ' 

Ainsi  la  solution  particulière  calculée  par  l’intégrale 
première  (3)  est  déGnie  par  l'équation 

. r/4>  f/4>'  r/-I>  r/’U'  _ 

7b  "Te  ~ 7c  7b 


et,  par  conséquent,  on  obtiendra  cette  solution  par  l’éli- 
mination de  B et  de  C entre  les  équations  (»?>),  (1 1),  (>2). 
Il  suit  évidemment  de  là,  à cause  de  la  symétrie,  que  l’in- 
tégrale première  (9)  conduira  également  à ce  résultat. 

On  voit  encore,  par  ce  qui  précède,  comment  on  peut 
former  la  solution  particulière  par  le  moyen  d’une  inté- 
grale deuxième  de  l’équation  différentielle.  Par  un  pro- 
cédé analogue,  on  pourra  la  déduire  d’une  intégrale 
d’ordre  quelconque  et  particulièrement  de  l’intégrale 
générale. 

6io.  La  solution  particulière  d’une  équation  diffé- 
rentielle d’ordre  quelconque  peut  être  déterminée,  quand 
elle  existe,  par  l’équation  différentielle  elle-même,  sans 
qu’il  soit  nécessaire  de  connaître  aucune  intégrale. 
Reprenons  l’équation  différentielle 

(')  F[x,^',y, j(»)]  z=:o, 

et  soit,  comme  précédemment, 

(2)  /[2^i  = 

une  quelconque  des  n intégrales  premières  ; en  différen- 
tiant  l’équation  (3),  on  a 


(3) 


<lx  ■’  dy 


. . -t-  r(") 


(lyin-f) 


= O. 


T* 


! 
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Supposons  que  l’on  lire  de  réqiiatioii  (3)  la  valeur  de  C 
en  fonction  de  x,  y,  y\. . et  qu’on  la  substitue 
dans  l’ëquation  (a);  celle-ci  deviendra  l’équation  diffé- 
rentielle elle-même  et  on  peut  l’employer  pour  le  calcul 
de  la  dérivée  d’ordre  n -I- 1 qu’on  obtiendrait  direc- 
tement par  l’équation  (i),  Oifférentiant  donc  l’équation  (a), 
on  a 


\u 


U. 

dx 

a ri5 

r/c  Lr/.r 


r(r 

, r/c 


dy 


^ r/)l— 


-I-. . . -1-  >■("+') 


dy^**}  J 


Mais  la  première  partie  du  premier  membre  est  nulle 
par  l’équatiou  (3),  et  l’on  a simplement 


(4) 


'IL 

dÇ,  |_^r 


<IC 

dy 


r/C 


. vC"-»-')  

n) 


O. 


Voilà  donc  sous  quelle  forme  on  peut  mettre  l’équation 
obtenue  en  différciitiant  la  proposée  (i);  dans  le  cas  de 
la  solution  particulière  elle  est  satisfaite  identiquement  et 
elle  ne  peut  servir  à déterminer  effectivement  on 


o,  pour  une  telle  solution,  si  l’on  suppose,  ce  qui 


est  permis,  que  l’équation  (a)  soit  résolue  par  rapport 
à Il  serait  facile  au  surplus  de  démontrer  que  la 

valeur  de  tirée  de  l’étjualion  (4),  après  la  suppres- 


sion < 


du  facteur  ne  convient  pas,  en  général,  à la 


solution  particulière. 

Supposons  que  l’équation  (i)  aitétépréparéede  manière 
que  son  premier  membre  soit  une  fonction  bien  déter- 
minée des  quantités  qui  y figurent,  et  dont  les  dérivées 
partielles  restent  finies  ; la  diOérentiation  donnera 


'IL 

dx 


t/F  , f/F 

dy  ■'  dyi"-' 


•(■+>) 


f/F 


O. 


f 
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et  puisque  cette  équation  ne  saurait  faire  connaître  la 
valeur  de  ) ''•+*>  qui  convient  à la  solution  particulière,  on 
aura  nécessairement  pour  cette  solution 

(5) 
et 

(6) 

64(>.  Il  nous  reste  une  dernière  remarque  à présenter 
au  sujet  de  la  théorie  des  solutions  particulières.  Soit 

(0  n[.i-,  — O 


— 


rfF 


dF 


f/F 


la  solution  particulière  de  l’équation  d’ordre  // 

(2)  F [.r,  _r', . . . , j(*'j  = o. 

Si  cette  solution  particulière  est  effectivement  de 
l’ordre  n — ■!,  son  intégrale  générale  renfermera»  — i 
constantes  arbitraires,  et  cette  intégrale  satisfera  à la 
proposée.  I.a  solution  particulière  peut  ellc-mônie  avoir 
une  solution  particulière,  mais  il  est  très-important  de 
remarquer  que  cette  solution  ne  satisfait  pas,  en  général, 
à la  proposée. 

En  effet,  par  hypothèse,  l’équation  (a)  est  Lien  satisfaite 
quand  on  y substitue  les  valeurs  de  j'''"'**  etdejf'"’  tirées 
de  l’équation  (i)  et  de  celle  qu’on  en  déduit  par  la  diffé- 
rentiation', mais  cette  dernière  équation  est 


f/n 

<ix 


-t-  y 


dy 


, , '/n 

, y(") 


.0, 


et  elle  cesse  de  déterminer  comme  on  l’a  vu  au 
numéro  précédent,  quand  il  s’agit  de  la  solution  parti- 
culière de  l’équation  (i). 
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Application  de  la  théorie  précédente 
à un  exemple. 

(îi7.  Je  crois  devoir  éclaircir,  par  un  exemple,  l’im- 
portante théorie  que  nous  venons  de  présenter.  Soit 
l’écjuation 

(1)  jr  — ax'‘ — A,i — 4"’ — A’  — O, 

où  rt  et  i sont  deux  constantes  arbitraires  et  que  I.agrange 
a considérée  dans  scs  Leçons  sur  le  Calcul  des  fonctions . 
On  en  tire 

I ■ / 

(2)  2«.r  — Il  — O. 

rtJ* 


L’élimination  de  b donne 


S" 


et  on  a,  par  celle  de  n, 


Ensuite  l’équation  (2)  donne 


(5) 


dy 

</.v’ 


2fl  = O, 


d’où  a = - — • En  portant  cette  valeur  de  a dans  l’équa- 


tion (3),  il  vient 

, ,,  ld'r\^  ( tir  jc’\  rf’)  A(r\’ 


dr 


■ —jr  = o. 


L’é((uation  (6)  est  une  équation  dilTérentiellc  du  deuxième 


Digilizci  i'ioo^k 


CHAPITRE  VI.  397 

ordre;  les  équations  (3)  et  (4)  sont  scs  intégrales  pre- 
mières; l’équation  (1)  est  son  intégrale  générale. 

En  exprimant  l’égalité  des  racines  a de  l’équation  (3), 
ou  celle  des  racines  b de  l’éfiuation  (4)>  on  trouve  la 
solution  particulière  de  l’équation  (6),  savoir; 


•c’  \ dy  ' 

T/  ~ 


I + . 


16 


O. 


Si  l’on  vent  tirer  cette  équation  (7)  de  l’équation  dille- 
rentielle  (6),  on  différentiera  cette  dernière,  et  on  trou- 
vera 


d^y 


d^jr  dy  ./’l 

d.r^  d.r  4 J 


En  égalant  à zéro  le  coefficient  de 


dy 

d.O  ’ 


on  a 


(8) 


‘ djc^  i d.r 

. ‘/y 


enfin  réliininalion  de entre  les  équations  (6)  et  (8) 


donne  l’équation  (7),  que  nous  venons  d’obtenir  par  le 
moyen  des  intégrales  premières. 


Si  l’on  résout  l’équation  (7)  par  rapport  à 


dæ 


ou 


trouvera 


dy  2.r  -t-  y 1 4-  ^ *8/  4 ''’ 

dr~  4 4 


et  l’on  peut  écrire 

8 ~ -h  4-*  -t- 

c/x  , 

■ — a ^ I -t-  = O. 

V 4-»^’  + ‘ 

Or  la  première  partie  du  premier  membre  est  la  dé- 
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rivée  du  radical  x‘,  taudis  que  la  secoude 

partie  2 y'i  -f-  x’  est  la  dérivée  de 

X 1 H-  x’  -4-  log  (.r  + \j  I + x’)  ; 

donc  la  solution  particulière  (y)  s’obtient  en  différentiant 
l’équation 


(q)  ^ l6j  -+-  4 ''’  -t-  ■r'  — •ry'  l -I-  .r’ — log(.r  -+-  I -h  i’)  = H, 


OÙ  H désigne  une  constante  arbitraire;  en  d’autres  ternies 
l’équation  (9)  est  l’intégrale  générale  de  cette  solution 
particulière. 

L’équation  (7)  a elle-même  une  solution  particulière, 
et  on  peut  la  tirer  de  son  intégrale  générale  (9).  Comme 
celle-ci  est  résolue  par  rapport  à la  constante  arbitraire, 
il  suffira  d’égaler  à l’infini  la  dérivée  de  son  premier 
membre  prise  par  rapport  à y.  On  trouve  ainsi 


i6_)'  4-  4 -f-  ~ O,  d’où 


X* 

16 


Cette  valeur  de  y satisfait  bien  à l’équation  (7),  mais 
elle  ne  vérifie  pas  l’équation  (i). 


Sur  une  classe  remarquable  d'équations 
différentielles. 

648.  En  terminant  ce  Chapitre,  je  présenterai  quelques 
notions  très-sommaires  relatives  à une  classe  d’équations 
différentielles  étudiées  d’abord  par  Lagrange  et  dont  j’ai 
donné  une  théorie  très-développée  dans  un  Mémoire  qui 
fait  partie  du  tome  XVIII  du  Journal  de  Mathémati- 
ques pures  et  appliquées. 

Soient  X,  y deux  variables;  y',  ...  les  dérivées 

successives  de  y\  a el  ë deux  eonstantes  arbitraires.  Si 
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les  deux  équations 

in-r, 

sont  deux  intégrales  premières  d’uiie  même  équation 
différentielle  V = o,  et  que 

{1)  a,  S]  = o 

en  résulte  par  l’élimination  de  cette  dernière  sera 
une  intégrale  deuxième  de  l’équation  V = o.  J’ajoute  que 
la  même  équation  (2),  sera  une  intégrale  première  de 
l’équation 

(3)  F (ip,  i{>)  = o, 

où  F désigne  une  fonction  quelconque,  pourvu  que  l’on  y 
considère  a et  £ comme  des  constantes  liées  entre  elles  par 
l’équation 

(4)  Fia,e)  = o. 

Effectivement,  si  l’on  résout  par  rapport  à a et  ë le 
système  formé  de  l’équation  (a)  et  de  celle  qu’on  en 
déduit, parla  différentiation,  on  trouvera, par  notre  hypo- 
thèse a = (J),  6 = et  puisqu’on  suppose  a et  6 liées 
par  l’équation  (4),  il  est  clair  que  l’équation  (3)  sera 
satisfaite. 

Maintenant,  pour  avoir  la  solution  particulière  de 
l’équation  (3),  on  peut  employer  son  intégrale  pre- 
mière (2).  Nous  supposerons  celte  intégrale  écrite  de  telle 

manière,  que  la  dérivée  y— ^ne  puisse  devenir  infinie; 

alors  il  suffira  de  différenlier  l’équation  (2)  par  rapport  à 
l’arbitraire  a,  en  regardant  ê comme  une  fonction  de  a; 
il  vient  ainsi 


4oO  CALCUI.  INTÉGRAL. 

D’ailleurs  l'équation  (4)  donne 


‘II 

d'j. 


, '/P  „ 

./a+-rfS=:0, 


et  il  en  résulte,  par  l'élimination  du  rapport 


ilf. 

Tx 


(5) 


df 

• d^.  d fl  ilfj  d -JL 


cette  équation  (5)  est  précisément  la  solution  particulière 
demandée. 


G49.  Exemple  I.  — Supposons  qu’on  demande  de 
trouver  une  courbe  plane,  connaissant  la  courbe  lieu  des 
centres  de  courbure. 

Si  l’on  désigne  par  x,  j le®  coordonnées  de  la  courbe 
demandée,  par  a,  6 celles  du  centre  do  courbure,  on  aura 
(n”  195) 


dx^  dx' 


si  donc 

[1]  F(a,  6)  = o, 


est  l’équation  de  la  courbe  donnée,  l'équation  différen- 
tielle du  problème  sera 


(3) 


I ■+■ 


‘IC 

dx' 


d’y 

dx’ 


dy 

dx* 


X 


= o; 


elle  est  du  deuxième  ordre.  Mais  si  l’on  regarde  a et  6 
comme  des  constantes  arbitraires,  les  équations  (i)  seront 
deux  intégrales  premières  de  la  même  équation  du  troi- 
sième ordre 


(' 


'Hz  3 

d.r’ ) dx^  ^ dx  dx^ 
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on  est  donc  ici  dans  le  cas  considéré  au  numéro  préré- 
dent.  En  éliminant  entre  les  équations  (i),  on  obtient 

(5)  (a  — r)H-  («  — = o, 


et  ccttc  équation  est  une  intégrale  première  de  l’équa- 
tion (3),  a et  6 étant  des  constantes  liées  entre  elles  par 
l’équation  (a).  Le  premier  membre  de  l’équation  (5)  est, 
à un  facteur  constant  près,  la  dérivée  de 

(a  — j-)=  -I-  (6  — j.l’; 


si  donc  on  désigne  par  11  une  nouvelle  eonstante  arbitraire, 
l’intégrale  générale  de  l’équation  (3)  sera 


(jT  — a)’'-t-  (,)■  — ® 


a et  ê étant  liées  par  l’équation  (a).  La  solution  générale 
du  problème  proposé  est  donc  donnée  par  une  circon- 
férence de  rayon  arbitraire  et  dont  le  centre  est  eu  un 
point  arbitraire  de  la  courbe  donnée.  Mais  au  point  de 
vue  de  la  géométrie,  ce  n’est  pas  l.i  la  vraie  solution  ; 
celle-ei  n’est  autre  chose  que  la  solution  particulière  de 
l’équation  (3).  Pour  l’obtenir,  il  faut  dilférenlier  l’équa- 
tion (5)  en  regardant  « et  ê comme  seules  variables,  ce 
qui  donne 


le  rapport  — devant  être  tiré  de  l’éijuation  (9).  L’équa- 
tion (6),  qui  n’est  que  du  premier  ordre,  est  précisément 
celle  qu’il  faut  poser  quand  on  se  propose  de  trouver  les 
développantes  de  la  eourbe  donnée. 


650.  Exemple  II.  — Proposons-nous  de  trouver  les 
ligne»  de  courbure  d’une  surface  de  deuxième  ordre  <à 
centre. 


II. 


96 
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L’ëquation  dp  la  surface  donnée  étant 
a ’ . ’ z’  _ 

P p>  — i’  ~ ' 


(0 


l’équalion  dilléreniielle  des  projections  des  lignes  de  cour- 
bure sur  le  plan  xj  sera  (n“  3H  ),  en  faisant  elj  = > 'r/x, 

P (•"’  “ y)  - ^ = O, 

ou 

(3)  • x — n — h^  = o, 

en  posant 

Or,  quand  on  regarde  a et  6 comme  des  constantes  arbi- 
traires, les  précédentes  équations  s’accordent  à donner, 
par  la  diiïerentiation, 

xyy"  —y  y'  + .r/>=:o, 

elles  sont  donc  deux  intégrales  premières  de  cette  der- 
nière équation  et  l’on  peut  appliquer  à l’équation  (a)  le 
théorème  du  n°  648.  En  éliminant  j'  entre  les  équa- 
tions (4)î  on  trouve 

P^  7 p’  — 6’  T ~ ’ 

a et  O étant  liées  par  l’équation  (3)  nous  poserons  a = pi’, 
ô = IX*  — />’,  et  l’équation  des  projections  des  lignes  de 
courbure  sera  rinalemcnt 

c‘jc^  (H  — 6’)/’ 


px’  étant  la  constante  arbitraire. 


r.  . / c'  . • » 
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Comme  celte  écjuatioii  (5)  est  symétrique  par  rapport 
à a etfx,  si  l’on  considère  p comme  un  paramètre  variable 
et  a comme  une  quantité  déterminée,  elle  représentera 
également  les  projections  des  lignes  de  courbure  de  la 
surface 


et  si  P et  pont  eu  même  temps  des  valeurs  déterminées, 
l’équation  (5)  représentera  la  projection  d’une  ligne  de 
courbure  commune  aux  surfaces  (i)  et  (6),  laquelle  sera 
donc  l’inierscciion  de  ces  deux  surfaces. 

Si  dans  l’équation  (i)  on  a p devra  être 

compris  entre  b et  c,  ou  inférieur  à c,  car  autrement  les 
deux  surfaces  ne  se  couperaient  pas.  On  conclut  de  là  ([uc 
les  trois  équations 


dans  lesquelles  h ci  c'^  h sont  des  constantes  détermi- 
nées, p,  p,  V trois  paramètres  variables,  compris,  le  pre- 
mier entre  c et  oo  , le  deuxième  entre  h ci  c ci  le  troi- 
sième entre  o et  représentent  un  système  de  trois 
familles  telles,  que  l’une  quelconque  des  surfaces  de  l’une 
des  familles  est  coupée,  suivant  ses  lignes  de  courbure, 
par  toutes  les  surfaces  des  deux  autres  familles,  propriété 
que  nous  avons  déjà  démontrée  au  moyen  du  théorème 
de  M.  Dupin  (n“  338). 

051.  Exemple  III.  — L’équation 

26. 
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sur  laqut'IIc  nous  reviendrons  dans  le  Chapitre  suivanl. 
apj>ariienl  à la  classe  de  celles  dont  nous  nous  occupons  ; 
car  les  éfjnalions 


où  a cl  ^ désignent  deux  constantes  aibitraires , sont  les 
intégrales  premières  de  l’ét[ualion 

,l‘r 

En  éliminant  — i on  a 
tlx 

J =1:  a J fl, 


et*  qui  <*51  l’intégrale  générale  de  la  proposée,  quand  on 
regarde  (i  et  a comme  liées  par  l’équation 

?=^--/(a)* 


La  solution  particulière  s’obtiendra  é\  idemineni  en  éli- 
m'iiant  a entre  les  deux  équations 

_)■  = «./■  -t-/(a  ,,  0 — .r  4-/'  ;*  . 
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nE  L intEghation  des  équations  différentielles  . 

DU  PREMIER  ORDRE  A DEUX  VARIABLES. 


De  la  .sêi>aralion  îles  variahlcs. 

032.  Après  avoii’  exposé  les  principes  généraux  de  la^ 
lliéoric  des  équations  dilTérenlielles,  nous  devons  exa- 
miner les  cas  dans  lesquels  ou  sait  trouver  les  intégrales. 
Nous  ne  nous  occuperons  dans  ce  Chapitre  que  des  équa- 
tions du  premier  ordre  h deux  variables. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  dans  lequel  les  variables 
sont  séparées;  alors  l’intégration  de  l'équation  dinéren- 
tielle  ne  dépend  que  des  quadratures.  Nous  disons  que  les 
variables  sont  séparées  dans  une  équation  diirérentielle, 
lorsque  cette  équation  est  ramenée  :i  la  forme 


ou 

(i)  Xf/.r -h  Yr/^*=  o; 

X étant  une  lonction  donnée  de  x et  \ une  fonction 
donnée  de  j'.  Si  l’on  désigne  par  Xo  ot  j » des  quantités 
déterminées  quelcomjues,  par  C une  constante  arbitraire, 
l’intégrale  générale  de  ré(|uation  (i)  sera  évidemment 


4o()  CALCUJ-  IKTÉGHAI,. 

On  peiil  même  prendre  pour  cette  intégrale 


.r„  étant  une  valeur  déterminée  quelconfjue  et  ) „ dési- 
gnant une  constante  arbitraire;  celte  constante  est  pré- 
cisément la  valeur  que  prend  ) quand  on  donne  à x la 
valeur  X(,. 

Le  problème  qui  a pour  objet  l'intégration  d’une  équa- 
tion diirérentielle  doit  être  regardé  comme  résolu  lorsque 
les  variables  sont  séparées;  on  parvient  quelquefois  à 
elfectuer  la  séparation  par  le  moyen  d’un  changement  de 
'variables;  on  en  verra  divers  exemples  dans  ce  Chapitre. 

Si  l’équation  -^  = 0 a la  racine  a,  l’équation  dilfé- 

remielle  (i)  admettra  évidemment  la  solution  x = a 
qui  sera,  suivant  les  cas  (n°  Oil  ),  une  solution  partiett- 
lière  ou  une  intégrale  particulière.  De  même  si  l’équa- 
tion Y = admet  une  racine  />,  l’équation  proposée 

aura  la  solution  particulière  ou  l’intégrale  particulière 
I =ù. 


6o3.  Exemples.  — 1“  Considérons  l’équation  dill’éren- 
tielle 


</x 


= 0; 


on  peut  lui  donner  la  forme 


cl  son  intégrale  est 
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Or  on  a 


r , =-  = log  i/ 

et  de  même 


Si  donc  on  écrit  log  au  lieu  de  C,  rintégralc  précé- 
dente deviendra 

L’hypothèse  C = o donne  les  intégrales  particulières 
X = — I , J'  = — 1 ; l’hypothèse  C = 00  donnera  les  deux 
autres  intégrales  particulières  a:  = -t-  i , j'  = -i-  i , ce  qui 
s’accorde  avec  les  résultats  établis  au  n"  641 . 

2“  Soit  en  second  lieu  l’équation 

'/)■  t'  I — ’ 

1-  — o; 

(I  r , _ J.1 

on  peut  lui  donner  la  forme 

di  dr  _ 

y/ 1 — .r’  y/ 1 — y’ 

et  elle  a pour  intégrale  générale 

arc  sin  J-  -t-  arc  sin^-  = arcsinC, 

C étant  la  constante  arbitraire.  Si  l'on  prend  les  sinus 
des  deux  membres,  il  viendra 

. J- 

X y/ 1 —y^  + J v'i  — j:=  = C. 

Coinuiedans  l’exemple  précédent,  l’équation  diirérenlielle 
proposée  est  satisfaite  en  posant  x = ± i , _y'  = ± i ; mais 
on  voit  que  ces  solutions  sont  ici  des  solutions  particu- 
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lières  cl  non  des  intégrales  particulières;  car  l'intégrale 
générale  ne  peut  devenir  identi(|uc  pour  aucune  valeur 
de  la  constante  arbilrairc,  (|uand  on  y suppose  a:  = ± i 
ou  r = i * ; celle  conclusion  est  coiifornic  à la  ihéorie 
du  n°  üil . 

1/ilt‘f'rah'on  des  équations  île  la  forme  ^ j ■ 


6üi.  Lorsqu’il  s’agit  d’une  équation  différeuliclle  de  la 
forme 

'Il 

dx 


011  arrive  à séparer  les  variables , par  le  moyen  de  la 
substitution 

y — îJ', 

Z étant  une  nouvelle  variable. 

Eu  effet,  on  a 

‘ly 


— 

iLc  dx 


cl  en  substituant  les  précédentes  valeurs  de  i et  de 
liaiis  l équalion  (i),  elle  devient 

(1  Oî! 

tlz  ffx 

J\z)—z  X 

(Jn  aura  donc,  en  intcgiani  et  en  désignant  par  C une 
i'uiisiante  aibilraiie, 


r r-=c 


/ — 


clz 


i"ë  - = 

•*a 
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Les  valeui  s Xo  cl  z„  peuvent  être  ehoisics  à volonté  ; si 
l’on  regarde  comme  une  constante  arbitraire,  on  petit 
écrire  plus  simplement 


“ th 


— lo«  — 


: O, 


ainsi  que  nous  l’avons  déjà  dit  au  n°  Co2. 

Il  est  évident  que  l'équation 

e/y 

P *4- Q — - = O on  4- = O, 

dx 


dans  laquelle  P et  Q désignent  des  fonctions  homogènes 
d’un  même  degré  des  deux  variables  x et  ) , a la  même 


forme  que  l’équation  (i)  ; car  le  rapport  — est  une  fonr- 


tion  homogène  du  degré  zéro  des  variables  a',  r,  et,  par 
conséquent,  on  peut  poser 


t)5o.  Exemple  I.  — Ètaul  donnés  deux  axes  rcctan- 
ÿulaires  Ox,  O)  , troin-cr  une  coin  Le  MÎNP  telle,  rjue  le 
raj  on  vecteur  OiM  soit  égal  à la  distance  OT  île  l' ori- 


gine des  coordonnées  au  point  T oii  la  tangente  en  .M 
rencontre  l'axe  des  y. 
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L’équation  de  la  langcutc  MT  au  point  M (.r,.)')  est 

‘b 


et  si  l’on  y fait  X = o,  Y = — yGc^-t-jy’,  ou  obtiendra 
l’équation  dilTérentiellc  de  la  eourbe  eberebée,  savoir  : 


Posons 


dr 1 4-  4-  y'' 

d.r  X 

Hy  fiz 


l’équation  précédente  devient 


dz 


dl  d.r 


V'i 

les  variables  sont  séparées,  et  coinnie  on  a 
r r t I / 1 

I — =logx4-const.,  I -- =log^;4-vi  4-z’j4-const., 
d J 4-  z' 

l’intégrale  sera 

log(2  4-  y i 4-z')=logx—  loge, 
logC  étant  la  constante  arbitraire.  On  peut  écrire  aussi 


et  en  prenant  les  inverses  des  deux  membres 

_,  + y'7T7>=p. 

Retranchant  enfin  la  dernière  équation  de  la  précédente, 
il  vient 

.r  C 

25=  P 5 

C X 
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ou,  en  remcitani  - au  lieu  de  z, 

X 

— 2 C J — C’  = O. 

Celle  équalion  rcprcscnle  des  paraboles  qui  onl  pour 
foyer  l’origine  des  coordonnées  el  dont  l’axe  coïncide 
avec  l’axe  des  y.  En  différenliant  par  rapport  à C,  il 
vient 

J'  -I-  C = o, 

ce  qui  donne  la  solution  particulière  imaginaire 

.r’  -H  y ' = O ; 

l’équation  difTérenliellc  du  problème  est  clTectivemenl 
satisfaite  quand  on  pose  )'  = x y/ — i . 

656.  Exemple  II.  — Trouver  l' intégrale  de  l'èqua- 
tion  différentielle 

[nx  -t-  by)  dx  + [n'x  4-  b' y)  dy  =;  o, 

dans  laquelle  «,  b,  a',  b'  désignent  des  constantes  don- 
nées. 

Par  la  substitution 


y = xz,  dy  xdz  zdx, 
l’équation  proposée  devient 


ou 


{ii’-yb'z)dz  d.r 

U -i-  (b  a' ) Z -h  b'  z^  .r 


d.r  (7, -4- rt' ) -i- 2 //:  {«'  — b)  

■r  « 4- (è -I- «')  ; -I- è'z’  * + (i -4  o')  I + è'z’  * ° 

Les  deux  premiers  termes  de  celle  équalion  forment  la 
dillérenliclle  de  la  somme 


log.»"  4-  log[«  4-  (è  + a')  Z 4-  h' z‘\  = log[c/x’  4-  (è  4-  a')  .ry  -t- 
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on  a donc  par  l’inlégralion, 

. r ,,  . r {n'—b)dz 

log  [sa:’  + (*  -t-  (I  ) ry  -f-  i'  »M  + I , 

Si  l’on  pose 

(«'  — by  — 4 i H, 

H étant  une  quantité  positive,  le  dernier  terme  de  la  for- 
mule précédente  aura  pour  valeur 

II'  — h o.b’  Z -4-  b -y-  II'  — t/lî 

— log = 

V/H  2b'z-t-b-i-n'-h'^ll 

ou 

?.(«'  — b)  2 b'z  b -t-  II' 

__  — arctang. , 

y/  H V !• 

selon  que  ± II  sera  positif  ou  négatif.  L'intégrale  de 
l’équation  proposée  sera  donc,  dans  le  preinior  cas, 

,,  , II' — b 2.  b' y -i- {b  ^ a'  — 

log  [rt.r’  -4-  (/>  -t-  n ) r/  -t-  i>  ] H log  — ‘ ~ =:  C, 


y/  U 2 b' y -t-  (a  -t-  y/  H ) .r 


et,  dans  le  second  cas, 


. -y 'il'— b)  ■},b'y-y-{b  + ii'\r 

log[(7.r’  -r  (A  -4-a  ) .O’  -4-  A _)■’]  -I — arc  tang ^ =C, 

y U .r  y/  II 


C désignant  la  constante  arbitraire.  Dans  le  cas  de  H = o, 
le  dernier  terme  est  algébrique  et  on  rcconuait  facilement 
qu’il  a pour  valeur 

— 2 (ci'  — A).r 
2 b'y  -t-  ( A -t-  n'J  .r 

11  est  évident  (|uc  l’intégi’ale  de  l'équation  proposée  ne 
peut  être  algébrique  ([ue  si  la  quanlilé  ±11  est  positive, 
et,  dans  ce  cas,  il  faut  en  outre  que  l’on  ait 

fl*  — A rn 

III  et  « étant  des  nombres  entiers. 
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657.  Exemple  III.  — Trouver  l'intégrale  de  rèqun- 
tioii  différentielle 

[a.c  -4-  br  -I-  e)  tir  + [a' x ■+■  b'  y r')  dy  = o. 

L’équation  dont  il  .s'agit  n’est  pas  lioniogène  par  rap- 
j)ort  aux  variables  x,  y,  mais  on  peut  la  ramener  à la 
forme  des  équations  homogènes  par  un  changement  de 
sariablcs.  Posons 

.r  — .r„  y =y,  -4-  y', 

x'  et  1 ' étant  les  nouvelles  variables,  et  déterminons  les 
constantes  x»,)»  par  les  équations 

«.»•»  -4-  by,  + c = O,  a'  X,  + b'y,  -4-  r'  = o. 

L’é(juation  transformée  sera 

{nx'  -4-  bt'  ) du'  4-  («'.r'  -4-  b' y' ) tly'  o, 

et  elle  coïncide  avec  celle  de  l’exemple  précédent. 

On  peut  encore  procéder  comme  il  suit.  Posons 

n.r  -‘rby-^c  ^ it,  a'  x -f-  S'y  -h  r'  — 

U et  V étant  de  nouvelles  variables;  on  aura 

b' ( U — r]  — i ((’  — r')  a (c  — e')  — a'  [u  — c) 

^ nb'  — bn'  ’ ^ ob'  — ba'  ’ 


et  l’équation  proposée  deviendra' 

U [b'  du  — ii/i')  -4-  ft^adr  — a'  du)  ~ o, 


ou 

(b'  U — d I’)  du  — («!'  — bu  ) dv  = o , 

ce  qui  est  une  équation  bomogène  par  rapport  aux  vai  ia- 
blcs  U et  e. 

Les  deux  transformations  que  nous  venons  d’eniployer 
ne  sont  pas  praticables  lorsque 

ab'  — ba'  — o ; 
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et  l’équalion  proposée  est 

(dj:  by  4-  c)  dr  4-  — (nx  4-  by)  + c'J  dy  — o. 

Pour  séparer  les  variables,  il  suffit  de  poser 

I J.  V T dz—ndx 

ax  y-  by  — Z,  d ou  dy  = ; 

l’équation  devient  alors 


adx  4- 


(d'z  -h  ne'  ) dz 


: O, 


[b  — a'  ) Z (bc  — nd) 

et  les  variables  sont  séparées.  Ce  résultat  persiste  dans  le 
cas  de  a'  = o,  b'  = n\  mais  si  l’on  a n = o,  = o,  il 
faudra  employer  la  transformation 

a'  X 4-  b' y --  Z. 


Intégration  de  V équation  linéaire  du  premier  ordre. 

(558.  Lne  équation  diflércnlielle  du  premier  ordre  est 
dite  linéaire  lorsqu’elle  est  du  premier  degré  relative- 
ment à l’une  des  variables  et  à sa  dérivée",  une  telle  é(|ua- 
tion  est  donc  de  la  forme 


(■) 


dy 

d.T 


4-  Xj"  4-  X(  — o, 


X et  X,  étant  des  fonctions  données  de  la  variable  indé- 
pendante X. 

On  peut  intégrer  facilement  l’équation  (i)  en  y exécu- 
tant la  séparation  des  variables.  A cet  effet,  posons 

(a)  y — bz. 
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Z étant  une  nouvelle  variable,  et  0 désignant  une  fonclion 
de  X que  nous  nous  réservons  de  déterminer  à volonté. 
L’équation  (a)  donne 


(3) 


flr  ^ f/z  r/0 

' ~~  0 — — Z * * 9 

ci.r  {if  (i.v 


et  en  substituant  les  valeurs  de  ) et  de  ^ dans  l’équa- 
tion (i),  on  obtient 


(4)  ^ hXoj-t-X,  — o. 

tl.r  \ (l.r  I 

Maintenant  nous  pouvons  déterminer  la  fonction  9 par 
la  condition  qu’elle  satisfasse  à l’équation 


(5) 


^ + X0=o, 

(i.r 


et  l’assujettir  en  outre  à se  réduire  a l’unité  pour  x = x„. 
L’équation  (5)  est  une  équation  différentielle  dans  la- 
quelle on  peut  séparer  les  variables  en  l’écrivant  comme 
il  suit, 

r Xrtx  = O, 

0 

et  l’on  en  conclut 

- Xrf.r 

J. 

(b)  logS  =: — / Xf/.r,  0~c  '• 

Jx, 

Ensuite,  à cause  de  l'équation  (5),  l’équation  (4)  se  ré- 
duit à 

O- — rX,  = 0 ou  rfî -i =o; 

(i.r  0 

les  variables  sont  encore  séparées,  et  l'intégration  donne 
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C dlaiii  la  constante  arbitraire.  On  a donc,  pour  l'inté- 
grale générale  de  ré(|uation  (i). 


D’après  les  résultats  obtenus  aux  n°  (539  et  suivants,  il  est 
évident  que  les  équations  linéaires  ne  peuvent  pas  avoir 
de  solutions  partii'ulières. 


(559.  Exemple  I. 
lion  diJjérentieUe 


On  dcnuindc  d inlégrer  réqun- 


^77 ^ 


n. 


a étaiil  line  constante  donnée. 
■ On  a ici 


d où 


X = X,  = 

I .r=  I -I-  X- 


— Ç X (h  = log  \ I 4-  6 = v'  I 4-  .r-. 


put 


i __  r _'1l 


onst.; 


l’intégrale  demandée  est  donc 

y =:  «.r  -+-  C V^l  l ' i 

C élaul  la  constante  arbitraire. 

(5(50.  Exemple  II.  — On  demande  d'intégrer  l'éqa  i- 
lion  dijférenliellc 


rly  V siil.1:  , 

r/r. 

Ile  .»• 
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On  a ici 


4-7 


puis 


ensuite 


X = -,  X,  ^ - r dr, 

Xrf.<  = alogx,  9=^> 

«railleurs 

r I ^ * r ■ 

I dr~  — I .r«slnxf/x 

— ( r’  2)  cosj:  — 2 ./-siii  r -+-  ronsl., 


donc 


rX,  jt’  /’'^sin  »' 


2 — ‘ 3 sio-i^  4-  consl.  ; 

l’intégrale  demandée  est  donc 

C .r  / ' 

J — ~ 2 / 

' ^Jo  •'• 

c étant  la  constante  arbitraire 


1 , — T 2 siiiJ- 

tl.r  H cos.i-  — , 

3 


(•) 


D'une  classe  il'êqualions  (lijfèrenliellcs  rérlutlibles 
à la  forme  linéaire. 

661.  Les  équations  de  la  forme 

«// 


;^-f-Xjr  + X.^«  = o, 


; Ti 


OÙ  X et  X,  désignent  des  fonWlolis^Ohn'^ÿ  de  x. 


se  ra- 


4’ 
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mènent  à la  forme  linéaire,  par  la  substitution 


d’où  =z  dz  \ 

I — n JJ 

effectivement,  l’équation  proposée  divisée  par  r"  devient 
tiv 

y—  -j-  -t-  X ,r + X,  =:  O, 

a.i 

et,  par  notre  substitution,  on  trouve 

fit 

—, h { I — ri]  Xz  + X,  =:  O, 

rf.r 

ce  qui  est  une  équation  linéaire. 

Au  reste,  il  est  inutile  d’opérer  la  réduction,  et  ou 
peut  appliquer  directement  à l’équation  (i)  le  procédé 
d’intégration  dont  nous  avons  fait  usage  au  n”  fi'iS.  Si  l'on 
pose 

l/y  , liz  i/B 

r — -ir  = ^-7- 

a.t  a.v  iit 


l’équation  (i)  deviendra 


■+■  X,  6'  1"  O ; 


et  cette  équation  se  réduira  à la  suivante 
( 3)  — — (-  X,  6"~'  Z"  ” O, 

' d.r 

si  l’on  détermine  9 de  manière  que  l'on  ait 


6X  = o. 


L’étjuation  (4)  donne,  comme  au  n"  1)58, 

- / xa 

d(i  J 


-t-  Xrf.r  rzz  O,  6 =:  c 
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ensuite  l'équation  (3)  devient,  en  séparant  les  variables, 


h X|  d.r  ~ O. 

2" 


Intégrant  et  désignant  par  C la  constante,  il  vient 


-fx,..- 


dx  -t-  C; 


l’intégrale  de  l’équation  (i)  est  dpnc 

J*  Xtirf  / (l_„)  f Xjjr 

— (l  — /i)c  L”c4  ^ 

‘V  * 

D'une  classe  d^.ê^l^'tions  dont  on  peut  déterminer  l'in- 
tégrale -.générale  quand  on  connaît  une  intégrale 
particulière. 

'v'V. 

bC2.  Les  c<]uations  différentielles  dont  je  veux  parler 
ici  ont  la  forme 

(i)  ^ -t-Xv'-t-X,/  + X,=  ü, 

X,  X,,  X,  étant  des  fonctions  données  de  x.  Si  l’on  sa- 
tisfait à l’équation  (i)  en  posant/ = Y,  Y étant  nne  fonc- 
tion donnée  de  x,  on  pourra  trouver  l’intégrale  générale. 
Pour  cela,  il  sufGra  de  poser 

dr  dY  dz 

/ = Y -t- Z,  — — 1" 

dx  d.r  dr 

Z étant  une  nouvelle  variable.  Comme  on  a,  par  hypo- 
tbèse, 

^ -t- XY’ -t- X,  Y -+- X,  = O , 
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l'équation  (ransforméc  en  = sera 


(2)  — +(X,  4-2XY)z-hXî’  = ü. 

Celle  équation  (2)  est  comprise  Jans  celle  que  nous 
avons  considérée  au  numéro  précédent,  et  elle  répond 
au  cas  de  n = 2;  on  pourra  donc  obtenir  son  intégrale 
générale  en  appliquant  l’un  ou  l’autre  des  procédés  que 
nous  avons  indiqués. 

Par  exemple,  l’équation 

^ -t-  X^’  + X,r  — (Xa:'  + X,x  -I-  i)  = o 

est  satisfaite  quand  on  pose  .r;  donc  la  substitution 

J'  = J-+Z 

ramènera  cette  équation  à la  suivante 

~ -+■  (Xi  -t-  2X.r)  I + Xz’  = o. 

De  réf/ualion  de  liiccatï. 

663.  L’équation  dite  de  Riccali  appartient  à la  classe 
de  celles  dont  il  a été  question  au  numéro  précédent; 
cette  équation  est  la  suivante 

(•) 

a cl  b étant  des  coeflicienls  constants. 

Dans  le  cas  de  m — o,  les  variables  se  séparent  immé- 
diatement; on  a 

fly 

-k-  a tir.  — O) 

0 
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cl'où,  en  intégrant  et  en  désignant  par  c une  constante, 


Si  I 'on  résout  par  rapport  à on  trouvera 


lorsque  - est  négatif,  on  peut  écrire  (n°  368) 


L’équation  (i)  est  intégrable,  dans  certains  cas,  par  le 
moyen  des  fonctions  algébriques  et  logarithmiques  ou 
circulaires;  la  marche  que  nous  allons  suivre  dans  cette 
recherche  consiste  à ramener  l’éijuation  diflércntiellc  .à 
une  autre  de  même  forme,  et  dans  laquelle  l'exposant  m 
soit  nuL 


66-i.  Nous  ferons  d’abord  la  transformation  suivante 
y'  = M/'  + N, 


y'  étant  une  nouvelle  variable  et  M,  N désignant  des 
fonctions  de  X que  nous  pourrons  déterminer  à volonté; 
on  aura  aussi 


fl  Y fly’  ■ , </M  >rS 


et,  si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  l’équation  (i),  il 


4aa 

viendra 
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M 


-I-  4- 

-+-  4-  nN’—  bjf-^  = O. 

Posons  maintenant,  pour  déterminer  M et  N, 

2rtMN  = O. 


rfN  r/M 

— 4-aN»  = o,  — 
a.r  ax 


Dans  la  première  de  ces  équations,  les  variables  se  sé- 
parent immédiatement;  on  peut  écrire 


et  il  en  résulte 


Nous  prendrons 


rfN 

— 4-  «rir  = O, 


— — 4-  rtx  = const. 


N = — , 
ftx 


l’autre  é<|uation  devient  alors 


rfM  aM  f/M  arf.r 

-r h .T—  = O OU  -—4 = O, 

flj-  ir  M X 


et,  en  intégrant, 

_ logM  4- log.r’  = consl.  ou  Mx^  = const.;' 

«W  nous  prendrons 

ea  sorte  que  la  transformation  employée  sera 


-T' 


î »?  -.  y 1 

/J»  — 4 — » 


Digitized  6y  Googit 


CHAPITRE  VU. 

et  elle  donnera  pour  transformée 


(3) 


tljn 


a 

— > " — bx"'*-  — 

X-  ■ 


O. 


4a3 


Dans  le  cas  de  m = — a.  cette  équation  devient 


et,  comme  le  second  membre  est  une  fonction  du  seul 

rapport'— > elle  est  intégrable  par  le  procédé  du  n"  ü54. 

Ainsi  notre  transformation  permet  d’intégrer  l’équation 
de  Riccati  lorsque  m=  — a. 

L’équation  (3)  n’a  plus  la  forme  de  la  proposée,  mais 
on  peut  l’y  ramener  par  un  nouveau  changement  de 
variables;  nous  ferons 

t 

(4)  7'  = -.  = 

7i 

d’où 


<h'  — 


'1^1 

y\ 


dx  = 


I 

///  3 


4-  1 

dv,; 


si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l’équation  (3),  et  que 
l'on  fasse,  pour  abréger. 


(5) 


A,= 


tn,  — 


m -X-  ^ 

ni  3 


il  viendra 


(6) 


'III 

i/.r, 


Cette  équation  est  toute  semblable  à l'équation  (i);  elle 
est  intégrable  lorsque  m,  = o,  ce  qui  donne  ni  = — 4 ’i 
donc  l’équation  (i)  est  cllc-mème  intégrable  dans  cette 
hypothèse. 
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665.  La  Iransformaiioii  par  laquelle  on  passe  de  ré([ua- 
tion  (i)  à l'équation  (6)  peut  être  appliquée  à celle-ci, 
et,  en  poursuivant  la  même  inarclic,  on  obtiendra  une 
infinité  de  transformées  successives,  qu’on  peut  repré- 
senter d’une  manière  générale  par 


'Jli 

dr, 


, , ni, 

-f-  a,  — 0:  .r  . 

I * 1 


Si  l’on  rencontre  une  transformée  dans  laquelle  soit 
nul,  cette  transformée  sera  intégrable  comme  on  l’a 
vu,  et  toutes  les  transformées  qui  précèdent  le  seront 
aussi.  Il  est  facile  de  trouver  les  cas  dans  lesquels  cette 
circonstance  se  présente.  ' 

Désignons  par  dm  la  fonction  de  m définie  par  la  for- 
mule 

ni  -t-  4 

0,„  — 

m 3 

et  faisons,  pour  abréger, 

aOm  — Q'm,  0 0’/a  = O^w, . . . ; 


il  est  évident  que  l’on  aura 

, nii=ù‘in, 

et  l'on  trouve  {voir  mon  Cours  d'jilgèbre  supérieure, 
3'  édition,  t.  II,  p.  Sag) 


( a J — I ) m -t-  4 ' . 
im  (2/  -I-  i) 


cette  formule  s’accorde  avec  les  formules  (5)  pour  / = i, 
et  il  est  facile  de  s’assurer  que  si  elle  a lieu  pour  un  in- 
dice i elle  subsiste  pour  l’indice  i -f-  i. 

D’après  cela,  pour  que  l’on  trouve  m,  = o,  il  faut  que 
l’on  ait 
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4t5 

Lorsque  le  nombre  in  a celte  forme,  i étant  un  entier 
positif,  l'équation  de  Riccaii  est  intégrable  par  le  inoven 
des  fonctions  algébriques  cl  logarithmiques;  mais  il 
existe,  comme  on  va  voir,  un  autre  cas  d'iulégrabililé. 
En  effet,  si  l’on  fait  la  substitution  ' 


.r  = X™+', 


dans  l’cqualion  proposée  (i),  on  trouvera  la  transformée 


ri  Y 
dX 


m -t-  1 


— ni 

Y^z=„X~', 


qui  a encore  la  même  forme,  et,  d’après  ce  qui  précède, 
celte  transformée  et  la  proposée  seront  intégrables,  si 
l’on  a 


— m 
m + I 


4' 

— ' ou  m = 

3 ( — I 


4' 

21  4-  I 


Donc,  en  résumé,  nous  savons  intégrer  l'équation  de 
Riccaii  lorsque  le  nombre  m a la  forme 


i étant  un  entier  positif;  le  cas  de  m — — a considéré 
plus  haut  répond  à i — . 


De  réquation  L [xdj  — j r/x)  — Mr/t  N ilx  = o,  dans 
laquelle  L,  M,  N désignent  des  fonctions  linéaires. 

G66.  L'équation  différentielle 

P rite  -(-  Q rfr  = O 

s’intégre  aisément  (n“  6o7)  lorsque  P et  Q sont  des 
fonctions  linéaires  des  deux  variables  x et  y.  Euler  et 
d’autres  géomètres  après  lui,  ont  étudié  le  cas  où  P cl  Q 
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sont  (les  fonctions  entières  du  deuxième  degré,  mais  ils 
n’ont  pu  trouver  l’intégrale  qu’en  restreignant  la  gcnc- 
ralitc  des  polynômes  P et  Q. 

Les  équations  différentielles  de  la  forme  dont  nous 
parlons  et  que  l’on  était  parvenu  à intégrer  sont  com- 
prises, comme  cas  particulier,  dans  une  équation  gé- 
nérale dont  nous  allons  nous  occuper,  et  pour  laquelle 
Jacobi  a donné  le  premier  une  méthode  d’intégration. 
L’équation  dont  il  s’agit  est  la  snivanle 


(l)  L (xf/r  — JfÉr)  — Mdj  -+  îid.r  = O,* 


où  L,  M,  N désignent  des  fonctions  linéaires  données,- 
savoir 


IL  — A -f-  A’.!"  -t"  A 
M = B H-  B'.r  4-  B'>, 
N = G -f-  C'.r  -4  G"  J, 


A,  A', . . . étant  des  constantes  données.  La  méthode  que 
je  vais  exposer  ne  diffère  pas  au  fond  de  celle  que  Jacobi 
a fait  connaître. 

Soient 

/G  — fl  -h  è.r  -f-  Cf, 

(3)  ■ V — fl' -{■  b' -i- c' f , 

I a"-h  b".v  -t-  c'y. 


trois  fonctions  linéaires  dont  les  coefficients  sont  indé- 
terminés; posons  en  outre 

r a = è' c"—  h"c',  e = c'a"—  C"fi',‘  7 = a' b"—  a" b', 

(4) 1  »’  = b" e — bc  , 6'  c"a  — ca" , 7'  — a" b — ab" , 

{ a"=  bc'  — b'c,  S"—  ca'  — c'a,  ■/"=  ab'  — a' b, 

et 

(5)  y = a(b'c"  — b"c')  -f-  b [c'a"-  c"a')  -4- c «"i'); 
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on  aura  évidemment 

I na -+- fl'a' 4- fl"a"=:  A, 

I a P -t-  a'  -h  a"  =;  o, 

l rt y + û'y'  + a"y"  = O, 

I 6 X b’  a!  + b" a"  ~ O, 

(6)  6"P"=  A, 

*7  + b-y'  b" y"  = O, 

ex  -4-  c'  x'  x"  O, 

cp  + c'p'  + c"p"=  O, 
1 cy  + c'  7'  + c"  7"  = A, 


427 


et  à cause  de  ces  relations,  les  formules  (3)  donneront 

IA  =stU  + a'U'  + a"l!", 
Ax=pU-l-p’U'-4-^"ll", 

Aj=7U  +7'U'  + 7"U". 

Sll’on  fait,  pour  abréger  l’écriture, 

I ,1.  = Aa  4-  A'e  -+-  A"y, 

i.V  = Aa'4-A'6'  + A"7', 

X"z=z  Aa"4-  A'6"-4-  A"y", 

ift,  = Ba  4-  B'6  4-  B"7, 

Ki,'==Ba'4  B'e'4-B'Y, 

I ilV'=  B a"  4-  B'6''4-  B"7", 

f S =;r.Ca  4-C'e  4-  C'7, 

; G'=:Ca'4-C'ê'4-  C"7'.  ' 

' e"=:Ca''-t-C'ê"4-C''7", 

et  que  l'on  ajoute  les  équations  (7),  après  les  avoir  mul- 
tipliées respectivement  par  A,  A',  A",  puis  par  B,  B',  B", 
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puis  enfin  par  C,  C',  C",  on  aura, 

!iL  =1  ,l.U  -h  A'U'  + 

AM  ^ ilî,U  + T)Vü'  + KV'U", 

AN  =^£U  -I-  £'ü'  + e"U". 

Les  équations  (3)  doiinenl  par  la  diflcrciuiation 

rfU  = hdx  + rdr,  dV'=  b'dx  + cV/i , dV"=  b''dx  c”dy, 

à cause  des  formules  (4)  on  déduit  les  suivantes  : 

V dV — l3"dU’— a [xdj‘  — — 6 

V'dV  — U d\j"=^  a'^xdj-  — X^'')  — 6 + V 

U dV  — li'rfU  = ix\k dx  — — ^"dx  -+•  'I  dx, 

et  celles-ci  donnent,  en  faisant  usage  des  formules  (6), 

\[xdx  — xdx)  — {fl’  U"—  «''U',;  dV  + (rt''U  — «L"j  d\}' 

— \dy  = {b'V,”-  b"V’jdV  {b"h  — bV”,  dV 
^(hU'—b'V)  dV, 

^dx  = (c  U"  — t"  U')  dU  -4-  (c"  U - rU")  di;' 

H-  (cU'-c'UjdU". 

rvous  allons  maintenant  substituer  dans  l'équation 
proposée  1rs  valeuis  de  L,  M,  N,  xdy  — dx,  dy  et  dx 
tirées  des  formules  (y)  et  (lo).  Le  résultat  de  cette  sub- 
stitution sera  une  équation  entre  les  variables  U,  U',  L" 
et  leurs  différentielles;  l’une  de  ces  variables  est  expri- 
mable par  les  deux  autres  au  moyen  de  la  première  équa- 
tion (y),  mais  il  vaut  mieux,  pour  notre  objet,  les  conserver 
toutes  les  trois.  Les  neuf  constantes  des  polynônes  L,  Ll', 
U"  étant  indéterminées,  nous  les  assujettirons  à satisfaire 
à six  relations,  et  en  introduisant  trois  nouvelles  indéter- 


i 
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minées  X,  X',*À",  nous  poserons  les  neuf  éqiiaiioiis 
I a + i \)!>  -f-  c O = Ai, 

' fl  A.'  -f-  i t)!)'  r £'  = O, 

1 fl  b £"=o, 

I fl'a.  + i'ift)  + c'  2 = O, 

1 1 1 ) fl'  a.'  + b'xfo'  -t-  c'  2'  = A y, 

j fl'  c'  2"=  O, 

f u"A  -f-  é'vl!,  + c"2  = O, 

! fl"a.'+ 6"vb'-w."2'  = o. 
fl"a"-i-  i'iii,"-!-  c"2"=  Ai". 


Alors,  l’équation  proposée  deviendra,  après  la  substitu- 
tion dont  nous  venons  de  parler, 

iV  - i"j  11'  t;"rfu  + (i"  - i)  ü"  U i/u'  -t-  (i  — i')  uu'  <^u" = O, 


ou 

(■’)  (X'  - X")  ^ + (X"  - ^ -t-  (i  - X') 


üaus  cette  équation,  les  trois  variables  sont  séparées^ 
en  intégrant  et  en  désignant  par  H une  constante  arbi- 
traire, on  a 


(i  3)  çy  - y')  logu  -t-  {X"  - X)  iogU'-+-  (x  — x')  logu"  = logn, 

et  si  l’on  convient  de  représenter  par  U'*  la  quantité 
dont  le  logarithme  est  (X' — X")  logU,  idènie  dans  le  cas 
où  X'  — X"  et  U sont  imaginaires,  l’intégrale  de  l’équation 
proposée  sera 

Il  reste  à calculer  les  coefficients  des  fonctions  U,  L', 
U",  ainsi  que  les  exposants  X,  X',  X".  A cet  effet,  considé- 
rons les  trois  équations  du  premier  des  groupes  (n); 
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ajoutons  ces  trois  équations  après  les  avoir  multipliées 
respectivement  par  a,  a',  a'\  puis  par  b,  b',  b",  puis 
par  c,  c',  c",  il  viemlra,  à cause  des  équations  (8)  et  (6), 

( (A  — i)rt  + Bi Ce  = O, 

(15)  ’ A'.7  + (B'  — X)i -4- C'c  = o, 

I A"n -4-B"i +(C"  — i)c=:o. 

11  est  évident  qu'en  opérant  de  la  même  manière  sur 
les  équations  des  deux  derniers  groupes  (i  i),  on  obtiendra 
deux  systèmes  d’équations  qui  peuvent  se  déduire  du  sys- 
tème (i5),  en  remplaçant  a,  b,  c,  X par  a' , b',  c',  X',  puis 
par  rt",  b",  c",  V. 

Les  équations  (i5)  sont  homogènes  par  rapport  à a,  b, 
c,  et  si  l’on  élimine  entre  elles  ces  trois  quantités,  on 
obtiendra  une  équation  du  troisième  degré 

(16)  F(*)  = o, 

dont  le  premier  membre  aura  pour  salciir  le  déterminant 

j A - X,  B,  C,  ; 

j A'  B'  — X,  C',  |; 

' A",  B",  C"-X  I 

ainsi  l'on  aura 

j F (X)  = (A  - X)  (B'  - X)  (C"  - X)  - B"C' (A  - X) 

( _a"C(B'  — X)— A'B(C"  — X)-t-A'B''C  + A"BC'. 

Les  équations  (i5)  ne  peuvent  déterminer  que  les  rap- 
ports de  deux  des  trois  constantes  n,  b,  c à la  troisième.  Si 
l’on  fait,  pour  abréger, 

' B'C"  — B"C'“D, 

I C'A''  — C"A'=D'. 
j A'B"— A''B'^D", 

( B'-t-C'  = E, 
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on  aura,  par  les  deux  dernières  équations  (i5), 

« b c 

D — eY -I-  V ~ D'  -f-  A'X  “ îrTAn’ 

il  est  permis  de  prendre  ces  rapports  égaux  à l’unité,  et 
alors  on  aura 


(19)  a = D — Ei  4-X’,  è = D’  + A'À,  c = D" A" 

Il  est  évident  que  l’équation  (16)  a pour  racines  les 
trois  quantités  X,  X',  X",  et  si  l’on  remplace  dans  les  for- 
mules (19)  X par  V et  par  X",  ces  formules  donneront  les 
valeurs  de  a',  b',  t'  et  de  a",  b" , c".  On  a donc  en  résumé 


/ U =(D  - EX  -t-  X=)  -t-  (D'-t- A'X  )x  H-  A"X  )jr, 

(ao)  ) U'i::;(D  — EX'-f-X'‘)-l-(D'-^A'X')a:  + (D"+A"X')j-, 
I (D  — EX" -4-  X"=J  -I-  (D'-4-  A'X")ar  -i-  (D"-h  A"X"j^, 

en  sorte  que  pour  intégrer  l’équation  différentielle 
proposée,  il  suffit  de  résoudre  l’équation  du  troisième 
degré  (16). 

667.  L’intégrale  (i3)  ou  (i4)  que  nous  avons  obtenue 
devient  illusoire  lorsque  l’équation  (16)  en  X a des  racines 
égales;  mais  il  est  facile  de  déduire  de  notre  analyse  la 
solution  de  ce  cas  particulier.  Si  l’on  pose 

logU  = /(X), 

l’intégrale  (i3)  sera 

(a  I ) (V  - X")  /fA)  -I-  (X"  - X) /(X')  4-  fA  - X')/(X")  = consl., 


ou,  en  faisant  X'  = X -f-  //,  et  en  divisant  par  h. 


/(x  + /o-/(x) 

A A) 


-t-/(i)-/(À")  = const. 


Les  coefficients  A,  B,...,  de  l’équation  proposée  étant 
regardées  d’abord  comme  des  indéterminées,  faisons-lcs 
tendre  vers  certaines  valeurs  pour  lesquelles  l’équation 
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correspondante  en  X ait  deux  racines  égales.  Pour  chaque 
système  de  valeurs  des  cocfGcients,  l'équation  précédente 
constitue  l’intégrale  de  la  proposée;  la  même  chose  sub- 
sistera donc  à la  limite,  et  on  aura  pour  cette  intégrale 

(aa)  (>"-  X)/'  ())  +/(X)  -/(X")  = const., 

ou 

(a3)  -f- logU— logll"=  const., 

L,  étant  la  dérivée  de  U prise  par  rapport  à X,  savoir 

{î4)  U.  = (aX  — E)-t-A'.r-i-A"r- 

Si  l’on  pose  X"=X-|-A,  dans  l'é({uation  (aa),  il 

viendra  en  divisant  par 

* I .a 

/(X  + /')-/(X)-y/'(X) 


Supposons  que  les  coefficients  A,  B,. . ne  soient  assu- 
jettis qu’à  la  seule  relation  nécessaire  pour  l’égalité  de 
deux  racines  égales  de  l’équatiou  (i6),  et  faisons-les  tendre 
vers  des  limites  déterminées  qui  répondent  à une  équa- 
tion (i6)  dont  les  trois  racines  soient  égales;  à la  limite 
l’é<]uation  précédente  deviendra 

= const., 
ou 


ou  enfin 

(a5)  HU’ -hU;  — aU  = o. 

Ainsi,  dans  le  cas  où  l’équation  (iG)  a scs  trois  racines 
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égales,  1 intégrale  de  la  proposée  est  une  équation  du 
deuxième  degré.  . 

Considérons,  par  exemple,  le  cas  où  l’étjuation  (16)  a 
trois  racines  milles.  On  a d’abord 

U = D -t-  D'  X H-  D"  r,  U.  A -t-  A'.r  + M' y = L, 

puis 

DL  + D'M -h  D 'N  = o, 

AL  + A'M  + A"N  =U, 

ainsi  qu’on  le  reconnaît  facilement.  Si  l’on  regarde  A, 
A',  A",  D,  D',  D"  comme  des  quantités  données,  et  que 
les  fonctions  M,  N soient  délerminées  par  les  deux  pré- 
cédentes équations,  l’intégrale  de  l’éi[uation  différentielle 

h{xih'  — /■'■/•c)  — Mr//  -+-  N(/j  = O 

sera 

HU’—  2Ü  ré=o, 

H étant  la  constante  arbitraire. 

Cas  des  équations  différentielles  F | x’,  y o»  qui  ne 

sont  pus  résolues  par  rapport  à 


()()8.  Nous  n’avons  considéré  jusqu’à  présent  que  des 
équations  différentielles  résolues  par  rapport  à la  dérivée 
qui  y figure;  nous  allons  examiner  ici  quelques  cas  dans 
lesquels  on  peut  obtenir  l’intégrale  demandée,  bien  que 
l’équation  dillércutiellc  proposée,  savoir  ; 


- I > dy 

ne  soit  pas  résolue  par  rapport  a — « 

1°  D’abord,  si  l’équation  proposée  ne  renferme  ni  r 
II.  28 
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ni  J,  elle  est  de  la  forme 


cl  elle  exprime  que 

a <;laiU  une  racine  de  l’cqualion  F (a)  = o.  L’inlégra- 
tion  donne  > =xx  + C,  C élanl  la  eonslante;  on  lire  de 

la  a = : — ^ — » et  1 on  a,  par  suite, 


pour  l’intégrale  demandée. 

2°  Lorsque  l’équation  proposée  ne  renferme  pas  j', 
l’intégration  se  ramène  aux  quadratures  en  résolvant 

l’équation  par  rapport  à Si  celte  résolution  ne  peut 

pas  être  exécutée,  mais  que  l’on  sache  résoudre  l’équation 
par  rapport  à x,  on  pourra  encore  ramener  le  problème 
aux  quadratures.  Posons  en  effet 

— d’ofi  dy=pdx, 

d.r 

et  supposons  qu’on  ail  tiré  de  l’équation  proposée 

on  aura  aussi,  par  la  différentiation,  tîx  = f [p]  dpt  ou  à 

cause  de  dx  = — 1 
P 

d.Y  = pf  {p  ) dp  ; 

c’est  là  une  équation  dilTcrenticIlc  dans  laquelle  les  va- 
riablcs  r et  p sont  séparées  ; 011  en  tire  par  l’intégration 

y=r'p/'{p)dp^C, 

dp. 
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C élanllaconstaïUe  arbitraire.  Ou  a ainsi  deux  équations 
qui  expriment  les  valeurs  de  x et  de  en  fonction  de 
lorsqu’il  sera  possible  d’éliminer  p entre  ces  équations, 
l’intégrale  de  la  proposée  sera  exprimable  par  une  équa- 
tion entre  x,y  et  C. 

3”  Lorsque  l’équation  proposée  ne  renferme  pas  x et 
qu’on  peut  la  résoudre  par  rapport  à >',  on  obtient  l'in- 
tégrale demandée  par  le  procédé  que  nous  venons  d’em- 
ployer. Car  si  l’on  fait,  comme  précédemment, 


l’équation  proposée  prendra  la  forme 

‘ r =/(p), 

et  la  différentiation  donnera 


ou 


dy=f'(p)dp 


, /'(p)  , 

d.r  — dp  ; 


ce  qui  donne,  par  l'intégration, 


X 


f’^pj 

Jp,  P 


dp  -f-  C, 


C étant  la  constante.  Comme  dans  le  cas  précédent,  l’in- 
tégrale demandée  est  représentée  par  deux  équations  en- 
tre x,y,  C et  la  variable  p qui  doit  être  éliminée. 

669.  Le  c&s  que  nous  venons  d’examiner  est  compris 
dans  celui  où  l’équation  différentielle  proposée  peut  être 
résolue  par  rapport  ky.  Supposons  que  cette  équation  soit 
mise  sous  la  forme 


(■) 


y =/{■>■,  p), 


28. 
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P désignant,  comme  précédemment,  la  dérivée  ^ ■ En  dif- 
fércnliant  l’équation  (i),  on  aura 


(’■) 


dx  dp  dx 


ce  qui  est  une  équation  différentielle  du  premier  ordre 
entre  les  variables  x et  p.  Supposons  que  l’on  saelic 
trouver  l’intégrale 

(3)  ■V(x,p,C)  = o 

de  celte  équation  (2)  ; il  est  évident  que  l’éliminatiou  de  p 
entre  les  équations  (i)  (!t  (3)  donnera  une  équation 

(4)  F(x,  J,  C)=o 

entre  x,  y et  la  constante  C,  qui  sera  l’intégrale  générale 
de  l’équation  (1). 


Des  équations  dij^crentielles  linéaires  par  rappoti 
aux  'variables . 

670.  Les  équations  différentielles  dont  il  s’agit  ici  sont 
de  la  forme 

(')  r =-^t  f/') -t- y(/')i 

OÙ  l’on  fait 

dr 

et  OÙ  ç (p),  (/>)  désignent  des  fonctions  données  de  p. 

Nous  appliquerons  ici  le  procédé  dont  nous  avons  fait 
usage  au  numéro  précédent;  la  différentiation  de  l’équa- 
tion (i)  donne 

*(2)  pdx  7^-  dx'^(p)  -h  ^'[p)]dp. 
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'ÎL  I J.  I y^p'> 

dp  oj^p)—i>  <^[p)—p 


Regardons  x comme  fonclion  de  la  variable  indepeii- 
danle  p\  l’équation  (3)  est  linéaire,  et  elle  a pour  inté- 
grale (n°  6S8) 


(4)  •'^= 


r>’  ■r"p')dp 

J„  ?U’)-P 
/ • 


Ç!’  -/(e)rfe 
!>.  vip) 


<f(p)—p 


on  obtiendra  donc  l’intégrale  de  l’équation  (1)  en  élimi- 
nant P entre  les  équations  (i)  et  (4). 

671 . Les  formules  que  nous  venons  d’obtenir  sont  illu- 
soires lorsque  l’on  a <p  (p)  = ;;  ; ce  cas  mérite  d’ètre  exa- 
miné avec  attention.  L’équation  (1)  est  alors 

(5)  r 

et  l’équation  (2)  <[u’on  en  tire  par  la  différentiation  se 
réduit  .à 

(ff)  [.r-i-y(p)]dp  = o. 

On  a donc 

(7)  dp  = n 


ou 


(8) 


J?  -H  ']('  Ip)  ~ O. 


Considérons  d’abord  l’équation  (7);  elle  nous  donne 
par  l’intégration 

p = C, 

C étant  iineeonstante,  et  en  substituant  celte  valeur  dans 
l’équation  (5),  il  vient 

9)  r = Car -t- ij- (Ct, 
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CO  qui  osl  l’intégrale  générale  de  la  proposée,  comme  on 
l’a  déjà  vu  au  n“  651 . : 

Considérons  en  second  lieu  l’équalion  (8)  : si  l’on  en 
tire  la  valeur  de  p,  pour  la  subslilucr  dans  l’équation  (5), 
on  aura  une  solution  de  celle  équation  din'érentielle  qui 
n’est  autre  chose  que  la  solution  particulière  dont  nous 
connaissons  l’existence.  Ce  résultat  s’accorde  avec  la  théo- 
rie des  solutions  particulières  que  nous  avons  développée 
dans  le  Chapitre  précédent  ; cfTeclivemcnt  l’équation  (8) 
n’est  autre  chose  que  la  dérivée  de  l’équation  ( 5 ) prise  pat- 

rapport  à rélimination  de  pdoitdonc  donner  la  solu- 
tion particulière.  On  voit  aussi  que  le  calcul  nécessaire 
pour  cette  élimination  est  identique  à celui  qu’exige  l’é- 
limination de  C entre  l’intégrale  générale  (9)  et  sa  dérivée 
relative  à C. 

j4]>pUcation  à quelques  exemples. 

672.  Problème  I.  — Étant  donnés  deux  points  F et  F' 
dont  la  distance  est  ac,  trouver  une  courbe  telle,  que  le 
produit  des  distances  de  ces  points  à chaque  tangente 
soit  égal  à une  quantité  donnée  h'. 


Prenons  la  droite  FF'  pour  axe  des  x,  et  la  perpen- 
diculaire menée  à celle  ligne  par  son  milieu  O pour 

axedes  )';  en  faisant  ^ = /i,  l’équation  de  la  tangente 
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au  poinl  (x, _/)  do  la  courbe  demandée  sera 

Y-r=p{x~x'r, 

les  dislances  FH,  F'II'decetle  langente  aux  points  F et  F' 
ont  pour  valeurs 

l’équation  du  problème  sera  donc 

ir  -P'-Y-p''-' 

ou,  en  faisant  n’  = c’  ± fP. 

y — p.r.  -t-  tjrp p'  ± b^. 


L’intégrale  générale  de  cette  équation  sera  (11“  671), 
en  désignant  par  C la  constante, 

jr  — Cx  \Jn'‘C‘  ±"P; 

elle  représente  des  lignes  droites;  mais  la  véritable  ré- 
ponse au  problème  proposé  est  donnée  par  la  solution 
particulière  de  l’équation  dill'érenliclle,  pour  laquelle 
on  a 

«•C  — «’C 

XH — = o ou  XXX  — — 

\ja'‘C‘±b-  \Ja’C‘±b'' 

en  portant  cette  valeur  de  x dans  l’équation  précédente 
on  a 

V'a‘C'3:  b‘ 

et  l’élimination  de  C donne  ensuite 


©■-(ï)'='V 

équation  qui  représente  une  ellipse  ou  une  hyperbole 
ayant  pour  foyers  les  points  F et  F'. 
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673.  PnoBLt.ME  II.  — Étant  rionnces  deux  parallèles 
et  sur  chacune  d’elles  un  point  jixe , on  demande  de 
troimer  la  courbe  dont  les  tangentes  interceptent  sur 
les  parallèles  données,  et  à partir  des  points  donnés , 
des  segments  dont  le  produit  soit  égal  à une  quantité 
donnée. 

Soicni  AP,  A'P'  les  pai'allélcs  données,  A el  A' les 
points  donnés  sur  ces  droites  [voir  la  figure  du  n°672); 
prenons  pour  axe  des  x la  ligne  AA'  et  pour  axe  des  ) 
une  parallèle  aux  droites  AP,  A'P',  menée  par  le  milieu  O 
de  AA'.  La  tangente  de  la  courbe  chercliée  a pour  équa- 
tion 

Y-.r=/,(X-.r), 

et  si  l’on  désigne  par  aa  la  distance  AA',  les  longueuis  AP, 
A'P'  comprises  entre  les  points  A,  A'  et  la  tangente, 
ont  pour  valeurs 

± AP  = / — /.'.r  — pa,  ztz  A'  P'  rr.  — px  -I-  pa  ; 
l’équation  du  problème  sera  donc 

{X  — px)’  — û’/>’  = ± è’, 
ou 

= px  -f-  p‘‘  ± é’. 

On  voit  qu’elle  est  la  môme  que  celle  du  problème  pré- 
cédent. La  véritable  solution  est  encore  donnée  ici  par  la 
solution  particulière 


qui  représente  une  ellipse  ou  une  bypcrbolc  rapportée  à 
deux  diamètres  conjugués. 

674.  Problème  III.  — Trouver  la  courbe  telle,  que  la 
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partie  de  ses  tangentes  interceptée  entre  deux  droites 
rectangulaires  soit  égale  à une  quantité  donnée  a. 


\l 


Soient  T et  S les  points  où  la  tangente  de  la  courbe 
demandée  rencontre  les  droites  données  ; celles-ci  étant 
prises  pour  axes,  l'équation  de  la  tangente  sera 


Y —y=p[yi  — x), 

et  on  aura 

± OS  = J'  — px,  ± OT  = — - 
l'équation  du  problème  sera  donc 


OU 

(') 


J=px  + 


ap 


-4-  yj' 

Comme  dans  les  deux  problèmes  précédents,  l'intégrale 
générale  s’obtiendra  en  remplaçant  p par  une  constante, 
et  la  solution  particulière  qui  représente  la  courbe  de- 
mandée s'obtiendra  en  éliminant  p entre  l’équation  dif- 
férentielle et  sa  dérivée  relative  à p,  savoir  : 


(a)  o=.cH 

(i+y>’r 

Des  équations  (i)  et  (2).  on  tire 


■p'Y 


ap- 

r — 

(.  ^p^Y 


Digilized  by  Google 


44a 


CALCl'L  IKTÉGRAL. 


élevant  ces  équations  à la  puissance  ^ et  ajoutant  ensuite, 
on  obtient  l’étjuatiou 


qui  représente  une  épicjcloïde  engendrée  par  un  cercle 


de  rayon  égal  à j roulant  dans  l'intérieur  d’un  cercle  de 


rayon  a. 

Ce  résultat  peut  être  établi  très-simplement  par  des 
considérations  géométriques.  En  effet,  construisons  sur 
OS  et  OT  le  rectangle  OSRT ; joignons  OK  qui  rencon- 
tre ST  en  H,  et  décrivons  le  cercle  AKB  du  point  O 
comme  centre  avec  le  rayon  OK  = a ; décrivons  enfin  le 
cercle  O'  sur  HK  comme  diamètre,  et  soit  M le  point  où 
la  circonférence  de  ce  cercle  rencontre  de  nouveau  la 
droite  ST.  L’angle  RHT  est  double  de  KOH  et  il  est 
moitié  de  KO'M;  ce  dernier  angle  est  donc  quadruple 
de  KOA;  d’ailleurs  le  rayon  O' R est  le  quart  du  rayon 
OR;  donc  les  deux  arcs  de  cercle  RM  et  RA  sdtit  égaux 
entre  eux.  Il  résulte  de  là  que  le  lieu  du  point  M est  une 
épicycloïde  dont  l’origine  est  en  A;  nous  savons  que  MH 
ou  ST  est  tangente  à cette  épicycloïde,  qui  est  ainsi  l’en- 
veloppe de  la  droite  mobile  ST. 


Du  problème  des  trajectoires. 

675.  Le  problème  dont  il  s’agit  ici  est  le  suivant  : 

Étant  donnée  une  J'amille  de  courbes  représentées 
par  une  équation  qui  renferme  un  paramètre  variable, 
trouver  les  lignes  qui  coupent  les  courbes  données  sous 
un  angle  donné. 

Lorsque  l’angle  donné  est  droit,  les  courbes  demandées 
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sont  dites  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  don- 
nées. 

Le  problème  des  trajectoires  conduit  toujours  à une 
équation  différentielle  du  premier  ordre.  Supposons  que 
les  courbes  données  soient  rapportées  à deux  axes  rec- 
tangulaires, et  représentons  par 

(i)  F{^.  .>  ,»)  = O 


leur  équation,  a étant  un  paramètre  variable.  Soit  M (x,  > ) 
l’un  des  points  d’intersection  de  l’une  des  courbes  (i)  avec 
l’une  des  trajectoires  demandées,  et  désignons  par  c,  c, 
les  coefficients  d’inclinaison  des  tangentes  en  M aux  deux 
courbes,  par  Y la  tangente  de  l’angle  donné  des  mêmes 
courbes  : on  aura 


Cl  — r 

I -hcc, 


= V; 


le  coefficient  c est  la  valeur  de  — tirée  de  l’équation  (i); 


d.r 


par  conséquent  ou  a 


'Il 

17^ 


ensuite  c,  étant  la  valeur  de  ~ relative  .à  la  courbe  de- 

tl.r 

mandée,  on  a 


ou 


II 

dy 


dx 


dV  dy 
dy  d.r 


+ V 


'il  _ 

‘h 

dŸ  \ di 


dV  dy 

d.r  d.r 


V, 


d.r  ) d.r 


/,/F  d¥\ 


et  si  l’on  éliminer  entre  les  équations  (i)  et  (a),  on  ob- 
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tiendra  une  équation  résultante 


qui  sera  l’équation  diflerenlielle  des  trajectoires  deman- 
dées. 

Dans  le  cas  des  trajectoires  orthogonales,  on  a V = oc  , 
et  l’équation  (2)  se  réduit  à 


(4) 


f/F  f/F  f/) 

f/r  d.r  d.r. 


rélimliiatlon  de  a.  entre  les  équations  (1)  et  (4)  sera  l’é- 
quation différentielle  des  trajectoires  orthogonales. 


076.  Exemple  I.  — Troin'cr  les  courbes  qui  coupent 
sous  un  angle  constant  et  donné  les  courbes  repré- 
sentées en  coordonnées  rectangulaires,  par  l’équation 


y = «x"‘. 


dy 


La  valeur  de  — tirée  de  cette  équation  est  max" 


ou  si  donc  on  désigne  par  la  tangente  de  l’angle 

donné,  l’équation  différentielle  des  trajectoires  deman- 
dées sera 


f/v  r 
ni- 

nx  X I 

r dy  / ’ 

I ■+-  m ■ ^ 

.r  d.r 


uu 


f/i 


I 

1 


d.r 


m Y 

T.Î 


Le  second  membre  de  cette  équation  est  une  fonction 
de  on  pourra  donc  intégrer  par  la  méthode  du  n®654. 

Examinons  le  cas  dem=i  ; les  courbes  données  se 
réduisent  à un  système  de  droites  passant  par  l’origine; 
l’équation  différentielle  est  alors 

xd.r  -(-  vf/r  = k [-rdr  — 
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On  reconnaît  iramcdiatemcnt  que  xdy  — ydx  est  la  dif- 
férentielle du  double  du  secteur  formé  par  le  rayon  vec- 
teur du  point  {x,  y)  avec  un  rayon  fixe;  et  dans  le  sys- 
tème des  coordonnées  polaires  cette  même  différentielle 
est  exprimée  par  p'dw.  Pareillement  .rc/x est  la 
demi-différentielle  pdp  du  carré  f’;  on  a donc 


et  l’intégration  donne 


ùdù  -zz.  ou  — — hdf 

P 


C étant  la  constante  arbitraire.  On  voit  que  les  trajec- 
toires demandées  sont  des  spirales  logaritbiniques,  ce  qui 
s’accorde  avec  la  propriété  connue  de  ces  courbes  (n"  247) . 


677.  Exemple  II.  — Trouver  les  trajectoires  orthogo- 
nales d'un  système  d'ellipses  liomofocales. 

L’équation  des  ellipses  données  est 


P désignant  le  paramètre  variable  et  b une  quantité 
donnée.  La  différentiation  donne 


.rd.r 


.ydj 


Ttix.  -t-  vrfv 

iT'  ’ 


et  on  tire  de  là 


.r’  X x.tlx-^rdy  _r’  y xdxy-ydy 

p’  dx  6’  ’ p’  — dy  à’  ’ 

puis  en  ajoutant 

{x:dy  —ydx)  {xdx  -t- J dy)  _ ^ 
fc’  dx  dy 

Cette  équation  appartient  aux  ellipses  données.  Pour 
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en  conclure  celle  des  irajecloircs  orthogonales,  il  faut 

remplacer  ^ par  — on  dy  par  — dx  et  dx  par  dj  ; 

or  l’équation  reste  la  même  après  un  tel  changement; 
donc  son  intégrale  reste  aussi  la  même,  et  par  conséquent 
l’équation  des  ellipses  données  représente  en  même  temps 
les  trajectoires  demandées.  Seulement  pour  distinguer 
les  deus  systèmes  il  faut  remplacer  p’  par  un  autie  para- 
mètre pt’,  et  écrire 


Si  l’on  suppose  _u*  i*,  cette  équation  représentera  des 

hyperboles  qui  ont  mêmes  foyers  que  les  ellipses  données, 
et  qui  coupent  celles-ci  à angle  droit. 

078.  Exemple  III.  — Trouver  les  trajectoires  orthogo- 
nales des  hyperboles  équilatères  dont  le  centre  est  en  un 
point  donné  et  qui  passent  par  un  second  point  donné. 

Dans  le  système  des  coordonnées  polaires,  les  hyper- 
boles données  ont  pour  équation 


<i‘  cos  2 a 


C0S(2M  — 7.0.) 


OU  COt  (?.M  — 2a) 


o’  sin2w 


C0S2M 


a étant  le  paramètre  variable  et  a désignant  la  distance 
du  point  donné  au  centre  commun.  La  différentiation  lo- 
garithmique donne 


——  = tang  (2w  — 2a) 
P (tu 


ou 


rfp  p’  — a-  cos  2 w 
pf/w  «’sin2w 


Or  est  la  tangente  de  l’angle  formé 

P (tu 


l„ 


de  la  courbe  avec  le  rayon  vecteur;  on  obtiendra  donc 
l’équation  différentielle  des  courbes  cherchées  en  prenant 

pour  —■  l’inverse  changé  de  signe  de  la  précédente  ex- 
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pression  ; on  a ainsi 

‘h 


sin7.6i 


ou 


fda  rt^cosaM  — p' 
d («’cosaw  ) 


df 


(«’cosaw)  + 2p. 

P 


Celte  équation  est  linéaire  quand  on  prend  pour  varia- 
bles a'  cos 2 U et  p ; en  désignant  par  <i‘  — ■ A*  la  constante 
arbitraire,  on  trouve  l’intégrale 


«’  cos  2 w = r p‘  -f-  «*  — A*  1 

2p’ 


p*  — 2rt’p’COS2M  -(-  '!'=  i'j 

cette  équation,  dans  laquelle  b est  le  paramètre  variable, 
représente  un  système  d’ovales  de  Cassini  (ii“  56o)  ayant 
les  mêmes  foyers. 


Des  facteurs  propres  à rendre  différentielle  exacte 
une  expression  de  la  fonne  Vdx  + Q^dj. 

679.  Soit  l’équation  différentielle 

;j-=F(.r,y.) 

résolue  par  rapport  à la  dérivée^;  on  peut  poser  d’une 
infinité  de  manières  différentes 

P et  Q étant  des  fonctions  de  x et  j\  alors  l’équalion 
proposée  prendra  la  forme 

Vd.r  Qf/y-  = O. 

Si  les  fonctions  P et  Q ont  été  choisies  de  manière 
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que  Vdx  -f-  soit  une  différentielle  exacte  quand  on 
regarde  x et  )'  comme  des  variables  indépendantes,  et 
que  l’on  ait 

du  ---  Vdx  -I- 

U étant  une  fonction  de  x et  de  il  est  évident  que  l’in- 
tégrale de  l’équation  différentielle'proposée  sera 

U z=x  const. 

Si  après  avoir  choisi  les  fonctions  représentées  par  P 
et  Q,  on  veut  en  prendre  d’autres,  celles-ci  seront  res- 
pectivement égales  aux  premières  multipliées  par  un 
même  facteur  r,  et  l’équation  différentielle  proposée  aura 
la  forme 

vVdx  -l-  o. 

Alors,  si  le  premier  membre  est  la  différentielle  exacte 
d’une  fonction  n des  variables  x et  j',  l’intégrale  de  l’é- 
quation proposée  sera,  comme  on  vient  de  le  dire, 

U = const. 

Les  fonctions  P et  Q ayant  été  choisies  à volonté,  il  existe 
toujours  un  facteur  w qui  réalise  l’hypothèse  dans  la- 
(juelle  nous  venons  de  nous  placer  ; c’est  ce  que  nous  nous 
proposons  d’établir  ici. 

680.  Théorème  I.  — Soient  P et  Q deux  fonctions 
données  de  deux  variables  indépendantes  x,  j ; il  existe 
toujours  un  facteur  u tel,  qu'on  obtient  une  différen- 
tielle exacte  en  multipliant  par  ce  facteur  l'expression 
Pc/r  4-  qdy  . 

En  effet,  considérons  l’équation  différentielle 
(i)  Vdx  + Qrfr  = o; 

nous  savons  que  cette  équation  admet  une  intégrale,  et  si 
l’on  suppose  cette  intégrale  résolue  par  rapport  à la  con- 
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slante  arbitraire  qu’elle  renferme,  elle  aura  la  forme 
(a)  H =:  C, 

H étant  une  fonction 'des  variables  x et  i . L’équation  (a) 
donne  par  la  différentiation 


(3) 


,lu 

Tt 


elx 


ilu 

dy 


d\  = O, 


et  il  faut  que  la  valeur  de  tirée  de  l’équation  (3)  soit 

précisément  égale  à celle  que  fournil  l’équation  diffé- 
rentielle (i);  on  a donc 


(4)- 


da  du 


iLv 

T 


ily 

■q’ 


Celte  équation  (4)  a lieu  en  vertu  de  l’équation  (a),  mais 
j’ajoute  qu’elle  est  identique;  car  elle  est  indépendante 
de  C,  et  la  valeur  de  donnée  par  l’éfpialion  (a)  est  une 
fonction  dcx  et  de  C.  Si  l’on  rlésigne  par  v la  valeur  com- 
mune des  deux  membres  de  l’équation  (4),  on  aura 


du 

Ih- 


r=.P, 


du 

dy 


■’Q. 


et,  par  conséquent, 

(5)  I'  (p</.r  -H  Qdr)  — -y  dx  y-  dy  — du. 

‘ ' dx  'V  ~ 


L’expression  Pr/x-f-Qc//  devient  donc  une  différen- 
tielle cxacUr,  lorsqu’elle  a été  multipliée  par  le  facteur  i'. 

681 . TiiÉoaiiME  IL  — Il  existe  une  infinité  de  facteurs 
propres  à rendre  l'expression  Pr/.x’-)-Qr/y  une  diffé- 
rentielle exacte. 

En  ellel,  nous  venons  de  prouver  qu’il  existe  un  tel 
K.  ag 
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fadeur,  cl  eu  le  désignant  par  nous  avons 


(>(  Prfj-  + Qf/v)  = du, 


U étant  une  fonction  de  x et  de  y.  Si*  l'on  multiplie  cette 
équation  par  une  fonction  quelconque  (p(«)  de  it,  il 
\ iendra 

i'(f  {«)  (Prfx  -L  Qdj')  = Ÿ^ujdu, 

ce  qui  est  encore  une  différentielle  exacte. 

Ainsi,  quelle  que  soit  la  fonction  f{u),  l’expression 
Pdx  -+-  Qdy  devient  une  différentielle  exacte  quand  on 
la  multiplie  par  le  facteur 

J’ajoute  que  eif  («)  est  l’expression  générale  des  facteurs 
qui  possèdent  celte  propriété.  En  effet,  soit  V l’un  de  ce.s 
l'acleui's,  et  supposons  (jue  l’on  ait 

V(P</x-l-Qfl[)  ) = rfU. 

U étant  une  fonction  de  x et  de^,  on  aura 


d’où 


P du-  -4-  ^ 


V 


du 

V 


Or,  puisque  u est  fonction  dex  cl  dej,  on  peut  regarder 
_)■  comme  fonction  de  x et  de  alors  U devient  une 
fonction  de  « et  de  x,  et  la  formule  précédente  montre 
que  la  dérivée  partielle  de  Ü relative  à x est  nulle.  Il 
s’ensuit  cjuc  IJ  est  une  fonction  de  u;  il  en  est  de  même 

de  sa  denvec  — > et  1 on  peut  écrire 
du  * 


ce  qu’il  fallait  démontrer 
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682.  Théorème  III.  — Si  V et  v désignent  deux 
facteurs  propres  à rendre  l' expression  Pdx  + (^dyune 
différentielle  exacte,  et  que  le  rapport  de  ces  facteurs 
no  se  réduise  pas  à une  constante,  l'intégrale  générale 

V 

de  V équation  différentielle  Pf/x  + Qf^'  = o sera  - = C, 
C étant  une  constante  arbitraire. 


En  effet,  par  hypothèse,  on  a 


r{Ptl.r  -f-  Qctj-)  ~ du  , 


et  puisque  le  produit  V ( P </x -f- Q ) est  aussi  diffé- 
rentielle exacte,  on  a,  par  le  théorème  préeédeul, 


?(«). 


(«)  désignant  une  certaine  fonction  de  u. 

Cela  posé,  l'équation  différentielle 

P</.r-t-  Q(/>  = O 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

du  = o; 

son  intégrale  est  donc  n = eonst.,  ou,  ce  qui  revient  au 
même, 

Ÿ ( H ) = const , 


ou 


V 


C étant  une  constante  arbitraire. 

On  trouvera  plus  loin  des  applications  importantes  de 
ce  théorème. 

083.  Le  facteur  v qui  rend  Vdx  -t-  Qt()  une  différen- 
tielle exacte  ne  donne  pas  seulement  l’intégrale  générale 
de  l’étjuation  différentielle  P </x -f- Q <()  = o , mais  il 

29. 
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fournit  aussi  imniéJiatemciil  la  solution  particulière, 
quand  elle  existe. 

En  effet,  IVciuation  différentielle  peut  être  mise  sous 
la  forme 

— (Ut  O, 

V 

et,  par  conséquent,  elle  se  décompose  en  deux  autres 
du  — O,  — o; 

la  première,  du  = o,  donne  Tintégrale  générale;  la  se- 
conde contient  les  solutions  particulières. 

On  peut  déduire  ce  résultat  de  notre  théorie  des  solu- 
tions particulières.  Effectivement,  l'intégrale  générale 
étant  ici  •• 

U — C O , ' • • 

il  faut  égaler  à zéro,  pour  avoir  les  solutions  particu- 
lières, le  rapport  des  dérivées  partielles  de  u — C relatives 
à C et  à V ou  ;i  C et  à x;  la  première  de  ces  dérivées  se 
réduit  ici  à — i,  et  l’on  a 

d7t~'^' 
dy  dx 

à cause  de 

du  i’( P(/.r  -i-  Qdy\ 

ces  é(|ualions  donnent 

I 

- = O . 


Hcchnchc  du  fuctcur  propre  à rendre  P r/x -t- (,) r/) 
une  dijiéreiiüelte  exacte. 

08f.  La  condition  pour  que  l'expression 

v') 


vPdx  -r  l’Qrty, 
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ifférenticlle  exacte 

est  ( n° 

4o9), 

z/(vP) 

rfi'vQI 

dr 

dx 

p'^" 

r/P 

^ d^ 

^ dx 

.. 

‘h 

Cette  équation  de  laquelle  dépend  la  fonction  in- 
connue V est  une  équation  aux  dérivées  particlli's  ; la 
recherche  de  r constitue  donc  un  problème  d'un  ordre 
plus  élevé  que  celui  qui  a pour  objet  l’inlégralion  de 
l’équation  différentielle 


Vdx  -(-  Ç^dy  — o; 

il  y a cependant  des  cas  dans  lesquels  le  facteur  e peut 
être  obtenu  facilement;  nous  indi(|ucrons  ici  les  plus 
simples. 


680.  Cas  ou  P et  Q sont  des  foîictioxs  homooemes 
DU  même  degré.  — Si  P et  Q sont  des  fonctions  homo- 
gènes du  degré  m,  on  peut  trouver  une  fonction  homo- 
gène e d'un  certain  degré  telle  que 


(>) 


vP/lr 


l’Qdy 


soit  une  différentielle  exacte. 


En  effet,  soit  f une  fonction  homogène  du  degré^ 
v-P  sera  une  fonction  homogène  dû  degré  ni  -f-  «,  et  t’ort 
aura  identiquement  (n”‘ 80  et  136),.  ^ "v 


-k- y — J— =•(/;» -f- «)vP. 


dx 


La  condition  pour  que  l’expression  (ij^soit  différcntîelle 
exacte, savoir  : 

KvQ)_rf(eP),  ■ 

dx  dy  • 


(^•) 
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peut  donc  être  dcriie  comme  il  suit 


•r  — h J'  — -, — = (m  -I-  «)  <>P, 

ox  il.r 

ou,  i C.U.0  do  Æ'«> = c,  - ,P. 

’ dr  dz  d.T  d.r 

delà  manière  suivante: 


d[v(P.r  ■+-  Qr)] 


dz 


- - {m  -(-  /J  -4-  l)i'P. 


Le  nombre  n étant  indéterminé,  posons 

w -(-  « + I = O , 

alors  la  condition  (2)  équivaudra  à celle-ci 
rff  i'(P.r -f  Q )•)] 


(3) 


dr 


un  raisonnement  semblable  prouverait  que  la  condi- 
tion (2)  peut  être  mise  sous  la  forme 


(4) 


d\ l'fPx  -t-  Qr)] 
‘'X 


Les  formules  (3)  et  (4)  expriment  que  i'(Px  -t-  Qj  ) est 
une  constante,  et,  en  prenant  cette  constante  égale  à i, 
on  a 

I 


(5) 


Px  -t-  Q/ 


Il  suit  de  là  que  si  P et  Q sont  des  fonctions  homogènes 
du  même  degré,  l’expressiiii^ 

Pf/x  + Qf/j 

Px  -t-  qV 

sera  une  différentielle  exacte. 
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Donc,  s’il  s’agit  d’inu'grcr  l’équation  difTérciilirllc 
(6)  Prfjr  4- Qf/^- = O, 


il  suffira  de  chercher,  d’après  la  méthode  du  n°  469,  l’in- 

técrale  de  la  différcniielle  , et  on  égalera  en- 

° P.r-t-Q>  ° 


suite  cette  intégrale  à une  constante  arliitraire. 

Si  le  premier  membre  de  l’équation  (fi)  est  une  dif- 
férentielle exacte,  nous  connaissons  deux  facteurs. 


savoii'  et  I iiroiHCS  à rendre  P</.r-t-Oi/K  dif- 

Px  4-  Q/  ‘ ‘ ^ 

fércntielle  exacte;  si  donc  on  égale  à une  constante  C le 
quotient  de  ces  deux  facteurs,  on  obtiendra  (n°082)  l'in- 
tégrale générale  de  i’éqnation  (6),  laquelle  sera 


Px4-Qj  C. 


11  faut  remarquer  que  la  méthode  précédente  ne  dif- 
fère pas  au  fond  de  celle  que  nous  avons  employée  au 
n"  66 i;  car  soit 


P 

Q 


le  premier  membre  de  l’équation  (fi)  se  réduira  à 
ou,  en  posant  } = xz,  tiy  — xrlz -h  zfir,  à 


C’est  par  cette  transformation  que  nous  avons  effectué  la 
séparation  des  variables  au  n°  664-,  et  on  voit  que  l'ex- 
pressioii  précédente  devient  une  différentielle  exacte,  si 
on  la  multiplie  par  le  facteur  ' 
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G86.  On  peut  encore  déterminer  facilement  le  fac- 
teur U,  propre  à rendre 

Pdx  ■+-  Qdj- 

une  différentielle  exacte,  lorsque  ce  facteur  ne  dépend 
(juc  d’une  seule  variable  x ou  y.  Supposons,  par  exem- 
ple, que  r ne  dépende  que  de  x,  alors  on  aura  ^ = o, 
et  l'équation  (a)  du  n°  G8ti  deviendra 


d,-  d P 

tfx  (ir  dx 

Notre  hypothèse  exige  donc  que  l’on  ait 

dV  dq 

dr  dx 
—I — X 

Q “ ’ 

X étant  une  fonction  de  x.  Si  cela  a lieu,  on  aura 


- — Xrf.r, 


/ X^x -f- consl., 
Jx^ 

f 

Cl  on  pourra  prendre 


f 


\dx 


Supposons,  comme  cela  est  permis,  Q = i;  dans  ce 
cas,  la  dérivée^  ~ est  indépendante  de  j , et  on  a 

X P = Xy-+X„ 

*•  * 

X et  X,  étant  des  fonctions  de  x;  par  conséquent  l’ex- 
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pression  proposée  a la  forme 

dr  -4-  (X/  -4-  X,)dx, 

f/'"' 

et  le  facteur  qui  la  rend  intégrable  est  e . D’après 

cela,  pour  intégrer  l’équation  linéaire 


dj-  -f-  (X.)  + Xi)  = O, 

dont  pous  nous  sommes  déjà  occupé  au  n”  0o8,  il  suffit 
de  la  multijdier  par  le  facteur  que  nous  venons  de  trou- 
ver; elle  devient  ainsi 


,r 


x</a 


/ \dr 


I Xdr 


. dye  -t-.rr  ''' 

d OÙ,  par  l’intégration, 


Xf/.f- 


yt.^dx  — 0. 


ye 


f'x.u  r r 


Xi/j- 


X,rfr=C, 


C étant  la  constante  arbitraire. 


087.  Examinons  enfin  Iccasoù  l’expression  P 
devient  une  difféientiellc  exacte,  quand  on  la  multiplie 
par  un  fajctcur  v de  la  forme  XY,  X et  Y étant  respective- 
ment des  fonctions  de  x et  de  y.  L’équation  de  condition 
est  ici 

^(XYPl  _ d{XYQ) 
d Y dx 


OU 


rfX 

dr 


'd7:~^'X 


ce  qui  exige  que  la  différence  — — ^ soit  de  la  forme 

dy  dx 


dX 

~d7 

•y-’ 

./Q 


Ty 


^ = QîW-P^Cr). 


•v 


.A 
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Lorsque  cette  condition  est  remplie,  on  peut  faire 


d’où 


I rfX  i ,IY  . 


< — XY. 


Application  du  calcul  intégral  à la  démonstrati(M  des 
propriétés  fondamentales  des  transcendantes  simples 
à dijjérentiellcs  algébriques. 


088.  Le  calcul  intégral  conduit  très-aiscmcnt  aux  pro- 
priétés caractéristiques  des  logaritlmics  et  des  fonction# 
circulaires  inverses.  Si  la  théorie  de  ces  transcendantes 
n’avait  pas  été  préalablement  constituée,  on  en  aurait 
certainement  posé  les  bases  dès  les  premiers  pas  (jue 
l’on  eût  fait  dans  la  théorie  des  équations  différentielles, 
comme  cela  est  arrivé  effectivement  à l’égard  des  fonc- 
tions ellipiiipies  et  des  transcendantes  à différentielles 
algébriques  plus  compos<h's.  Je  me  propose  d’entrer  ici 
dans  quelques  développements  à ce  sujet. 

Considérons  l’équation  différentielle  , 


(') 


(i.r 

.r 


= o; 


les  variables  sont  séparées,  mais  l'intégration  de  chaque 
terme  exige  la  notion  des  logarithmes.  Si  cette  notion 
n’est  pas  acquise,  l’intégrale  devra  être  représentée  par 


■ Si  l’on  veut  que  la  valeur  de  )'  se  réduise  à une  quantité 
donnée  z pour  x = i,  il  faudra  déterminer  la  constante 
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par  la  condition 

r r.  C‘ ^ 

J.  7=*^  “ T = <^’ 

en  écrivant  a au  lieu  de  r sous  le  signe  ^ ; alors  notre 
intégrale  sera 

w j"'!i+f’±=r±. 

J,  J,  y J,  ^ 

D’un  autre  côté,  il  est  évident  que  l’équation  (i)  admet 
une  intégrale  algébrique;  car  si  l’on  chasse  les  dénomi- 
nateurs elle  devient 

J' dx  -t-  xdy  — O ou  d (.rj)  ==  o; 
l’intégrale  est  donc 

■r^  = const., 

et  si  l’on  détermine  la  constante  de  manière  que  l’on  ait 
y — Z pour  X = I , on  aura 

(3)  xy-z-, 

on  voit  que  les  équations  (a)  et  (3)  expriment  la  même 
relatioti  entre  les  quantités  T,  y,  z ; en  d’autres  termes, 
elles  sont  équivalentes. 

Puisque  la  transcendante  / — nous  apparait  pour  la 

^ I 

première  fois  il  faut  lui  donner  un  nom;  je  choisis  celui 
de  logarithme,  et  je  pose 


/ 


tir 


logr; 


alors  la  formule  (a)  nous  donne,  en  mettant  xy  au  lieu 
de  Z, 

loga-j  = logj  -e  log  y,  t *■ 

ce  qui  est  la  propriété  fondamentale  des  logarithmes. 
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Au  lieu  des  logarithmes  nous  pouvons  introduire  les 
fonctions  inverses.  Soient 


U étant  une  fonction  de  x,  on  peut  regarder  x comme 
fonction  de  u ; désignons  cette  fonction  par  le  symbole  e“, 
on  aura 

.rzzzr-,  z — e"; 

et  les  équations  (a)  cl  (3)  deviendront 


d’où 


H r = te,  e ‘ . e’=z  e" , 
c"*'—  c'.e’. 


ce  qui  exprime  la  propriété  fondamentale  de  la  fonction 
exponentielle. 


689.  Considérons,  en  deuxième  lieu, 
rcntielle 


(4) 


ll.r  fh 

1 

1 H-  > + .>  ’ 


l’équation  diffé- 


Ics  variables  sont  séparées,  et  si  l’on  désigne  pars  la  \a- 
leur  que  l’on  attribue  à r lorsque  x = o,  l’ititégrale 
pourra  être  représentée  par 


(5) 


f- 

./o  ' 


i/z 

I -t-ï- 


D’un  autre  côté  l’équation  (4)  peut  être  écrite  comme  il 
suit 


[ I — a:/  -t-  ^ (j-  -t-  / ) ] -t-  f I — -ry  + X (.r  + y )]  f/;-  = O, 

* 

OU-’ 

■.(,_^,ry),/(.r-t-y')  — (x-f-y)€/(l  — xy)=0, 

m 
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OU  enfin 


(l  — .rx),i  {x  y)  — {x-^  — xy)  _ 

■ ■ 

•27 

le  premier  membre  est  la  différentielle  de  --i  quan- 

tité qui  SC  réduit  à z pour  x = o,  y = z;  donc  l’intégrale 
de  l’équation  (4)  représentée  déjà  par  l’équation  (5)  peut 
l’être  aussi  par  l’équation 


Xjj-  r __ 
I — ,r) 


Posons 


rfx  j'^  tir  r~  ilz 

1 = 1 < = l 

U étant  une  fonction  de  x,  on  peut  regarder  x comme 
fonction  de  n;  désignons  cette  fonction  par  le  symbole 
tangujonaura 

.r=rtang«,  / =r  tangi’,  2=tangic; 
puis  les  éijuations  (5)  et  ((>)  donneront 


tan"«  -f-  langi' 

: le,  ^ — =;  langii’, 

I — taiigM  lani;i' 


et,  par  conséquent, 


tang  («  -f-  v]  3.; 


tane«  + lange 

— I 

I — tang  H tangi- 


ce  qui  est  la  propriété  fondamentale  de  la  fonction  tang  a. 
690.  Considérons  encore  l’éi] nation 


y J,  ^ ~ 

y • — V'  ' — .t 

L’intégrale,  prise  de  manière  que  y se  réduise  à z pour 
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X = O,  sera  évidemment 


mais  si  l’on  multiplie  l’équation  (7)  par  le  facteur 
\Ji  — X*  y/l  — 7 ’ — X) , elle  deviendra 


ou 

f/(.r  V ' — = 0 ; 

l’intégrale  de  l’équation  (7),  prise  de  manière  que  l’on 
ait  r = Z pour  x = o,  peut  donc  se  mettre  sous  la  forme 

(9)  j-v'i  — r’  + r v'*— = 

En  outre,  le  premier  membre  de  l’éijuation  (7),  qui 
est  une  différentielle  exacte,  demeure  une  différentielle 
exacte  quand  on  le  multiplie  par  le  facteur 

v/7 x’  ^ I — 1 > — .r)  ; 

il  suffit  donc  (n"  G82)  d’égaler  ce  facteur  à une  con- 
stante pour  avoir  l’intégrale  de  l’équation  (7).  Si  l’on 
détermine  cette  constante,  par  la  condition  que  l'on  ait 
y — Z pour  X = o,  on  aura 

(10)  y'i  — X*  y^'l  — — .r/ = y'i  — î’, 

en  sorte  que  cliacunc  des  trois  équations  (8),  (9),  (10) 
exprime  la  même  relation  entre  les  (juantilés  x,y,  s;  les 
deux  dernières  sont  algébriques,  tandis  que  la  première 
renferme  des  transcendantes. 
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Posons 


Il  <5taul  fonction  de  x,  nous  pouvons  regarder  a:  et  y/i  — a’ 
comme  des  fonctions  de  115  représentons  ces  fonctions 
par  les  symboles  sinii,  cosu;  on  aura 


X = sin  II,  y — sio  * = sin  «■, 

I — a:' = cosu,  \l\ — _;’=cosi',  — i'=cosi>'; 

l'équation  (8)  deviendra 

U V = «■, 

et  les  équations  (9)  et  (10)  donneront 

sin  («  + c)  = sin  « cosv  -+■  cosu  sin  c, 
cos(u  + c)  = cosu  cosv  — sin  u sine  , 

formules  qui  expriment  la  propriété  fondamentale  des 
fonctions  sinus  et  cosinus,  ün  pourrait  retrouver  aisé- 
ment, par  cette  voie,  les  autres  propriétés  connues,  celle 
de  la  périodicité,  par  exemple;  mais  il  n’est  pas  utile  de 
nous  arrêter  davantage  sur  ce  sujet  et  nous  allons  appli- 
quer, d’après  Euler,  les  considéiations  dont  nous  venons 
de  faire  usage,  à la  démonstration  de  la  propriété  caracté- 
risti(juc  des  fonctions  elliptiques. 


Propriélè  Jbndamentalu  des  fonctions  elliptiques, 
691.  Considérons  l’é({uation  ditlérentielle 

it.r  fi'’ 

(1)  . _ H — — - ^ — O, 

V I — I — V'  I — j’  V ' — 

où  A*  désigne  une  constante  donnée  comprise  entre  o et  : . 
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Les  variables  étant  séparées,  si  l’on  prend  l’intégrale  de 
l’équation  (i)  de  manière  que  y se  réduise  à z pour 
X = O,  on  aura 


formule  où  cha(]ue  ternie  est  une  iutégrale  elliptique  de 
première  espèce. 

Euler  a reconnu  que  l’équation  (i)  admet  une  intégrale 
algébrique,  et  il  est  facile  de  trouver  cette  intégrale  en 
opérant  comme  il  suit. 

Posons 

X=.-  (l  — .rVl  I — 

Y (l  — ^>1  (I  — 


l'équation  proposée  sera 


f/  r 

;;x 


tJy 


OU,  en  eliassaut  les  dénominateurs  et  en  multipliant,  en 
outre,  par  une  fonction  indéterminée  T de  x et  de  ) , 


(3|  T v' Y f/x  4- T ï/r  = o. 

Or  on  a 

T i/Ÿ dv  = d{TyŸ  X 0 - dT, 

7 \/Y 

T <b  —djYYxj-.—  — - ) v/X  dT, 

a \/X 
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et  l’équation  (3)  peut  ainsi  être  mise  sous  la  forme 


(4)  < 


V^Y  \/X  / 

— (.rv'Y  + /v^X  )f/T  = o, 


X'  et  Y'  désienaut  les  dérivées^) 

(iv  dy 

Cela  posé,  on  peut  dispnscr  de  la  fonction  indéter- 
minée T de  manière  que  réijualion  (4)  se  réduise  sim- 
plement à 


(5) 


./[T(xfY-t-rvX)j  = o. 


Pour  eela,  il  faut  et  il  suffit  que  les  autres  termes  de  l’é- 
quation (4)  se  détruisent  en  vertu  de  l’équation  (i).  Rem- 
plaçons donc  t/T  par 


dJ- 


dx  ■ 


‘11 

Tx 


«■ 


et  remarquons  que  dx  et  dy  sont  proportionnels  à y/X 
et — y/ Y,  d’après  l’équation  (i);  la  condition  à laquelle 
* T doit  satisfaire  sera 

(6)  î (.rY'  -^X')  - [y  v'X  -t-  X v'Ÿ)  (g  v^X  - \/Ÿ)  = o 

Cette  équation  est  aux  dérivées  partielles;  mais  il  suffit 
pour  notre  objet  d’en  connaître  une  solution  quelconque. 
Or  il  est  naturel  de  chercher  s’il  n’existerait  pas  une 
valeur  de  T rationnelle;  il  est  évident  que,  si  cette  valeur 

existe,  elle  doit  être  telle  que  les  dérivées  partielles  ^ et  ^ 

soient  proportionnelles  à y yi\.  x,  afin  que  les  radicaux 
disparaissent  de  l’équation  (6).  Ou  remplira  cette  condi- 
tion en  prenant  pour  T une  fonction  du  produit  xy,  car 
11.  * ‘3o 
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en  désignant  par  T'  la  dérivée  de  T par  rapport  au  pro- 
duit dont  il  s’agit,  on  aura 


'il 

(Ix 


= T'j, 


La  substitution  de  ces  valeurs  dans  l’équation  (6)  donne 


T'  _ xY'  — /X' 

T ~ — x’Y)’ 


ou  en  mettant  au  lieu  de  X,  Y,  X',  Y',  leurs  valeurs, 


(7) 


T' 


2 X’ 


■'r 


celte  expression  de  ^ bien  une  fonction  rationnelle 

du  produit  xj,  et  cette  fonction  est  la  dérivée  de 
— log(i  — l’intégrale  de  l’équation  (^)  est  donc 


logT  = — log(r  — X’x’/’)  const. 

Mais  on  peut  supposer  la  constante  nulle  et  l’on  aura 


(8) 


celte  valeur  de  T satisfait  à l’équation  (6),  et  par  consé- 
quent, l’équation  (i)  peut  se  mettre  sous  la  forme 


(9)  " 

d’où,  en  intégrant. 


.rv'Y-t-/v/X 

I — ’ 


= o, 


X y/Y  -r-  y y/X 

I — 


= const. 


Si  V ’on  remet  au  lieu  de  X et  de  Y leurs  valeurs,  puis- 
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tjue  l’on  détermine  la  constante  de  manière  t[ue  l’on  ait 
en  même  temps  x = o,  r = s,  on  aura 


(lo) 


•r  V^i  — j’  \/ 1 - + jV  ' 

I — 


i’  I — X’ j’ 


Au  moyen  de  celte  équation,  on  peut  exprimer  en  foticiion 
de  a:  cl  de  j'  les  deux  radicaux  \J i — S",  y/i  — Â’c*,  qui 
représentent  les  valeurs  de  y/i  — et  de  ^7^ — k'j  ' cor- 
respondantes à J-  = o;  on  trouve  facilement 

y^l  — y/ I — -- .rj  y/ 1 — y/  _ /7_“,1 

' ''  ' " i — k'x^y'  ^ 

^ ’ I — 


692.  Chacune  des  équations  (s),  (lo),  (ii),  (ta)  le- 
présentc  l’intégrale  de  l’équalion  (i)  prise  de  telle  ma- 
nière que  l’on  ail  _)  = z pour  x = o.  Si  l’on  pose 


,ir 

<J  I — . X'.i' 

_<i.r 

y I — Â‘  r’ 
dz 

z'  y/l  — k'-z- 


et  que  l’on  fasse,  comme  au  n“  468, 

X — sinamw, 
y7^  — X-  = cosam  I/, 
\!  I — — iam  U, 
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l'é(jualioii  (2)  deviendra 


w = U -h 

Cl  les  équations  (10),  (11),  (i 2)  donneront  ensuite 

sinamK  cosam  r Aamr  4-  sin.ami’  cosam  « iamu 
I — sin’aiiK/ sin'ami’  ’ 

eosamf/  eosami'  — sinam«  siname  .Aam»  Aarnc 
1 — sin’amw  sin’ami'  ’ 

iairiH  Aamc  — sinamw  sinami’  cosamo  cosanip 
1 — /.‘  siiéauiH  sln^l^ll■ 

(a’s  formules  expriment  la  propriété  fondamentale  des 
fonctions  elliptiques  sin  ara  U,  cüsamu,  Aaniu.  Nous  de- 
vons nous  borner  ici  au  résultat  que  nous  venons  d'établir 
et  dont  nous  ne  saurions  développer  les  conséquences  sans 
sortir  des  limites  que  nous  nous  sommes  fixées. 
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CHAPITRE  VIII. 

DE  L'INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
DES  ORDRES  SUPÉRIEURS. 


Y r • 

De  l 'équation  = X,  oit  X désigna  une  fonction 
donnée  de  x. 


693.  Tous  les  cas  des  équations  diHérentielIes  ordi- 
naires.se  ramènent,  comme  on  l’a  vu,  quel  que  soit  le 
nombre  des  variables,  au  cas  d’une  équation  dillérentielle 
d’un  certain  ordre  à deux  variables.  Après  avoir  exposé 
les  résultats  connus  de  la  théorie  des  équations  du  premier 
ordre,  nous  devons  considérer  les  équations  des  ordres 
supérieurs.  Mais,  si  l’on  excepte  les  équations  linéaires, 
qui  seront  pour  nous,  plus  loin,  l’objet  d’une  élude 
spéciale,  la  théorie  qui  nous  occupe  ne  possède  aucun 
priucipe  général,  aucune  méthode  d’intégration,  et  les 
développements  qui  vont  suivre  sont  nécessairement 
bornés  à un  très-petit  nombre  de  cas  particuliers. 

Nous  nous  arrêterons  d’abord  un  instant  sur  le  cas  le 
plus  simple,  celui  où  l’on  donne  une  dérivée  d'un  certain 
ordre  de  la  fonction  inconnue;  il  est  évident  que  l’inté- 
gration à exécuter  ne  dépend  que  des  quadratures. 

Soit  donc  l’équation 


{>) 


,fw 

dX 


= X, 


et  supposons  qu’on  veuilledélerminer  sou  intégrale  géné- 
rale;désignonspary„,y,,...^',"-’)  les  valeurs  que  doivent 
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prendre,  pour  x = x^,  la  fonction  7 cl  ses  11  — i pre- 
mières dérivées.  En  niultipliaul  l’équation  (1)  par  rix  cl 
en  intégrant  ensuite,  on  a 


- 

(iz 


■■-'X  _ _ 


XiU 


(»— 1) 


=x,-4-r: 


intégrant  de  inènie  relie  étjualion  après  l’avoir  multi- 
pliée par  tix,  011  a 


-h  y 


/«-I) 


— ^'ù) 


.("-0 


^X. -)(.r 


)-^x 


et  on  aura,  en  continuant  de  la  même  manière,  • 
7'  = X„-t-  P„_„ 


forimile  où  l’on  fait,  pour  abréger, 
p«-i  — •+■.» 


■r  — r,  (.r  — .r.)* 


I ,2.  . .(//  — l) 

et  où  X„  désigne  le  terme  de  rang  n -|-  i dans  la  suite 
X,  X„  X,,...,  X.; 


ces  fonctions,  à partir  de  la  deuxième,  s’annulent  pour 
X = Xo  et  chacune  d’elles  est  la  dérivée  de  la  suivante. 
On  a évidemment 

ii.r  I dx . . . 

formule  où  le  nombre  des  inu'gralions  .à  exécuter  est 
<^al  .à  «. 

L’intégration  par  parties  permet  de  transformer  la 
formule  précédente  et  de  ramener  le  calcul  de  X„  à une 


£ 


Xé/x, 
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quadrature  unique;  tel  est  l’objet  que  nous  nous  pro- 
posons ici. 

On  a 


et  de  même 


' X,=  r Xt. 

X,  = y X,, 


L’intégration  par  parties  change  l’expression  de  X,  en  la 


c’est-à-dire 


* ■*’» 

X,  = X r Xr/x  — f X .r  i/.r 
•'■r.  j-r. 


Pareillement,  on  a 


: f x.rf.r, 


et,  en  intégrant  par  parties. 


Xj  = X,J  — J xd.r  — X,x  — J X,  xd.r 

=x,x-x.fl^r!^p-::dx, 

1 dx  a 

c’est-à-dire,  à cause  des  formules  (3)  et  (4), 

J.1  rx:  ,-.T  nx 

(5)  X,=  — I Xdx—x  Xxdx-+-  X — d.r. 

La  comparaison  des  formules  (3),  (4),  (5)  fait  pres- 
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seiilir  que  l’on  a généralement 


X,  = - ' f ^ X"-’  f Xxf/r 

+ {—')"~'f  Xx'-V/.rj, 


et  pour  établir  celte  formule  il  suffit  de  prouver  que  si 
elle  a lieu,  pour  une  cei  taiiie  valeur  de  ri,  elle  subsiste 
aussi  quand  11  augmente  de  i.  Multiplions  donc  la  for- 
mule (6)  par  (Ix  cl  intégrons  ensuite,  à partir  de  x=Xo; 
on  aura  dans  le  premier  membre  X„^,  : passons  au  second 
membre.  Le  terme 


X.  ['-'-'X. 

devieudra,  en  appliquant  l’intégration  par  parties, 

x""'  I Xx'</x / Xx"c/x, 

"-'Jx. 

et  si  l’on  donne  .à  i toutes  les  valeurs  o,  1,  — 1), 

on  voit  que,  dans  la  formule  qui  nous  occupe,  l’intégrale 

I \x"dx  se  trouvera  multipliée  par 

I r n fl  (n  — I ) V «d 

-M -I  , 

I .’A.  . 1_  I 1.2  I 1 

l I Jn 

quantité  qui  est  égale  à y 1 à cause  de  (i  — i)"  = o. 

On  aura  donc 


n 

1 


Xxf/x-t-...-(- 


(- 
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ce  qui  est  bien  le  résultat  obtenu  en  changeant  n en  n -f- 1 
dans  la  formule  (6). 

Maintenant  si  l’on  écrit  z au  lieu  dex  sous  chacun  des 

signes  Jdu  second  membre  de  la  formule  (6)  et  qu'on 

désigne  par  Z <’e  que  devient  X après  ce  changement,  on 

pourra  faire  passer,  sous  chaque  signe les  facteurs  x 

qui  le  multiplient.  Réunissant  ensuite  toutes  les  inté- 
grales en  une  seule,  on  aura 


X„  = 


Zrfz, 


ou 

(7) 


X,= 


1 . 2 . . . ( n — I ) 


Ainsi  l’intégrale  générale  de  l’équation  (i)  est 


r*n_i  étant  un  polynôme  arbitraire  en  x,  du  degré  n — i . 


69i.  Supposons  que  la  fonction  X soit  la  dérivée 
y<"J(x),  d’ordre  n,  d’une  fonction  donnée  f{x)-,  il  est 
évident  que  l’équation 


(.r  — .r.)"-' 


1 . 2.  . . (n  — I 


est  l’intégrale  de  l’équation  (i),  prise  de  manière  que  > et 
scs  n — I premières  dérivées  se  réduisent  à zéro  pour 
X = X».  Mais  la  môme  intégrale  sera  donnée  aussi  par 
la  formule  (8), si  l’on  y remplace  Z par_/"  (r)  et  que  l’on 
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fasse  P„_i  = o;  011  a donc 


/(x)-/(x.)-  1—1? /'(X.)-...-  ii_^/(-)(x.) 


)(z)dz, 


OU,  en  posant  x — x^-i-h  et  z = Xt  + /i  — t sous  le 
signe  J' I 

/(.r.  + h)=f  (.r.)  + /'  (.r.)  + . . . + — ■ (x.) 


1 — l)*^ 


i f /*"M**'*'^  ^ 0 

I-2-  ••(«  - l)  ,/o 


Notre  analyse  sious  fournit  ainsi  une  démonstration  nou- 
velle de  la  formule  de  Taylor. 


Des  équations  où  ne  figurent  que  deux  dérivées  consé- 
cutives de  la  fonction  inconnue. 

695.  Considérons  d’abord  une  équation  de  la  forme 


{>) 

/ d‘‘y  dr\ 

dl) 

ou 

(2) 

■'(I- ")  = ■>• 

en  posant 

(3) 

dr 

Supposons  que  l’on  puisse  résoudre  l’équation  (a)  par 

.dp  , .dp  c,  \ 

rapport  a ^ et  qu  on  en  urc  f =j  (p),  ou 


(4) 


àx  = 


f\p)' 
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C étant  une  constante  arbitraire,  une  valeur  initiale 
qucleonque. 

Ensuite,  si  l’on  peut  résoudre  l’équation  (5)  par  rap- 
port à /;,  de  manière  que  l’on  ait 


on  aura 


p=i^{x)  ou  rfr  = (f  (x)  f/.r, 


(6) 


jr=  i <f[x)dx-\-C, 
J 


C'  étant  une  deuxième  arbitraire;  l’équation  (6)  est  l'in- 
tégrale générale  de  la  proposée. 

On  peut  encore  obtenir  cette  intégrale  par  le  procédé 
suivant,  qu’on  devra  toujours  employer  quand  l’équa- 
tion (5)  ne  pourra  pas  être  résolue  par  rapport  à p.  En 
multipliant  l’équation  (4)par^,  elle  devient 


d’où 


f[p] 


(7) 


-i 


’’  P 

f^) 


c„ 


Cl  étant  une  constante  arbitraire.  11  est  évident  que  l’in- 
tégrale générale  demandée  résulte  de  l’élimination  de  p 
entre  les  équations  (5)  et  (7). 


(596.  Si  l'on  ne  peut  pas  résoudre  l’équation  (a)  par 

rapport  à mais  qu’on  sache  la  résoudre  par  rapport 

à p,  on  obtiendra  comme  il  suit  l’intégrale  demandée. 
Posons 

dp 


47^>  CALCUL  4^Tta1lAL. 

et  supposons  que  l’équation  proposée  donne 

(8)  J>  = ^[q], 

on  aura,  en  difTércntiant, 


d’ailleurs 

donc 


= {7)^7; 

dp  P dp 

rfx=— , dr=—^y 

7 7 

d.r  = dq,  dy  = ,1^, 


d'où,  en  intégrant, 


(9) 


dq  -+-  C, 


f7)?rv) 

7 


dq  -f-  Cl, 


C et  C,  étant  deux  constantes  arbitraires*,  l’intégrale 
demandée  sera  le  résultat  de  l'élimination  de  q entre  les 
deux  équations  (9). 


697.  Supposons,  enfin,  que  l’équation  proposée  ne 
puisse  être  résolue  ni  par  rapport  à p ni  par  rapport 
à <7,  mais  qu’on  sache  exprimer  p et  q en  fonction  d’une 
nouvelle  variable  I,  de  manière  que  l’on  ait 


(lo)  p = t3(t),  q = '^(t)-, 

on  tire  de  là 

d/l  = n'  (f)  dt, 

et  les  formules 


deviennent  alors 


1 "'(^1  J. 

tU  = "—7  ■ ■ dt. 

dy^ 

'HO 

'HO 

d'où 



1“  a (f]  rs'  ( t) 

J ”” 

a. 

i 'HO 

dt  -f-  C, , 
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C et  C|  étant  deiyc  arbitraires;  l’intégrale  demandée  est 
ainsi  donnée  par  les  équations  (i  i). 

698.  Exemple.  — Trouver  la  courbe  plane  dont  le 
rayon  de  courbure  a une  projection  de  longueur  con- 
stante sur  une  direction  fixe. 

Le  rayon  de  courbure  a pour  expression,  dans  le  cas 


des  coordonnées  rectangulaires, 


(-ër 


d^y 

d^ 


et  1 


e cosinus 


de  Tangle  que  forme  sa  direction  avec  l’axe  des  x est 

(/y 

Si  donc  on  prend  pour  axe  des  x la  direction 


1 


Udc' 


\/ 

6xe  donnée,  l’équation  du  problème  sera 

dy'\ 
ltx‘  I 


dx 


1 + 
dx- 


a étant  une  ligne  donnée.  En  faisant,  comme  précé- 
demment, ^ = p,  cette  équation  devient 


d’où 


dx 


dp  P (l  p') 

dx  a ’ 

tip  flp  P fi  P 


a p{l+p')  P l-t-p‘ 

dy dp 

a i-t-  yj’ 

Intégrant  et  désignant  par  Xo,  ;;  o deux  constantes  arbi- 
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= log  — arc  tang/<, 

v'  H-  /V  " 


cl  l’élimination  de  p donne 


.r  — X,  . y — y t 

=:  log  sin 


699.  Considérons  plus  généralement  l'équation  dif- 
férentielle 


(>) 

qui  se  réduit  .'i 

{^) 

quand  on  pose 


F (*,„)  = .. 


J»->y 

dx‘~‘ 


Supposons  que  l’équation  (a)  puisse  être  résolue  par 
rapport  à ^ et  que  l’on  en  tire 


(3) 


OU  aura,  par  l’intégration, 

(4) 


r'’  dp 


C étant  une  constante.  Si  cette  équation  peut  être  ré- 
solue par  rapport  à p,  on  sera  ramené  à une  équation 
de  la  forme 

„ d"-‘y  „ 

p =X  ou  = A, 

' dx"-' 


X étant  une  fonction  donnée  de  x\  c’est  le  cas  du  n“  693. 
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700.  Supposons  que  l’équalion  (4)  ne  puisse  pas  être 
résolue  par  rapport  à p.  On  a,  à cause  de  l’équation  (3), 

.{n-ty 

-T  = 

d’où,  C,  étant  une  constante  arbitraire, 

_ C’’  P <>P  , P 

Si  l’on  fait,  pour  abréger. 


. P^ 
Jp.  /{p) 


<m  pourra  écrire 


V P f/fj 

et,  en  intégrant, 

.'F 

— - — --  — * i t/tj  “H  Cl  *4~  Cï  î 

Jr.  f^P) 

en  continuant  ainsi , on  obtiendra  la  valeur  de  y par  des 
quadratures. 


Des  équations  où  ne  figurent  que  fieux  dérivées  dont 
les  ordres  different  de  deux  unités. 


701.  Soit  d’abord  l’équation 


L-  i 


= O, 


qui  ne  renferme  que  la  fonction  inconnue avec  sa  dé- 
rivée du  deuxième  ordre. 

Supposons  en  premier  lieu  qu’on  puisse  résoudre 
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, . , a- y , 

1 équation  par  rapport  a et  qu  011  en  lire 

(’) 


, d\y 

S 


On  aura,  en  multipliant  par  ac/i, 

Le  premier  membre  est  maintenant  la  différentielle 

de  i a doue,  en  intégrant  et  en  désignant  par  C 

une  eoustanle  arbitraire,  par  y»  une  valeur  initiale  quel- 
conque de  7', 

On  ti  rc  de  là 

dy 


dx  ; 


v/= 


/ f{T)dy  + Q. 

puis,  eonime  les  variables  sont  séparées. 


(3) 


r/r 

/ V ^ 

Jy,  V Jï, 


+ C', 


f{y)‘b  -t-  L 


C'  étaut  une  nouvelle  constante  arbitraire.  L’éijuatiou  (dj 
est  l'intégrale  générale  de  la  proposée. 

702.  Supposons  iju’on  ne  puisse  pas  résoudre  la  pro- 
posée par  rapport  à mais  qu’on  sache  la  résoudre 

par  rapport  à >•.  Posons 


« 
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et  soit 

(5)  J = T('?) 

la  valeur  de  tirée  de  l’équation  (i).  La  différentiation 
donne 

= <7 

d’ailleurs  on  a,  par  les  équations  (4),  dy  z=  donc 
P'lp  = n'?'  [n)dq, 

équation  où  les  variables  sont  séparées.  L’intégration 
donne,  en  désignant  par  C une  constante, 


(6) 

d’où 


P'=l  + C, 


vx; 


7.q<f'[q)dq  -I-  C; 


l’équation  dx=  — =z  devient  alors 

P P 


d.r  = 


5'  ( 17 1 dq 


( 7 ) c 


d’où,  en  désignant  par  C,  une  deuxième  arbitraire, 

q'[q)dq 


- r' 

/ \/  / ^7? 

•4.  ’ ‘4. 


c,; 


?'  (<7)  C 


l’intégrale  générale  demandée  est  le  résultat  de  l’élimi- 
nation de  q entre  les  équations  (5)  et  (7). 

703.  Lxe.mplk.  — Considérons  l’équation 

d' Y 


dx^ 


— my  ~ o: 


II. 


3i 
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on  en  lire 


<roù 


put 


cl 


dy  f/’  r 

2 f 2 niydj  O, 

a.r  (IX 


(gy=„„..*c,. 

^ III  dx  — ) 

s/7’  + c 

r-  r 

•dm—  I ■ -4-const  ., 


X \!m  = log  ( V + \jy^  + C)  — logC', 
C étant  une  deuxieme  conslante.  On  a ainsi 
y -4-  \/_v-  -I-  C ==  C'  e'é" , 

et,  en  prenant  les  inverses  de  chaque  membre, 

C 

c=-c-V'". 


En  reiranchant  cette  formule  de  la  précédente  et  écrivant 

C'  C 

simplement  C,  C'  au  lieu  de  — ) on  obtient 

jr  — Ce-'»'"  -f- 

ce  qui  est  l’intégrale  générale  de  la  jiroposée. 

Si  m est  un  nombre  négatif  — n’,  on  peut  écrire 


X=C 


c"»'-'  -i-  f-"V- 


C' 


e" 


V-'  — erW-' 


2 d — I 


on 


^ = C cos  n.r  -t-  C'  sin  «2^, 

C et  C'  désignant  encore  deux  constantes  arbitraires.  On 
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peut  faire 


C=Acosa,  C'=  — Asina,  ' 
el  l'inlégrale  générale  deviendra 

y=^  cos(  nx  + a\ 

A et  a étant  les  deux  constantes  arbitraires. 

704.  On  peut  ramener  au  cas  du  n“  701  celui  de 
l'équation 

• • f/**  V y 

qui  ne  renferme  que  les  deux  dérivées  — 


Il  suffit  elfectivement  de  poser 

d—'r 


dx"  d.r“ 


rfj— " '' 

et  la  proposée  deviendra 

(3'  f(^,  /.)=o. 

La  détermination  de  p en  fonction  de  x n’offre  que  les 
difficultés  de  l’élimination,  et  elle  se  ramène,  comme  on 
l’a  vu,  aux  quadratures. 

Supposons  que  l’équation  (3)  puisse  être  résolue  par 

. d‘ P ,, 

rapport  a et  que  1 on  ait 


(4) 

on  aura  (n"701  ) 


d^p 

IhP 


--/ip). 


‘h 

dx 


H -s: 


f{p)dp-¥Q.  — '^{p), 


puis 

(5) 


= rJ!L 

J P.  ^iP] 


J P,  ■^{p) 

C et  C'  étant  deux  arbitraires. 


C', 


7: 


3i. 
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Si  l’équation  (5)  peut  être  résolue  par  rapport  à /), 
ou  déterminera  _)  par  l’équation  (2)  qui  rentre  dans  le 
cas  du  n”  093.  Mais  si  l’on  ne  sait  pas  résoudre  l’équa- 
tion (5),  on  Opérera  comme  au  n“  700  : on  a 


d’où 


d^-p^ 


— P dx 


IIÈL, 

\pŸ 


d“-‘  y j 'f  P dp 

dx-'  ^[p) 


+ Cj  — P»  -t-  c,, 


C,  étant  une  constante.  On  a ensuite 


‘‘  = (P. + 

d’où 

d"-'j 

dx--'  ~ 


f’  V,dp 

Jp.  +0') 


-}-  Cl  .r  -f-  Cïï, 


Ct  étant  une  nouvelle  constante.  II  est  évident  qu’en  con- 
tinuant ainsi,  on  obtiendra  la  valeur  de  r par  de  simples 
quadratures. 


Cas  ou  l'on  peut  abaisser  l'ordre  des  erjualions 
dijjeren  tiellcs. 


705.  On  peut  abaisser  l’ordre  d’une  équation  düléren- 
ticlle,  lorsque  celle-ci  ne  renl'erme  pas  la  fonction  in- 
connue, mais  seulement  ses  dérivées.  Soit,  en  effet, 
l’équation  d’ordre  n 


di'+'jr 

dx"*'  ’ 


d”  y \ 

d?')' 


O, 


qui  ne  renferme  pas  ) ct  dans  laquelle  désigne  la  dé- 
rivée de  l’ordre  le  moins  élevé.  Si  l’on  pose  , 
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l’équation  proposée  se  réduira  à l’équation  d’ordre  n — m, 


F 


. P> 


ÛE. 

dx'' 


Quand  la  valeur  de  p sera  connue,  on  aura  _>  par  des  qua- 
dratures. 

En  second  lieu,  on  peut  toujours  abaisser  d’une  unité 
l’ordre  d’une  équation  différentielle  qui  ne  renferme  pas 
la  variable  indépendante.  Car  soit  l’équation  d’ordre  n 


= o, 


où  ne  figure  pas  la  variable  indépendante  x;  il  est 
évident  que  si  l’on  prendj  pour  variable  indépendante, 
l’équation  proposée  rentrera  dans  le  cas  précédent.  Posant 
donc 


on  aura 


d^y  dp  dp 

dx'  dx  ^ dy  ’ 


et,  après  la  substitution  de  ces  valeurs,  l’équation  se  ré- 
duira à l’ordre  n — t.  La  valeur  de^p  en  y étant  connue, 
il  restera  à déterminer  .r  par  l’équation  • 


ce  qui  n’exige  qu’une  quadrature. 

, ^ ' 4 ^ 

706.  Des  ÉQUATIONS  HOMOGÈNES  PAR  RAPPORT  A LA  FONC- 
TiON  iMcoKMUE  ET  A SES  DÉRIVÉES.  — Si  l’équatioii  dif- 
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féremielle  d’ordre  n. 


> f, 


dr 

dx' 


5 


d'rX 

dx'*  j 


= 0, 


1 . . dy  d"r 

est  homogène  par  rapport  a y,  on  peut 

dx  ajr"  r 

la  ramener  à l’ordre  >i — i par  la  substitution 


Z dx 

r — « ■ 

Z étant  une  nouvelle  fonction  inconnue.  Effectivement, 
la  différentiation  donne 


I 


Ap  rès  la  substitution  de  ces  valeurs,  l’cxponeniielle 

disparaîtra  nécessairement  de  l’équation  proposée,  ptiisque 

, . 1 . . dy 

cette  équation  est  homogène  par  rapport  a ) , 

et  l’on  aura  une  équation  en  z 


j dz  d"-'z\ 


dont  l’ordre  sera  seulement  n — i.  La  valeur  de  z étant 
connue,  on  aura  celle  de  i , par  une  quadrature. 

707.  On  peut  ramener  au  cas  que  nous  venons  de  con- 
sidérer celui  d’une  équation 
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qui  ne  renferme  pas  la  variable  indépendante  x et  qui 
e.^t  homogène  par  rapport  à 


dx 
(Ix  ’ 


car,  ,ii  l’on  pose 


d^Y 

d'y 

dJ- 

dx' 

tir  ’ 

nPÿ 

dx 

dr' 

tlv 

dx 

-P< 

on  aura 


r/’r  dp 


d\Y 

17 


après  la  subslilulion  de  ces  valeurs,  on  aura  une  équa- 
tion d’ordre  n — r,  laquelle  sera  homogène  par  rapport 
, dp  d‘‘ P 

a P,  -j-1  efqui,  en  conséquence,  se  ramènera 

à l’ordre  n — 2. 


708.  Des  équations  iuffére.vtielles  du  deuxième 

ORDRE,  nOAIOGÈKES  PAR  RAPPORT  AUX  VARIABLES  ET  A LEURS 
DIFFERENTIELLES.  Soit 


/ dr  d^r\ 


une  équation  du  deuxième  ordre,  homogène  par  rapport 
à ,r,_> , flx,  dj,  d'y.  Si  l’on  pose 

{2)  y — ux , dr=pdx,  d^y  — ï-dx-, 

l'équation  (i),  après  la  substitution  de  ces  valeurs,  ne 
contiendra  plus  x,  et  elle  sera  de  la  forme 

(3)  /(«,  p,  v)  = o. 

En  effet,  par  hypothèse,  l’équation  (i)  ne  change  pas  quand 
on  multiplie  chacune  des  quantités  x,  r>  dr,  d> , d^y 
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par  un  facteur  quelconque  ; mais,  après  cette  multipli- 
cation, les  valeurs  de  u,  p,  q sont  restées  les  mêmes; 
donc  l’équation  (3)  ne  peut  pas  renfermer  x. 

Les  formules  (2)  donnent 

q 

dy  — udx  T du  — pdxy  d^r  = dpd.r  = — 

X 

d’où 

(4) 

' X P — U q 

Supposons  maintenant  que  l’on  tire  de  l’équation  (3) 

7 = ?("*  l>)i 


on  aura,  par  la  formule  (4) , 


(5) 


dn  dp 

P - u~  q[u,  P)' 


équation  différentielle  du  premier  ordre  entre  les  varia- 
bles P et  U.  Lorsque  cette  équation  aura  été  intégrée, 
la  solution  de  la  question  proposée  u’exigera  plus  qu’une 
quadrature,  car  la  valeur  de  p étant  connue  en  fonction 
de  U,  on  aura  celle  de  x au  moven  de  la  formule 


d.T  du 

X p — U 

dans  laquelle  les  variables  sont  séparées. 


Applicalion  des  résultats  qui  précèdent  à quelques 
exemples. 

709.  Problème  I.  — Trouver  la  courbe  plane  dans 
laquelle  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  à une 
fonction  donnée  de  l'abscisse. 

Si  l’on  désigne  par  x et  y des  coordonnées  rectangu- 
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(-S)‘ 


>l\r 

ci.r^ 


=/{-)■ 


Elle  ne  reuferme  pas  j',  ei  on  l’abaissera  au  premier  ordre, 
en  posant 

dr f/’v  dp 

d-r  ^ ’ f/j’  d.v  ’ 

elle  devient  alors 

dp  dx  , 

Ici  les  variables  sont  séparées  et  l’intégration  donne 

dx 

V'’ 


d’où 


dr 


V'  > + p'  Jx,  f (-^) 

dx 

i.  M ^ " 


c, 


Ÿi-*'); 


on  aura  } , par  une  nouvelle  quadrature,  savoir  ; 

J'  — f + C,. 

Jx, 

Considérons,  par  exemple,  le  cas  où  la  fonction  donnée 
f[æ)  a pour  valeur 

^ /{x)=z—, 

' ' a.r 

^ ' ‘•1 
a étant  une  constante.  On  aura,  eu  prenant  jr,,  = o et 

♦.  * 

¥ 

¥ 
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en  écrivant  — au  lieu  de  C, 

/j3  ' 


tlx  JT’  X'  + C 

r.  f{-^)  ^ — (x’  + r)’ 


pui 


r'  x>+c 

X — f — f/x  -H  C,. 

Jo  V«'  — (x‘  H-  (•)= 


La  courbe  représentée  par  celte  équation  se  rencontre 
dans  la  Mécanique  et  elle  a reçu  le  nom  de  courbe  élas  - 
tique  j son  rayon  de  courbure  varie  en  raison  inverse  de 
l’abscisse. 

710.  Pboblkme  II.  — Trouver  la  courbe,  plane  flous 
laquelle  le  rajon  de  courbure  est  proportionnel  au  cube 
de  la  normale. 

Si  l’on  désigne  par  x et^  des  coordonnées  rectangu- 
laires, par  P la  dérivée  -~i  le  rayon  de  courbure  et  la  nor- 
male  auront  rcspcclivenient  pour  valeurs 


'hL 

d.v 


l'équation  du  problème  proposé  est  donc 


'!l 

<Lx 


a étant  une  ligne  donnée.  Cette  équation  du  deuxième 
ordre  ne  renferme  pas  .r;  il  faut  donc  prendre  y pour 

variable  indépendante,  et  en  remplaçant  dx  par  —,  on  a 


P . 


Hfi  fp  rprlr 

±lp~  — — ou  ±pdp~  — • 

dy  y'  )■’ 


Diqitr  JbyC'iMlgle 
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Les  variables  sont  séparées,  et  l’on  a,  par  l’intégration, 
en  désignant  par  - une  constante. 


d’où 


= ± — + -) 
n 


Hy  i 


dx 


y 


et 


intégrant  et  désignant  par  Xo  une  nouvelle  constante  ar- 
bitraire, on  trouve 

X — Xa=  >fn  ± 


OU 


(•r.  — X,)’ — n>’  = ±/j’a’.  , 

La  courbe  demandée  est  donc,  en  général,  une  ellipse 
ou  une  hyperbole.  Dans  le  cas  de  - = o,  on  trouve  une 
parabole. 

711.  PaoBi-kMF.  III.  — Trouver  la  courbe  plane  dans 
laquelle  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  à la 
normale. 

Désignons  par  n un  nombre  donné  positif  ou  négatif. 
L’équation  du  problème  sera 


dp 

dx 


- ny  ; 


dY 


elle  ne  renferme  pas  x et  nous  remplacerons  dx  par  — » 

comme  dans  le  problème  précédent;  on  aura  ainsi 

2 P dp  2 dy 

\-y  p^  n y 

Les  variables  sont  séparées,  et  l’intégratiou  donne,  en  dc- 
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signaiil  par  c une  constante  arbitraire, 


d’où 


et 


log(i  4-  /.*)  = ^ — loge)  = log  j 


rfe  : 


une  seconde  intégration  donne  enfin 


-=.f 


Xo  désignant  une  constante  arbitraire  et  une  valeur  ini- 
tiale dey  qu’on  peut  choisir  à volonté. 

L’expression  de  dx  est  celle  d’une  différentielle  bi- 
nôme et  les  cas  d'intégrabilité  sont  ceux  dans  lesquels 

^ ou  ^ ' est  un  entier;  c’est-à-dire,  ceux  dans  lesquels 

H est  un  entier.  Les  plus  remarquables  répondent  à 
n=±i,  n=±2. 

i“  Soit  n = — I ; on  a,  en  prenant  } o = <’» 


X X, 


— I ' ___  -, 


d’oil 


(x  — X,)’  4-x’=  f’ï 

la  courbe  demandée  est  une  circonférence. 
2°  Soit  « = -t-  I ; on  a 

X lui?  = r = log 

Je  — c’ 
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y -H  \'y'  - C’  _ ~c  ‘ 
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et  en  prenant  les  inverses  de  chaque  membre 

r — ~ 

y — yy’  — <•'  c 

— C 

c 

On  a,  en  ajoutant  les  deux  équations  précédentes, 


la  courbe  demandée  est  donc  une  chaînette  (n°  224). 
3“  Soit  n = — 2 ; on  a 


ce  qui  est  l’équation  dilTérenlielle  d’une  cycloïdcdans  la- 
quelle le  diamètre  du  cercle  générateur  est  égal  à c 
(n“231). 

4“  Soit  = -f-  2 ; on  a 


d'où 


— X,  — = 2 y/c  ( 

Je  vr  ~ '■ 

( j:  — .r.  V 


y — c 


ce  qui  est  l’étjuation  d’une  parabole. 


712.  PnouLÈME  IV.  — Tl oti\’ev  la  surface  (te  nh’olu- 
lion  i>our  Inijuclle  la  courhare  moyenne  aux  divers 
points  est  constante. 

Dans  une  surface  de  révolution,  les  méridiens  et  les 
parallèles  constituent  les  deux  systèmes  de  ligues  de  cour- 
bure. 11  s’ensuit  «jue  l’un  des  rayons  de  courbure  princi- 
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paux  est  celui  de  la  méridienne  cl  que  le  rayon  de  la  se- 
conde courbure  est  la  partie  de  la  normale  comprise 
entre  l’axe  et  la  surface.  Si  l’on  désigne  par  R.  le  premier 
de  ces  rayons,  par  N le  second,  l’équation  du  problème 


I 

R 


I 


I 

: —9 
a 


a étant  une  ligne  donnée.  Dans  cette  formule,  U et  N sont 
de  même  signe  ou  de  signes  contraires,  selon  que  ces 
rayons  ont  la  môme  direction  ou  des  directions  opposées. 
Rapportons  l’un  des  méridiens  à deux  axes  rectangu- 
laires, dont  l’un,  celui  desx,  coïncide  avec  l’axe  de  la  sur- 

face;  R et  N seront  de  môme  signe  si  j sont  de 

signes  contraires,  et  inversement;  il  faut  donc  prendre 


R = — 


d^Y 

dx' 


V' 


dr'' 


/: 


/'/y* 


le  signe  du  radical  ^ 1 -f-  qui  figure  dans  ces  expres- 
sions claiU  d'ailleurs  arbitraire.  Alors  rëqualioii  précé- 
dente deviendra 


d*Y 

dx‘ 


dv‘ 


Cette  équation  ne  renferme  pas  x , et  on  l’abaissera  au 
premier  ordre  en  posant 

dr d'r dp 


(ÉC 


dx 


l=p 


dy  ’ 


DIgitir 
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elle  devient  ainsi 


dy 


1 

„i  a 


{\+P'Ÿ 

Pour  l'intégrer,  il  suffit  de  la  multiplier  par  j'r/j',  ce  qui 
donne 

_ y^y . 

(1+/4’  v' <+/''• 

le  premier  membre  est  la  différentielle  exacte  de  - 

V I 

et  l'on  a,  par  conséquent, 


y‘‘  ± h- 


b-‘ 


's/i- 


± — étant  la  constante  arbitraire  introduite  par  l’inlé- 

2rt  ‘ 

gration.  Ou  tire  de  là 


y/4  — O’  i 


dy 


et,  à cause  de  p = -4- 


d.r—- 

\/^a‘y-  — {y‘±:b^)‘ 

la  question  est  donc  ramenée  aux  quadratures. 


713.  Si  la  constante  b est  nulle,  l’équation  précédente 
se  réduit  à 

dj.  — _rj'' 

— y 


en  faisant  abstraction  de  la  solution  jiarticulière  y = o. 
L’intégration  donne 


x — .r,  = — V^4"’ — .X’—o,  d’où  (a:  — jr,)’ =;  4"’> 


ce  qui  représente  une  circonférence;  il  est  évident  à 
priori  que  la  sphère  est  l’uue  des  surlaces  demandées. 
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Si  l’on  pose  i’  = ca,  c étant  une  nouvelle  constante, 
et  que  l’on  fasse  ensuite  <1  = ao  , l’équation  diirérenliclle 
que  nous  avons  obtenue  se  réduira  à la  suivante 


d’où  l’on  tire 


Xt  étant  la  constante  arbitraire.  Celte  équation  est  celle 
de  la  chaînette,  qui  est  le  lieu  décrit  par  le  foyer  d’une 
parabole  roulant  sans  glisser  sur  une  droite  fixe  (n“  22i), 
et  la  surface  de  révolution  que  cette  courbe  engendre  en 
tournant  autour  de  l’axe  des  abscisses  a cette  propriété 
que  la  courbure  moyenne  est  nulle  en  chaque  point, 
c'est-.à-dire  «jue  les  rayons  des  courbures  principales  sont 
égaux  et  dii  igés  en  sens  contraire. 

En  partant  de  ce  fait  et  en  remanjuant  que,  dans  le  c.as 
général  où  les  constantes  «et  b restent  indéterminées,  l’in- 
tégrale de  la  diflcTcnticlle  tlx  ne  renferme  pas  d’autres 
transcendantes  que  celles  qui  expriment  les  arcs  d’el- 
lipse ou  d’hyperbole,  M.  Dclaunay  a pensé  que  la  méri- 
dienne de  la  surface  de  révolution  de  courbure  moyenne 
constante  devait  pouvoir  être  engendrée  par  le  foyer 
d’une  ellipse  ou  d’une  hyperbole  roulant  sans  glisser  sur 
une  droite  fixe.  Il  a elléctivemeni  démontré  cette  élé- 
gante proposition  dans  un  article  qui  fait  partie  du 
tome  VI,  i"  série,  du  Journal  de  Mathématiques  pures  1 1 
appliquées^  on  peut  eu  vérifier  l’exactitude  comme  il  suit  : 
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rt-  6' 

l'équation  d'unt  ellipse  rapportée  à ses  axes;  désignons 
par  c la  distance  y'a'  — />'  du  centre  au  foyer  F',  par  s' 
l’arc  AM  de  l’ellipse,  compris  entre  le  sommet  A et  le 


point  M (x',  y').  Menons  au  point  M la  tangente  Ox, 
prenons  à partir  de  M une  longueur  MO  = s'  et  élevons, 
par  le  poUit  O,  la  droite  Ov  perpendiculaire  à Ox.  Dé- 
signons enfin  par  y la  perpendiculaire  FP  abaissée  du 
foyer  F sur  la  tangente  Ox  et  par  x la  distance  PO  du 
pied  de  cette  perpendiculaire  au  point  O.  On  aura,  par 
les  formules  connues, 


Cl)  ' 

~IP~ 


La  première  de  ces  équations  et  celle  de  l'ellipse  déter- 
minent x'  elj'  en  fonction  de  j',  on  trouve 

«'  — V» 

c i-  -t-  r ’ ’ 

II.  32 


« 


i 
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d’où  l’on  conclut  facilement 


th'  = 


tiy 


(i'4- r’)’  \ 4"’^’ — 

c — (A’+r’)* 

— al  » r ) = 1 — - ■ 

A’  ( A’ +_r’)’ ^ 4''’.)  ' — + 


d_y. 


La  différence  des  premiers  membres  de  ces  formules  n’est 
autre  chose  que  Jt;  ou  a donc 


f A’  -t-  y']  rly 


Il  est  évident  que  cette  équation  différentielle  est  celle 
de  la  courbe  décrite  par  le  foyer  F quand  l’ellipse  roule 
sans  glisser  sur  la  droite  Ox,  et  si  l’on  veut  substituer 
une  hyperbole  à l’ellipse,  il  suffira  d’écrire  — b'  au  lieu 
de-f-i’,  dans  la  précédente  équation.  On  voit  que  celle-ci 
coïncide  avec  l’équation  du  problème  (|ue  nous  nous 
étions  proposé. 

714.  PnOBLÈME  V.  — On  demande  de  trouver  l’ in- 
tégrale generale  de  l'équation  du  deuxième  ordre 

fl  y d'y  iy' 

dj-  dx'  -t' 

Cette  équation  est  homogène  jiar  rapport  à y, ^ ; 
on  doit  donc  poser  (n“  70fi) 


tdr 


9 


Cl,  après  la  substitution,  on  a réqualion  du  premier  ordre 


Z 


dz 

dx 


P. 


que  Ton  peut  intégrer  facilement,  car  on  la  rend  bomo- 


• , 
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gène  en  posant 


Ht 


^ 7' 

elle  devient  effectivement,  par  cette  substitution, 
t- zHz  — -4-  2/’)  Ht  = O. 

Enfin,  si  l’on  pose  (n“  6ot) 

Z — ut,  Hz  = U Ht  -h  tHu, 
elle  prendra  la  forme 

dt  U du 


t tr — tr  -f-  2 


= o, 


ou 


dt  I du  I (m  — \ \dn  3 du 

t ~^5«-t-i  5(h  — 5'rt  — I 1 

intégrant,  et  remettant  - au  lieu  de  t,  zx  au  lieu  de  n,  il 

X 

vient 

1 ‘ 1 Xi  -I- 1 3 , , „ 

— log.r  -4-  - log  — - arctang{.r;  — i)  =:  C. 

't  — i)’-H  2 J 

La  valeur  de  z étant  définie  par  celte  équalioli,  l’intégrale 
générale  demandée  sera 


yz=e  • ; 

elle  renferme  les  deux  constantes  arbitraires  x,  et  C. 

715.  PuoBLÈME  M.  — Trom’er  la  courbe  plane  dont 
les  arcs  sont  proportionnels  aux  at\s  correspondants 
de  la  développée. 

Désignons  par  s l’arc  de  la  courbe  inconnue  coirplé  à 
partir  d’un  point  fixe  de  cette  courbe,  par  l’arc  cor- 
respondant de  la  développée , par  a une  constant** 

32. 
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donnée;  l’cqualion  du  problème  proposé  sera 
s,=^xs  ou  tiSf  — a.t/s, 

OU,  comme  rlsi  est  égale  à la  différentielle  du  rayon  de 
courbure  R de  la  courbe  demandée, 


rfR  zzzads. 

Si  l’on  introduit  les  coordonnées  rectangulaires  x,  y, 
cette  équation  sera  de  troisième  ordre,  et,  par  conséquent, 
l’intégration  amènera  trois  constantes  arbitraires.  On 
effectue  facilement  cette  intégration,  en  opérant  comme 
il  suit  : 

Soit  rinclinaisoii  de  la  tangente  de  la  courbe  cbercliée 
sur  l’axe  des  x,  on  aura 

ils 

R=— , 

dy 

et  notre  équation  différentielle  deviendra 
rfR 

l'intégration  donne 


logR  — \of^n  — ay.  ou  R = «f°'?, 
a étant  une  constante  arbitraire.  On  a donc  aussi 


ds  — eic“?  dif, 

et  par  consé([uent 

f/j:  =:  iie^’’'  co5yr/<p,  dy  — ac*^’  siny  ^/J. 

Ajoutons  ces  équations;  après  avoir  multiplié  la  seconde 
par  y — I,  il  viendra 

d ■+-  y y' — I 1 = dif; 

intégrant  et  désignant  par  a:,, co'iflante 
a ri  )i  il  aire,  on  a 

a -f-  y—  ' 
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Celte  équation  se  décompose  en  deux  autres,  et  si, 
entre  celles-ci,  on  élimine  l’angle  «y,  on  obtiendra  l'in- 
tégrale générale  demandée,  qui  renfermera  les  trois  ar- 
bitraires a, 

Posons 



5t  -4-  ^ 1 

puis 

-r  — Xo  = f cos(m  (il,  X — = f sit'l“  + 

P et  w seront  des  coordonnées  polaires,  et  l’équation  pré- 
cédente deviendra 

d'où 

f>  = me^’f , (0  = y , 

et,  par  conséquent, 

05  to 

P =:  me  , 

Ainsi  la  spirale  logaritlimique  est  la  seule  courbe  qui 
possède  la  propriété  en  question. 

La  solution  précédente  fournit  un  exemple  des  simpli- 
fications que  peuvent  comporter  les  problèmes  du  genre 
de  celui  que  nous  venons  de  traiter. 

716.  Problème  VII.  — Troiu'er  la  courbe  plane  dans 
laquelle  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  au 
rayon  'vecteur  issu  d'un  point Jixe.  . 

J 

Considérant  la  courbe  inconnue  comme  l’enveloppe 
de  ses  tangentes,  nous  emploierons  (n°  210)  les  deux 
équations 

■rsin  y — .r  cosy  =/ (y), 

•r  cosy  -+-  y sin  y =: /'(y), 

qui  permettent  d’exprimer  les  coordonnées  rectangu- 
laires a:,  r en  fonction  des  variables (ç  et  J On  lire  de 


5o2 

ces  équations 

d’où 
puis 

et 
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■r  = /(ç)sin  ?-<-/'{?)  cos<p, 
r = — /i?)cosî  +/'(?)sin7, 

[/(?)  -+-/"(?)]  cosyt/y, 

<<r  = [/(?) 


y/«ir’  + rf)>=rfj  = [/(Y)  -t-/"(o)]  rfç. 

Le  rayon  de  courbure  étant  égal  à ^ et  le  rayon  vecteui 
à \jx‘‘  l’équation  du  problème  sera 


ri 
ci  ^ 


m étant  un  nombre  donné.  Comme  elle  ne  renferme 
pas  f,  nous  poserons 


— J > — J 


et  il  viendra 


// 


Cette  équation  du  premier  ordre  s’intégre  immédiate- 
ment, car  on  peut  lui  donner  la  forme 

•frif+frif 

— = m ri  J -,  . 

,-A  V'Z+Z- 

le  premier  membre  est  la  dilTéreuiielle  exacte  de 
et  l’intégration  donne 

ri  f 

C étant  une  constante  arbitraire.  Comme  / on  a 

■'  rfy 
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ensuite 


r=  • 


àf 


Si  l’on  a m C^i,  l’iiuégralion  donnera 


y — fo  — 


y/7=.^ 


. fi  

arcsin  - — - • - /“*“ 
' /nC 


fo  étant  une  constante.  On  tire  de  là,  en  faisant- 


v'i— = 

/(?)  =—  " V • — i*’  -t-  "sin  (ÿ  — 7.) , 

ce  qui  montre  que  la  courbe  demandée  est  algébrique 
quand  /jl  est  commensurable. 

Si  l’on  a n/  ]>  i , l’intégration  de  la  différentielle 
donnera 

7 — 7.=  — ' log(f -I- v'f»  — 1), 

V'/w’ — I 

t désignant  la  quantité  — — pr'  / — "b  et  étant  la  con- 
statue:  on  tire  de  là  en  faisant  — = a,  Jni‘  — i =n, 

/«' — I ’ ’ ' 


/( 7)  = fl  -H  fi’  + « 


— f.)  + 


EnGn,  dans  le  cas  de  m = 1 , on  a 

'if 


v^— 2C/-t-C’ 

d’où  l’on  tire,  en  posant  ^ = «, 

/(7)  = a[i  — (7  — 7,)’]. 
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Usage  d'un  facteur  pour  rinlégralion  des  équations 
difJérenticUes  d'ordre  quelconque. 

717.  Considérons  une  équation  difl’ércnlielle  d’ordre  n 
entre  les  variables  x et  y,  et  supposons  qu’on  l’ait  mise 
sous  la  forme 


(') 


P et  Q étant  des  fonctions  de  x.  t , 
peut  écrire 

VA 


rty 
ilx  ’ 


Hjl"- 


■ On 


it"-'  r 

(2)  -(-Q</x=:=0, 


et  s'il  arrive  que  le  premier  membre  de  cette  éipialion 
soit  la  différentielle  exacte  d’uiie  fonction  u de  .ï’,  ) , 
dr  d'~'Y 

— ) • ■ • ) il  est  évident  que  1 équation 

U = const. 


sera  l’une  des  intégrales  premières  de  la  proposée. 

Quelles  que  soient  les  fonctions  P et  Q,  il  existe  tou- 
jours des  facteurs  propres  à rendre  le  premier  membre 
de  l’équation  (2)  la  différentielle  exacte  d'une  fonction 

de  jr,  1,  En  effet,  coiisiilérons  runc  des 

(Ix 

intégrales  premières  de  l’équation  (2),  et  soit 
H=C 


cette  intégrale  résolue  par  rapport  à la  constante  qu’elle 
renferme.  Dilïércntions-la  et  écrivons,  pour  abréger, 

au  lieu  de  - — i on  aura 

iW 


du 

d.r 


du 

Th' 


du 

d?' 


. . -I- 


dii 

... 

f/)  ("-■)- 


O. 


et  la  valeur  de  tirée  de  celte  équation  coïncidera 
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avec  celle  qui  est  donnée  par  la  proposée,  savoir  .• 
Q + P^(-)=o; 

on  .T  donc 


fltt  lin  lin  , lin  , , 

1- — — ,,  v("-i) 

f/l  ""'I  l/.r  il)  ' i/ylK-il- 

P ~ Q ’ 

d'où,  en  désignant  par  À la  valeur  commune  de  ces  rap- 
ports, 

dfi 

lia  lia  , >111  , ^ , 

— H r'H-.  . .-f-  -, v("-'>  = iQ. 

dx  f/r’  f/>  >"  ' 


1!  l ésulte  de  là  que  l’expression 

XPf/l  »-')  + XQf/j; 

est  une  différentielle  exacte  du.  • 

On  peut  établir  par  un  raisonnement  analogue  à relui 
du  n“  683  que  la  solution  particulière  de  l’équation  pro- 
posée doit  satisfaire  à l’équation  ^ = o;  nous  nous  bor- 
nons à indiquer  cette  proposition  que  nous  ne  croyons 
pas  utile  de  développer  ici. 

La  rcclierche  des  facteurs  dont  il  vient  d’être  question 
présente  en  général  des  difficultés  insurmontables-,  il  y a 
cependant  des  cas  où  l’on  parvient  facilement  à 1rs  dé- 
couvrir. Nous  allons  en  présenter  un  exemple  qui  est  un 
de  ceux  qu’Euler  a considérés. 


718.  L’équation  dont  nous  allons  nous  occuper  est  la 
suivante  : 

d^Y  ny  

dx‘  (P  > ’ -I- 7 -I- -f- ix’)’ 

En  exaininantsa  forme,  on  voit  qu’il  y a lieu  de  cbcrrlicr 
s’il  n’existerait  pasun  facteur  tel  que  a\,y\dx 
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propre  à rendre  son  premier  membre  la  diiréreniielle 


dy 


exacte  d’une  fonction  u de  x,  Si  une  telle  fonc- 
tion « existe,  la  partie  de  sa  différentielle  to- 


tale aura  pour  valeur 


dx 


2X,,r 


et  l’on  aura,  eu  consétjuence, 


H = X,  — I 
\dx  J 


dy 

dx  I dy 

‘‘'Èi' 


dy 


U étant  une  fonction  des  seules  variables  x et  y.  En  éga- 
lant à zéro  la  différentielle  du,  on  a 


-(S 


\=  rfX,  dy  I 

) -t-  2 J ~ dV  y:.  — — O. 
j dx  dx  dx 

Et,  pour  que  cette  équation  coïncide  avec  la  proposée,  il 
faut  que  l’on  ait 

2aX,_r«/r  4“  aaXj.r’rfx 
dXj  

(p_) ’-i- 7 4- aÆx -t- ix’)’ 

/<^X,  rfX,  , 

La  première  partie  de  cette  valeur  de  c?U  deviendra  une 
différentielle  exacte,  si  l’on  pose 

X,  = 7 4-  aJx  4-  ix’, 

X,= = — S — ex; 

2 dx 

et  il  arrive  alors  que  la  partie  restante  est  elle-même  une 
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diflérciiliellc  exacte.  On  a 


et,  par  conséquent, 

T7_  “ 7+  2jx+  E.r>  ^ ^ ^ ^ 

C étant  une  constante. 

Le  facteur  dont  nous  avons  fait  usage  est 


a{y  -+-  2ÔX  + !x’)  — 2(J 

et  nous  en  concluons  cette  intégrale  première  de  la  pro- 
posée, savoir  : 

(-/-+-  2.Jx-(-  tX=)  — 2(J  4-  Jx)_X  ^ 


a (v  -f-  2 5x  + I X-  ) 

— . ' L 1 -i_  , V » -U  r — n 


Usage  de  la  différentiation  pour  l’intégration  des 
équations  différentielles. 

719.  Soit 

(1)  L’  = o 

. une  équation  dilïérenticllc  d’un  ordre  quelconque  n entre 
les  deux  Variables  x et  y.  En  la  diOérentiant  ou  obiioii- 
dra  une  équation  d’ordre  n 4-i 

(2)  U,=  0, 

et  l’on  pourra  former  ensuite  diverses  combinaisons  des 
équations  (i)  et  (2].  Soit 

(3)  ^ V.  = o 

l’équation  d’ordre  /(  + i qui  résulte  de  l’une  de  ces  com- 
binaisons. Si  l’on  peut  trouver  une  intégrale  première 
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de  l’équation  (3)  distincte  de  la  proposée,  on  connaîtra 

aussi  une  intégrale  première  de  cette  dernière.  Car,  si 

(4)  v = o 

est  une  intégrale  première  de  l’équation  (3),  et  que  l’éli- 
mination  de  entre  les  équations  (i)  et  (4)  donne 
pour  résultat 

(5)  W = o, 


cette  équation  (5), qui  est  de  l’ordre  ii  — i et  qui  renferme 
une  constante  arbitraire,  sera  évidemment  une  intégrale 
première  de  l’équation  (i). 

Si  l’équation  (i)  est  du  premier  ordre,  l'équation  (5) 
fera  connaître  son  intégrale  générale. 

720.  Exemple.  — Pour  donner  un  exemple  de  cette 
méthode  d’intégration,  proposons-nous  de  trouver  les 
lignes  àe  courbure  d’une  surface  du  deuxième  ordre  h 
centre.  L’é([uation  de  celte  surface  étant 


X-  r’ 

_ + — 

ù-  ù-—b‘ 


f"  ' ’ 


si  l’on  pose 


è»/  r' 


l’équation  différentielle  des  projections  des  ligues  de 
courbure  sur  le  plan  xj  sera  (n^dll) 


On  a par  la  difféientiation  de  cette  équation 


. f/r  \ il-  y 

2 Aa-r  -r  H-  X»  — A )•’—  B -,-d- 
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et  l'éliaiiuallou  Je  x’ — Ky'  — R eutre  les  équations  (i) 

(ly* 

et  (a)  donne,  après  la  suppression  du  facteur  A ' 

commua  à tous  les  termes, 


Si  l’on  divise  cette  équation  par  ry  -j-'  elle  devient 
(l^y  >(} 


les  varialiles  sont  séparées, 


et  l’on  a par  rintégration 


log  ^ logj  — logx  = loge, 


on 


(4i 


r ^ 

jr  il.v 


C étant  une  constante.  L'élimination  de  -j-  entre  les  équa- 
tions (i)  et  (4)  donne 

T>p 

(5) 


ce  qui  s’accorde  avec  les  résultats  obtenus  précédemment 
par  d’autres  méthodes  (n"’  338  et  G30). 


Solution  iVun  problème  qui  exige  l'intégration  fl' un 
système  d' équations  dijj^èrentielles  simultanées. 

* 721 . Nous  avons  vu  que  l’intégration  d’un  système 
d’équations  différentielles  simultanées  d’ordres  t[uelcon- 
ques  se  ramène  toujours,  par  l’élimination,  à l’intégra- 
tion d’une  ou  de  plusieurs  équations  qui  ne  renferment 
chacune  que  deux  variables  ; mais  une  telle  réduction 
ti’est  pas  toujours  de  nature  à simpiitier  le  problème 
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qu’il  s’agit  de  résoudre.  Eu  l’absence  de  toule  méthode 
générale  d’intégration,  il  ne  sera  pas  inutile  de  présenter 
ici  un  exemple  particulier,  que  nous  empruntons  à la  géo- 
métrie. 

PnoBLÈME.  — Trouver  les  trajectoires  orthogonales 
d'un  plan  mobile. 

Soient  x,  j,  z trois  coordonnées  rectangulaires,  et 
(i)  X cosa -(-  > cosS -f- î C0S7  — u — r» 

l’équation  du  plan  mobile;  la  distance  u de  ce  plan  n 
l’origine,  et  les  angles  a,  o,  y qu’elle  forme  avec  les  axes, 
sont  des  fonctions  données  d’un  paramètre  t.  Les  trajec- 
toires demandées  devant  être  perpendiculaires  au  plan, 
les  équations  dillërenliclles  du  problème  sont 

llr  fit  f/j 

' cOsa  cosC  COS7  ’ 

on  peut  concevoir  que  l’on  ait  tiré  de  l’équation  (i)  la 
valeur  de  ten  fonction  de  z,  et  les  cosinus  des  angles 
a,  6,  y doivent  être  regardés  dans  les  équations  (2)  comme 
des  fonctions  données  des  variables  x,j,  z.  Pour  inté- 
grer ceséqiiations  (2),  je  ferai  usage  des  formules  que 
j’ai  établies  au  n°  274,  et  je  conserverai  les  notations  de 
ce  numéro.  Ainsi,  les  angles»,  6,  y étant  évidemment  ceux 
que  forme,  avec  les  directions  des  axes,  la  tangente  de  la  * 
courbe  cherchée,  je  désignerai  par  rj,  ^ et  par  X,  p,  v 
les  angles  formés  avec  les  mêmes  axes  par  la  normale 
principale  et  par  l’axe  du  plan  osculatcur  de  la  courbe 
en  outre,  da,  dz  désigneront  les  angles  de  contingence 
et  de  torsion,  ds  la  différentielle  de  l’arc  de  courbe,  en 
sorte  que  l’on  aura 

( f/u  = ^(f/cosal’H-  (rfeosS)’ -f- ('/COS7)’ 

^ rh  — ^(Jcos).)’  ((/COSfl)’  -+-  (tl COSv 


■r 
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Cela  posé,  chaque  membre  de  la  formule  (a)  est  égal  à 
ds,  et  l’on  a,  en  conséquence, 

(4)  t/x=:dscosx,  (ly  z=  dscosS,  dz  = dscosy. 

Posons 

(5)  .rcosÀ + _)  cos(i -t- zcosv  = U : 

en  dilTérentiant  deux  fois  celte  équation  (5)  et  ayant 
égard  aux  équations  (4),  on  aura  (n“274) 

dV 

(6)  .rcosÇ+ > cosn  4- zcosi;  = -— , 

et  T 

(7)  .r  cosa  + /cosê  + zeos-/ = — ^ 


La  comparaison  des  équations  (i)  et  (7)  donne 


(8) 


+ U = — « 


ela 

Tt 


D’après  la  première  équation  (3),  da  est  le  produit  par  dt 
d’une  fonction  donnée  de  puisque  cosa,  cosê,  cosy  sont 
elles- mêmes  des  fonctions  données  de  ce  paramètre.  En- 
suite, d’après  les  formules  du  n°  27 -t,  cosÇ,  cos»:,  cosÇ, 
et  cosX,  cos^,  cosv,  sont  elles-mêmes  des  fonctions  con- 
nues de  t,  enfin  dx  est,  d’après  la  formule  (4),  le  produit 
d’une  telle  fonction  par  dt.  Il  résulte  de  là  que  l’équa- 
* tion  (8)  est  une  équation  diflerentielle  du  deuxième 
ordre  entre  les  variables  U et  t;  l’intégration  amènera 
donc  deux  constantes  arbitraires.  Quand  la  valeur  de  U 
sera  connue,  les  coordonnées  x,  y,  z seront  données  en 
fonction  du  paramètre  t par  les  équations  (5),  (6),  (7)  ; 
ces  équations  peuvent  être  représentées  par 

(9)  V = o,  dV  = o,  el^V  = o, 
si  l’on  pose 

(10)  V = xcosÀ -t-y  coS(x  4- Z cosv  — U. 
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L'équation  (8)  appartient  à la  classe  de  celles  dont  la 
tliéorie  fera  l’objet  du  Clinpitrc  suivant  ; mais  on  riniègie 
très-facilement,  en  faisant  usage  des  formules  du  n‘’iilü. 
Effectivement,  soient  X,  Y deux  nouvelles  variables  dé- 
finies par  les  équations 

<iV 

X sin  T — Y cosT  = 1',  X cosT  -l-  Y sm  t — 


X — U sin  T H-  COST,  y ~ — U cost  -t-  sin  t, 
i/t  il-r 


rfX=yU-l--y- Jcosrilr,  //Y=yUH 

et,  à cause  de  rétjuation  (8), 

tffT  . 

(i\.  = — « COST  r/r,  ilY  = — SIDT  </t. 

r/T  ar 

Intégrant  et  désignant  par  Â et  B deux  constantes  arbi- 
traires, on  aura 


=A-r» 


et,  par  suite, 


cost(/t,  y 


/•*  lU 

= B — I "Y”  **"  ' " • • 


(/•T  ,/ç 

U = Asinr  — B cos  t — si  ii  t / « — cos  t /It 

I i ' , 

I -+-  COST  I U - - SUIT  r/T 


Cette  formule  (i  i)  donne  l’expression  de  U en  fonction 
de  T,  ou  si  l’on  veut  en  fonction  du  paramètre  t ; le  pro- 
blème proposé  est  donc  résolu. 
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CHAPITRE  IX. 

THÉORIE  DES  ÉQUAHONS  DIFFÉRENTIELLES  LINÉAIRES. 


Des  équations  linéaires. 

722.  On  nomme  équations  di^'érenlielles  linéaires 
celles  dans  lesquelles  les  fonctions  inconnues  et  leurs  dé- 
rivées n’entrent  qu’au  premier  degré  et  ne  se  multiplient 
pas  entre  elles. 

La  variable  indépendante  étant  représentée  par  x,  et 
la  fonction  inconnue  par  y,  la  forme  générale  des  équa- 
tions linéaires  à deux  variables  est 


d'y 

ri.r“ 


Y „dv 

-t-  P -7~„ — T H- ...-)-  T -j- 

dx'^'  d.r 


-+-  U^-  = V, 


les  coefficienlsP,...,T,  U étant,  ainsi  que  V,  des  fonctions 
données  de  x qui  peuvent  se  réduire  à des  constantes. 

Lorsque  la  quantité  V sera  nulle,  nous  dirons,  pour 
abréger  le  discours,  que  l’équation  linéaire  na  pas  de 
second  membre.  On  verra  plus  loin  que  l’intégration  des 
équations  linéaires  pourvues  d’un  second  membre  se  ra- 
mène à l’intégration  de  celles  qu’on  en  déduit  par  la  sup- 
pression du  second  membre. 

Il  est  évident  (n“  643)  que  les  équations  linéaires  n’ont 
pas  de  solutions  particulières. 


Propriétés  des  équations  linéaires  dépourvues  de 
second  membre. 

723.  PnEMiÈnE  PROPRIÉTÉ.  — Li Ordre  d'une  équation 
linéaire  sans  second  membre  peut  toujours  être  abaissé 
d'une  unité. 

II.  33 
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EfTeulivemenl  l’équation 


d^r 

dx" 


P 


d'—'y 

d.d'-' 


■+-  U )•  = O 


appartient  à la  classe  des  équations  liomogènes ; on  abais- 
sera donc  son  ordre  d'une  unité  en  posant  (n"  606) 


d'où 


dr 

d.r 


maison  doit  remarquer  que  la  transformée  obtenue  ii’csl 
pas  linéaire. 

Par  exemple,  dans  le  cas  de  ri  = a,  la  proposée  est 


rf> 


fix 


et  notre  transformation  donne 


— — hz“H-P:-T-Q  = o. 

dx 

724.  Deuxième  pbopiuétè.  — Si  Véqualion  linéaire 
sans  second  membre 


^ (/"-'y 
dx"  d.r‘‘~' 


_ dr 

-t-  . . . -t-  T h U J — O 

d-r 


est  satisfaite  quand  on  pose  y = elle  est  également 
satisfaite  par  y = Cj', . C étant  une  constante,  arbi- 
traire. 


Effectivement  le  résultat  de  la  substitution  de  Cy,  à } 
dans  le  premier  membre  de  l’équation  est  égal  au  produit 
d«  la  constante  C par  le  résultat  de  la  substitution  de  a ,. 
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725.  Troisième  propriété.  — Si  la  même  équation 
linéaire  est  satisfaite  quand  on  posej=  yy^j=  , 

y=j'i,  elle  est  aussi  satisfaite  par  y — -f-  )'»+.. 

En  effet,  le  résultat  de  la  substitution  de 

.Tl  +.)  1 I 

kj  dans  le  premier  membre  de  l’équation  est  évidemment 
la  somme  des  résultats  que  l’on  obtient  quand  on  substitue 
successivement  J",,  y,, . . .,ji. 

Il  résulte  de  cette  propriété  et  de  la  précédente  que  si  l’on 
connaît  i solutions  dej',,  j ,,. de  l’équation  linéaire 
sans  second  membre,  on  pourra  former  une  solution  de 
la  môme  équation  contenant  i constantes  arbitraires,  sa- 
voir 

= C,  .V,  -f-  C,  J , -I- . . . -f-  C/.r, . 

Et  si  le  nombre  i est  égal  à l’ordre /i  de  l’équation,  ou  aura 
de  cette  manière  l’intégrale  générale  de  l’équation  diffé- 
rentielle, pourvu  cependant  que  les  arbitraires  soient 
telles  qu’on  puisse  attribuer  à la  fonction  j et  à ses  n — i 
premières  dérivées  des  valeurs  arbitraires  répondant  à 
une  valeur  de  x choisie  à volonté.  Celte  dernière  con- 
dition ne  serait  pas  remplie  s’il  existait  une  relation 
linéaire  entre  j,.  . . .,j„;  car,  dans  ce  cas,  on  a 

y -f-  H-  <i,_t  >V-,, 

fl,,  a,, ...J  fl„_,  étant  des  coefficients  constants;  celte 
valeur  de  >„  étant  substituée  dans  l’expression  de  ) , 
celle-ci  se  réduit  à la  forme  * 

J'  = Cl  -I-  C,  r,  -I- . • • C„_i  »'«_i , 

et  comme  elle  ne  renferme  pas  n arbitraires,  elle  ne  peut 
être  l’intégrale  générale. 

720.  Quatrième  propriété.  — JJ  intégrale  générale 
d'une  équation  linéaire  d'ordre  n,  sans  second  membre, 

33. 
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est  toujows  de  la  forme 


jr=zCyX>  + Ci^,  -4-.  . .H-  C„  >•„, 

Cl,  C»,...,  C„  étant  des  constantes  arbitraires  et  y,, 
>„  des  fonctions  déterminées  de  la  variable  in- 
dépendante. 

Cette  proposition  est  évidente  dans  le  cas  de  n = i , car 
l’équation  difTérenticlle  est  alors 


dy  dy 

—, — h Vy  = o ou  — = 

fl.r  y 


et  l’on  en  tire 
en  posant 


J = C, 


Vdx, 


Il  suffît,  d’après  cela,  de  démontrer  que  si  la  propriété 
en  question  appartient  aux  équations  d’ordre  n — i,  elle 
appartient  aussi  aux  équations  d’ordre  n.  Supposons  donc 
que  l’équation 


d\y 


+ P 


d.r"-' 


U.r  = o, 


soit  satisfaite  par  j = j',,  y,  étant  une  fonction  de  x sans 
constante  arbitraire,  cl  faisons  la  substitution 


y — y,  Z, 


dy dz  dy,  * d\r  d‘‘z  dy,  dz  d'y, 

djc  ' dx  dx  ' dx'  ^ ' dx'  ^ dx  dx~^  “ dx'  ’ ' 

CCS  valeurs  ayant  été  substituées  dans  la  proposée,  il  est 
évident  que  le  coeffîcient  de  z sera 


d’y, 

dz” 


Y dr. 
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expression  dont  la  valeur  est  nulle,  par  hypothèse.  Si 

1 » 11.  . |... 

I on  pose  — = U,  1 équation  en  u sera  linéaire,  sans  se- 
cond membre  et  d’ordre  n — i ; son  intégrale  générale 
sera  donc 

« = C,  K|  C,  «,  -f- . . . -t-  c,  , 


et,  par  conséquent,  la  valeur  générale  de  z sera 

Z " Cl  -H  • ' • “t“  Cn  I w«— I 

Jt,  J r. 

Ainsi  l’on  aura,  pour  l’intégrale  générale  de  la  proposée, 
y — C,  -h  C, ^1  I U,  dr  . ,-h  C„ y,  I rfx , 
ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée.  ' . 


Intégration  d'une  équation  linéaire  pourvue  d’un  se- 
cond membre,  dans  le  cas  où  l’on  connaît  l’intégrale 
générale  de  l’équation  privée  de  second  membre. 


727.  Posons,  pour  simplifier  l’écriture, 


(i)  ^{y)  — 


rl"r  //"'■')  fit 

— ^ ■+■  P — -t- . . . -I-  T — 
tlx"  fix 


U.N 


P, . . .,  T,  U étant  des  fonctions  données  de  x,  et  consi- 
dérons l’équation  linéaire  d’ordre  n, 

(2)  t(j-)  = V, 

dont  le  second  membre  V est  également  une  fonction 
donnée  de  x.  Je  dis  que  si  l’on  connaît  l'intégrale  géné- 
rale de  l’équation 

(3)  0i(7)  = o 

dépourvue  de  second  membre,  on  pourra  en  conclure 
l’intégrale  de  l’équation  (a),  par  de  simples  quadratures. 
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Soit 

( 4 ) / = C,  7,  4-  Cl  -H . . . C, 

l’intégrale  générale  de  l’équation  (3),  C,,  C,,...,  C„ 
étant  des  constantes  arbitraires.  Si  l’on  regarde  les  arbi- 
traires C,,  C,. . . . , C„  comme  des  fonctions  de  .r  indé- 
terminées, le  second  membre  de  la  formule  (4)  pourra 
représenter  mie  fonction  quelconque,  et,  par  conséquent, 
cette  formule  (4)  est  susceptible  d’exprimer,  en  parti- 
culier, l’intégrale  générale  de  l’équation  (a).  On  peut 
même,  si  l’on  veut,  attribuer  à n — i des  arbitraires  C,, 
C,,...,  C„  telles  valeurs  que  l’on  voudra,  ou  établir  entre 
elles  n — i relations  quelconques  ; car  l’une  de  ces  arbi- 
traires demeurant  une  fonction  indéterminée,  nous  ne 
faisons  autre  chose  que  substituer  à y une  variable  nou- 
velle. 

Différentiant  donc  l’équation  (4)  dans  l’hypothèse  des 
arbitraires  variables,  nous  aurons 


P 'f/.  , r , , P dy, 

-T-  = C,  h C,  h ...  1-  U -T- 

nx  itx  clx  tix 


-4-r. 


rfC, 

dx 


rfC, 

’ dx 


-t-  • • • -h./» 


rfC, 

tir  ’ 


et,  puisque  nous  pouvons  établir  n — i relations  entre 
les  arbitraires,  nous  poserons  d’abord  la  suivante  ; 


rfC, 

dx 


f/c,  rfC, 

—, 1-  • • - -4-  ^ „ —y— 

d.r  dx 


o; 


dr 


par  conséquent  la  valeur  de  ^ sera  simplement 


,jy 

fi.r 


_ d)  I 
~ ’ dx 


C, 


dx 


en  sorte  qu’elle  a la  même  forme  que  dans  l’hypothèse  des 
arbitraires  constantes. Formons  pareillement  les  dérivées 
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suivantes  de  jusqu’à  celle  de  l’ordre  n — i,  en  opérant 
de  la  mènae  manière,  c’est-à-dire  en  établissant  entre  les 
arbitraires  les  relations  nécessaires  pour  que  les  expres- 
sions des  dérivées  doj  soient  les  mêmes  que  dans  l’hypo- 
thèse des  arbitraires  constantes.  Il  est  évident  que  les  re- 
lations dont  il  s’agit  seront 


! tic,  rfc. 

1 Hyx  d C,  dy-x  d C3 

\ dx  tir  dx  dx 


dC^  _ 

dx  d.r 


I d"~’r,  dC,  d'‘~’j-,  dC, 

( d.r^~^  d.r  dx 

et  l’on  aura,  en  même  temps, 

X =:C,y,-i-  C;.r-  C„ 

_ r ^ r ’ -U  O-  r 

(6)  =cÆ-^C,-^-t-  .. 

' ' \ d.r^  dx»  dx»-' 


f/"~ ’)■„  dCr. 

d?-^  ~d7 


d^-'x  _ ç d''--<x, 
dx»~'  ' d.i-”~‘ 


d»-'X„ 


Il  nous  faut  encore  la  valeur  de  -j-~  î mais  nous  no  pouvons 

plus  établir  de  relation  nouvelle  entre  les  arbitraires,  et 
la  dernière  des  équations  (6)  nous  donnera,  par  la  dif- 
férentiation. 


\ dx»  dx" 


dx"  dx" 


d"~'x,  dCi 
dx"-'  d.r 


d"-'Xn  dC„ 
dx^-'  dx- 


Substituons  maintenant,  dans  l’équation  (2),  les  valeurs 
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de  y cl  de  ses  u premières  dérivées,  tirées  des  équa- 
tions (6)  et  (7),  il  viendra 

C,  ‘P  0 >)  ■+■  Ci  4>  (j  î)  -4-  . . . -f-  C„'l>  (/„) 

rfC,  _ V 

d.r“~'  tlx  rlx"~'  tir 


Or  les  quantités  <I>  (y,),  4>  , 'l’I/n)  sont  nulles 

par  hypothèse;  donc  on  a 


rf«-r,  </C, 

' ' dx'-'  dx  dx' 

,>'a  d Cj 

^ HJ  ' ' 

rf— .1. 

Maintenant, 

si  le  déterminant 

r.. 

^ 3 » • * • » 

.»«> 

<hx 

<h  H 

(9) 

dx  ’ 

dx  ' ’ 

dx  ' 

d’-'  r, 

\ tir^  ' 

dx'*~'  ^ 

d'-'x, 

’ d.r'-'  ’ 

n’est  pas  nul,  les  équations  (5)  et  (8)  donneront  pour 

(7  C,  </  C.  flC„  . , . , . , r 

— ) — 7— —7—  des  valeurs  déterminées,  lonclions 
ttr  a.r.  tlx 

de  X. 

Pour  obtenir  ces  valeurs,  ajoutons  les  équations  (5) 
et  (8),  après  avoir  multiplié  les  premières  par  les  fac- 
teui's  Xo,  X,,.  . X„_j,  et  posons  généralement 


(10)  (j)  = À..1 -f- À,  ^ 

on  aura 

, , tic, 

(")  +?(ri) 


x._, 


il—\y 
' </.r“  * 


4- 


1 

7ix^-' 


dC,  , „ 

77+...  + ,ü-.)77=v. 


Pour  avoir  la  valeur  de 


dCi 

dx' 


il  faut  déterminer  les  fac- 
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leurs  de  manière  que  l'on  ait 

(•’-)  ?b'i)  = °.  = TÜ'-.)  = o>  excepte  ÿ0,)  = O, 


et  l'équatioi)  (i  i)  donnera 


(.3) 


rfC,  _ V 

dx  ~ ?.  (/.)’ 


(p,  étant  la  valeur  que  prend  <f{y)  lorsque  les  coeffi- 
cients X satisfont  aux  équations  (12).  Désignons  par  c, 
une  constante  arbitraire,  on  aura  pty  l’intégration 


par  conséquent,  si  l’on  pose 


l’intégrale  générale  de  l’équation  (2)  sera 


r = X -f- 

f,,  c,,...,c„  étant  des  constantes  arbitraires.  On  voit 
qu’elle  s’obtient  en  ajoutant  la  fonction  X à l’intégrale 
générale  de  l'équation  (3). 

Il  faut  remarquer  que  le  déterminant  (g)  ne  peut 
jamais  être  nul.  En  efi’et,  par  hypothèse,  l'équation  (4) 
représente  l’intégrale  générale  de  l’équation  (3),  lors- 
qu’on regarde  C,,  C,, . . . , C„  comme  des  constantes  arbi- 
traires; donc  les  n équations  (6)  doivent  fournir  pour 
C,,  C,,. . .,  C„,  des  valeurs  déterminées  fonctions  de  x, 

tir  -II. 

Zr’"’’  Zr"-'  ’ n aurait  pas  lieu,  si  le  déter- 

minant en  question  était  nul. 


728.  Méthode  DE  Cai’ciiy  . — La  méthode  dont  nous 
venons  de  faire  usage,  fondée  sur  la  variation  des  arbi- 
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traires,  a une  importance  considérable  dans  l’analyse,  et 
elle  nous  a fourni  une  solution  très-élégante  du  problème 
que  nous  nous  étions  proposé;  il  ne  sera  pas  inutile  ce- 
pendant de  faire  connaître  ici  une  autre  solution  que 
Cauchy  a donnée  de  la  même  question. 

Il  s’agit  d’intégrer  l’équation 


(0 


_i_  v'JZIlZ 

</.r" 


-I-.  ..-4-T'^-t-Ur  = F(i), 


dont  nous  représentons  le  second  membre  par  F (x) , en 
supposant  connue  l’intégrale  générale  -)  = Y de  l’équa- 
tion 


<Lr-' 


(ly 

,,  + T-f  -+-Ur  = o. 

it.r 


Les  n arbitraires  qui  figurent  dans  la  fonction  Y peuvent 
être  déterminées  de  manière  que  l’on  ait,  pour  x =«, 

(3)Y=o,  ;j-  = o,. 


,/»-jY 


■^o,  et 


:F(a) 


et  je  dis  qu’on  satisfera  à l’équation  (i)  en  posant 

(4)  /^pYrfa. 

J a 


En  efl’ct,  on  a.  en  differontianl  cette  formule  (4)  et  en 
représentant  par  (Y)  la  valeur  de  Y pour  a = ,i'. 


ou  simplement 

(5) 


Ux 


“k. 

dx 


da. 


car  les  formules  (3)  ayant  lieu  quand  on  remplace  .r 
para,  et,  par  suite,  quand  on  remplace»  parx,  la  quan- 
tité (Y)  est  identiquement  nulle. 
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Pareillement,  les  dérivées 


— r s’annulant 


pour  K=  X,  on  a,  par  des  différentiations  successives, 

1 ^ " Jo  ’ 

1 rf’r  _ C'‘  J 

(6)  it.r‘  ~X  <!'■' 

' Jo 

en6n,  une  différentiation  nouvelle  donne 
d’y  r'f/‘Yj  jd'-''ï\ 

^"~'Y 

I étant  la  valeur  que  prend  ^ pour  a z=  x.  Il 

est  évident  que  cette  valeur  est  F(x),  puisque,  par  hy- 
d"“'Y 

pothèse,  se  réduit  à F{  a)  pour  x = a ; ainsi  l’on  a 


_ r ■ 

~Jo 


rfa-(-  F(x). 


Substituons  maintenant,  dans  l'équation  (i),  les  valeurs 
de  y,  tirées  des  formules  (4),  (5),  (6) 

et  (y)  ; ou  aura  pour  résultat 


ne/"  Y 

,/x"  ■ 


r.d'-'Y  ^dY 

P T ; h . . . + T — — 

dx"~'  dx 


lfjrfa=  O, 


ce  qui  est  bien  une  identité  ; car  le  cocfbcient  de  da.  sous 
le  signe  J est  nul  par  hypothèse. 

Nous  connaissons  donc,  par  cette  méthode,  une  solution 
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de  rdqualion  (i)  ; désignons-la  par  X et  posons 


.>■  = X H-  Z. 

Si  l’on  eflface  les  termes  qui  se  détruisent,  le  résultat  de 
la  substitution  dans  l'équation  (i)  sera 


H" Z „ d”-' Z 

1-  P 

d.r'*  rf.r""'' 


- T ^ -+-  Uz  = O, 
(tæ 


ce  qui  n’est  autre  chose  que  l’équation  (a),  où  la  lettre 
est  remplacée  par  t.  11  s’ensuit  que,  pour  avoir  l’inté- 
grale générale  de  l'équation  (i),  il  suffit  de  prendre  celle 
de  l’équation  (a)  et  d’y  ajouter  ensuite  X. 


Réduction  d'une  équation  linéaire  à une  autre  d'ordre 
inférieur,  dans  le  cas  où  l'on  connaît  une  ou  plu- 
sieurs intégrales  particulières  de  l'équation  privée  de 
second  membre. 


729.  Posons,  comme  au  n°  727, 


•O  ü-)  = +P  77:^  • • + T - -f  u^. 


P, . . . , T,  U étant  des  fonctions  données  de  x.  Nous  ve- 
nons de  voir  qu’on  peut  obtenir,  par  des  quadratures, 
l’intégrale  générale  de  l’équation 


(a)  4>Ü)=V, 

dont  le  second  membre  est  une  fonction  donnée  de  x, 
quand  on  connait  l’intégrale  générale  de  l’équation 


(3) 


4-0)  = o, 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  quand  on  connait  n inté- 
grales particulières  distinctes  de  cette  équation,  sans 
aucune  constante  arbitraire.  Nous  nous  proposons  ici  de 
généraliser  ce  résultat  en  démontrant  que  l’intégration 
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de  l'équation  (a)  exige  seulement  l’intégration  d’une 
équation  linéaire  d’ordre  n — /,  lorsque  l’on  connaît  i 
intégrales  particulières  de  l’équalion  (3). 

Supposons  que  l’on  connaisse  une  intégrale  particu- 
lière j>',,  de  l’équation  (3)  ; on  aura  une  intégrale  plus  gé- 
nérale en  posant 

(4)  .)  =C,.r,, 

C|  étant  une  arbitraire.  Et  si  l’on  regarde  C,  comme 
variable,  l’équation  (4)  pourra  représenter  l’intégrale 
générale  de  l’équation  (a);  ce  n’est  ici  que  le  même 
changement  de  variables  déjà  pratique  au  n°  726.  L’é- 
quation (4)  donne,  par  la  düTcrentiation  (n°  64), 

\ dy  ^ dy,  rfC, 

I -yj- — C,  h.r,  —J — > 

1 djr  d.r  d.r 

t d^y  r/’r,  dCi  dy,  d‘C, 

( 5 ) ( d.r^  ' djc'  djc  dx  ^ ' d.r^ 


d’y d’y,  n dC,  d’~‘y,  d’C, 

dx"  ' dx"  I dx  dx"~'  Jx"  ' 


et  comme  d>  [jr,)  est  nul  par  hypothèse,  la  substitution 
des  valeurs  (4)  et  (5)  dans  l’équation  (i)  donnera  un  ré- 
sultat de  la  forme 


d"-'C, 

dx"-‘ 


= V 


I f 


P,,...,  T,  et  V,  étant  des  fonctions  connues  de  x. 
L’équation  (6),  d’où  l’on  doit  tirer  la  valeur  de  C,,  est 
linéaire  et  d’ordre  n ; mais  comme  elle  ne  renferme  que 
les  dérivées  de  C,  et  non  cette  fonction  elle-même,  on 
l’abaissera  à l’ordre  n — i en  posant 


(7) 


dC, 

dx 


= «; 
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(8) 


f/x"  ‘ 


P. 


dx*~ 


.4-T,«=  V,. 


Si  l’on  peut  trouver  l’intégi  ale  générale  de  l’équation  (8), 
on  aura,  par  l’équation  (^),  en  désignant  par  c,  une 
constante  arbitraire. 


enfin  l’équation  (4)  donnera 

(9)  — 

qui  sera  l’intégrale  générale  de  l'équation  proposée  (a). 

Ainsi  la  connaissance  d’une  intégrale  particulière  de 
l’équation  (3)  permet  d’abaisser  d’une  unité  l’ordre  de 
l’équation  (a),  sans  que  la  forme  linéaire  soit  sacrifiée. 

730.  Supposons  que  l’on  connaisse  i intégrales  parti- 
culières 

t » I ï • • • » J i 

de  l’équation  (3).  Au  moyen  de  l’intégrale  ru  on  ramè- 
nera, comme  on  vient  de  le  voir,  l’intégration  de  l’équa- 
tion (1)  à celle  de  l’équation  (8),  que  nous  représenterons, 
pour  abréger,  par 

(10)  ’»'(«)  = V,, 

et  je  dis  que  l’oii  connaît  i — 1 intégrales  particulières 
de  l'équation 

(11)  T(«)  = 0. 

En  effet,  il  est  évident  qu’on  passe  de  l’équation  (ii)  à 
l’équation  (3)  par  la  subslitutioii 
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et,  puisque  y^,  y,,. . soûl  des  solutions  de  cette 

équation  (3),  lequation  (ii)  sera  satisfaite  par  Tune 


quelconque  des  valeurs 

suivantes 

de  U ; 

.ri 

.>1 

r, 

i/.r  ’ 

ch-  ’ ■ ■ ■ ’ 

dx 

Ainsi  l’on  peut  appliquer  à l’équation  (lo)  tout  ce  que 
nous  avons  dit  de  l’équation  (a)  ; on  ramènera  la  reclicr- 
clie  de  son  intégrale  à celle  d’une  équation  linéaire 
d’ordre  n — a telle,  que  l’équation  correspondante  sans 
second  membre  admettra  i — a intégrales  particulières 
connues.  Et,  en  poursuivant  de  la  même  manière,  on 
formera  une  équation  linéaire  d’ordre  n — i,  dont  il  suf- 
fira de  connaître  l’intégrale  générale  pour  obtenir  celle 
de  la  proposée. 

731.  Remarques.  — La  connaissance  d’une  intégrale 
particulière  j'i  de  l’équation  (a)  ramène,  comme  on  l’a  vu, 
l’intégration  de  celle  équation  à celle  de  l’équation  (3); 
en  d’autres  termes,  elle  donne  le  moyen  de  faire  dispa- 
raitre  le  second  membre,  mais  non  d’abaisser  l’ordre  de 
l’équation.  Il  en  résulte  que  si  l’on  connail  i intégrales 
particulières  de  la  même  équation  (a),  on  pourra  faire 
disparaître  le  second  membre  et  abaisser  en  outre  de 
i — I unités  l’ordre  de  l’équation  j car  l'intégrale  y,  ayant 
été  employée  pour  l’évanouissement  du  second  membre 
on  connaîtrai  — i intégrales  y, — Ji,Jz — J'ivm  Ti — J i 
de  l’équation  transformée. 

Si  le  rapport  de  V à U est  constant,  on  a une  solution 

V 

de  l’équation  (a)  en  posant  j^  = —;  cette  équation  est 

donc  immédiatement  ramenée  à l’équation  (3). 

Euilii  on  voit  par  les  développements  qui  précèdent 
que  les  équations  linéaires  n’admettent  pas  de  solutions 
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particulières,  sans  qu’il  soit  nécessaire,  pour  cel  objet, 
de  recourir  à la  théorie  générale  de  ces  solutions.  IN’ous 
avons  vu  eflectivement  que  si  j',  désigne  une  solution 
de  l'équation’tb  (^)  = o,  on  peut  mettre  l’intégrale  géné- 
rale de  cette  équation  sous  la  forme 

J = C,  ^1  + Cj  . -f-  C„  J ; 

yx  est  donc  une  intégrale  particulière.  De  même  si  j , 
désigne  une  solution  de  4>  (j)  = V,  l’intégrale  générale 
de  cette  équation  sera  de  la  forme 

Vo  ■+■  Cl  j'i  -4- . . . -t-  C„  _i  „ , 

en  sorte  que  j",,  est  encore  une  intégrale  particulière. 

jiutre  manière  d'effectuer  la  réduction  d'une  équation 
linéaire  à une  équation  linéaire  d'ordre  inférieur, 

732.  La  réduction  dont  nous  nous  sommes  occupé  au 
n"  730  peut  être  efléctuée  d’une  autre  manière;  c’est  ce 
que  nous  allons  montrer  ici,  afin  de  donner  un  nouvel 
exemple  de  la  méthode  de  la  variation  des  arbitraires. 
Reprenons  l’équation  linéaire  d’ordre  n 

(■)  1>(/)=V, 

et  supposons  que  l’on  connaisse  i intégrales  particulières 
de  l’équation  sans  second  membre 

(2)  <l.(j)  = o. 

On  aura  une  intégrale  particulière  plus  étendue  de  l'é- 
quation (2)  en  posant 

(3)  J' = Cl .Vi -I- C,^ , -t- . . . -H  Ci/,, 

Cl,  C| , . . . , C;  étant  des  constantes  arbitraires;  et  si  l’on 
regarde  ces  arbitraires  comme  des  variables,  fonctions 
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de  ar,  l’équation  (3)  sera  susceptible  de  représenter  l’in- 
tégrale générale  del’équalion  (i)  -,  on  pourra  même  élablir 
entre  les  arbitraires  i — i relations  choisies  à volonté. 
Procédant  ici  coinine  au  n°  727,  nous  eboisirons  les  rela- 
tions dont  il  s’agit  de  telle  manière  que  les  i — i pre- 
mières dérivées  de  y aient  les  mêmes  expressions,  dans 
l’hypotbèse  des  arbitraires  variables  que  dans  celle  des 
arbitraires  constantes.  Ainsi  nous  poserons 


I lie, 


lie, 


1 l/y,  lie,  </) , f/C, 

( ^ ' t/x  it.r  dr  il.r 


rfC, 

U- 

ih  i lie, 


■ .> . " 
it.r 


d.r  i/.r 

I d'~^y,  lie,  d''  ’)•,  lie,  il"  lie, 
' 777  iU‘-^  7/7 

et  Ton  aura 

I >■  = C,^)',  *4-  Ci.)'i  -H  ...  -h  C/.)  i , 
ax  (iX  d.r  dj' 


(5)  •, 


(/r‘-<  r/.r'- 

Posons,  en  outre. 


d.r'~'' 


C, 


z/'-'r,  de, 

</'"’ V,  f/c, 

d'-'y,  de, 

dx 

lU—'  d.r 

llx'~'  d.r 

d'y,  de. 

d'  y,  lie. 

il' yi  de. 

dx’  dæ 

dx'  dx 

dx"  dx  ' ’ 

il’~'y,  rfCi 

d"-'y,  lie, 

1 f/’-'.) , de. 

dxf"~'  d.T 

' f/.r"“'  iLr 

dr 

11. 
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Cl  faisons  aussi,  pour  abréger  l’écriture. 


(7) 


Z=  3, 

l 

I 

( Z = — -t- 

' ’ rf.r’  d.r 


Z,_.=: 


2 

* 


dZn^i 

dx 


on  aura,  en  diflerciiliant  n — t -t-  i fois  la  dernière  des 
équations  (5), 


j ^'r_„  '/'y,  „ <>. 

l dr‘  ' t/x^  ,ix‘ 


H'-*-' y 


(8) 


„ „ rf'+'v,  „ d‘*'v, 

i ,lv*<  ll?^  ^ 'cû^  + . . . + C,  — - + Z„ 


I f/"  >•  „ f/"r,  „ f/"Ti 


Substituons  maintenant,  dans  l’équatioii  (i),  les  va- 
leurs de  y et  de  scs  n premières  dérivées  tirées  des  for- 
mules (5)  et  (8),  on  aura,  en  remarquant  que  )’,,  j',,...,  j,- 
sont  des  intégrales  particulières  de  l’équation  (a), 

(9)  Z._,-hPZ._,_, +...  + sz  = v. 

Mais  le  système  comjxtsé  des  équations  (4)  et  de  la  pre- 
mière équation  (6)  détermine  pour 

rfC,  dC,  (ICi 

dx  ' dx  ’ ’ dx  ' 

des  valeurs  de  la  forme 


(10) 


^ _ 

dx 


dC,  _ 

(i.r 


dCj 

dx 


= X,î, 
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X, , X: X,  étant  des  fonctions  données  dex,  et  les 
n — i dernières  équations  (6)  donnent  ensuite  pour  z,, 
Zj, . . . , z„_,  des  valeurs  telles  que 


E, , S,,.  . H„_,  étant  également  des  fonctions  données 

dex.  11  en  résulte  que  les  quantités  désignées  par  Zj  sont 
des  fonctions  linéaires  d’ordre  k relativement  à z et  h ses 
dérivées-,  l’équation  (g),  à laquelle  nous  ramenons  la  pro- 
posée, est  donc  linéaire,  comme  celle-ci,  et  d’ordre  n — /. 

L’intégrale  générale  de  l’équation  (9)  renferme  n — i 
constantes  arbitraires;  cette  intégrale  étant  supposée 
connue,  on  aura,  parles  équations  (10), 


(rz) 


X,  Zd.r, 

X,  zd.r, 
XiZdx, 


e, , Cj,...,  (',•  désignant  i nouvelles  constantes  arbi- 
traires. En  employant  ces  valeurs  de  C,,  C,,.  . .,  C,,  l’é- 
quation (3)  donnera  l’intégrale  générale  de  la  proposée; 
elle  renferme  bien,^commc  on  voit,  n constantes  arbi- 
traires. 


Des  équations  linéaires  rhi  deuxième  ordre. 

733.  Considérons  l’équation  linéaire  du  deuxième 
ordre 


</'r  „ dy 


34 
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OÙ  Pj  Q,  V sont  des  fonctions  données  de  x.  D’après  la 
théorie  exposée  précédemment  (n°729),  si  l’on  connaît 
une  solution  , de  l’équation  obtenue  en  remplaçant  V 
par  zéro,  l’intégration  de  la  jtroposée  ne  dépendra  que 
de  celle  d’iwte  équation  linéaire  du  premier  ordre,  et. 
comme  une  telle  étjualion  jteut  toujours  être  intégrée, 
on  pourra  aussi  déterminer  l'intégrale  générale  de  l’équa- 
tion (i).  On  obtient  très-aisément  cette  intégrale  en  opé- 
rant comme  il  suit.  On  a,  par  bypollièse. 


(2) 


d.r^ 


O. 


En  retranchant  les  équations  (i)  et  (a)  l’une  de  l’autre, 
après  avoir  multiplié  la  première  par  yi  seconde 

par  > , il  vient 


or,  si  l’on  fait 


(3)  y<±.-X-ÿz  = ' 


d\  dy 


d^  r '^’.t  I 
^ ' rfx’  ^ djc-  dx 


dz 


donc 

,(4)  S + = 

4 

L’iiUcgralc  générale  de  celte  équation  est 
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l'c'qualion  (3)  donne  ensuite 


€t  — 

1-, 

tLr 


T 

'iT 


d’où,  en  intégrant, 

(6)  r = Cr, -t-.r,  / 

c-'x.  •/  I 


rix» 


Cette  expression  (6)  de  renferme  deux  coustaiites 
arbitraires  C,  C,. 

73  t.  Il  convient  d’indiijuei'  ici,  d’après  Slurni,  une 
propriété  des  intégrales  de  l’équation  sans  second 
membre 


d‘  Y fl} 

y + P — I-  Q/  = O- 


fix 


Soient  J 1 et  j‘,  deux  intégrales  particulières  avec  les- 
quelles on  peut  composer,  comme  on  sait,  l’intégrale 
'générale.  On  aura,  par  ce  qui  précède. 


‘hf 

fit 


-s: 


Vdx 


d’où  il  suit  que  la  fonction  j',  ^ — ) a ^ a toujours 

1 . • , flyt  dy , 

Je  meme  signe,  et  par  conséquent  j’,  et  ou  et  ne 

peuvent  s'annuler  pour  la  même  valeur  x.  Supposons 

dy, 

si  la  fonction  J , s’annule  pour  a:  = n et  pour  x — b,  on 
aura,  pour  l’une  et  l’autre  de  ces  valeurs  de  x, 

dyt  ^ 


■4 


% 
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el,  par  conse([ut“iil,  j,  cl  seroul  de  signes  contraires. 


rf>i 


Soit  b quand  x croit  de  a ai,  change  de 


signe  pour  une  certaine  valeur  « de  a:;  donc  j,  doit 
aussi  changer  de  signe  avant  (pie  x devienne  égale  à b. 
Par  conséquent,  si  la  fonction  _)■,  reste  finie,  elle  s’éva- 
nouira pour  une  valeur  de  x comprise  entre  a et  b.  On 
voit  de  la  inênie  manière  ijuc  > , s’annule  nécessairement, 
si  elle  reste  continue,  pour  une  valeur  de  x comprise 
entre  deux  valeurs  qui  annulent  ) 

Il  résulte  de  là  que,  x croissant,  les  deux  fonctions  ) , 
et  1 , s’annulent  altcnialivemcnt  tant  qu’elles  restent 
continues. 


Des  éqiuilions  linéaires  sans  second  mcml.re,  à coeffi- 
cients constants. 

7.3o.  Soit,  comme  au  n“  727, 


1-(7)  = 


fin  y 

-H  P - — ^ 


dy 


ur. 


P, . . . , T,  L)  étant  des  constantes  ou  des  fonctions  de  x; 
et  posons,  en  outre, 

(2)  /(/-^  = r"  4- Pr"~' +.  . . 4-Tr-t- U, 

/'étant  une  indéterminée;  si  l’on  remplace  7'  par  l’expo- 
nentielle e'''*,  on  aura 

(3)  .l.(e-j  = cV(0- 


Cette  formule  (3)  est  une  identité;  dilfércniions-la  i fois 
par  rapport  à /•;  il  est  évident  que  la  dérivée  d’ordre/ 
du  premier  membre  sera 


iïi‘  ^ \ ///■'  ) 
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Quanl  à la  dérivée  d'ordre  i du  second  membre  de  la 
formule  (3),  on  l’obtiendra  par  la  règle  du  Hi,  qui 
sert  à diflérenlier  les  produits;  on  aura  ainsi,  en  dési- 
gnant par  f [>')i  y"  . les  dérivées  successives  du 

polynôme  f [>')■, 

(4)  * (x'e")  = e^‘  |^/(')  (r)  -p  L x/(.‘~"{r) 

4-  ■ ^ ^ ^ jr’/C-'J  (/•}  -f- . . . 4-  ■r‘/(r) 

Cela  posé,  considérons  l'équation  linéaire  d’ordre  n, 
sans  second  membre, 

(5)  -^(v)  = o. 

ainsi  que  l’équation  algébricjuc  correspondante 

(b)  /(r)  = o, 

laquelle  sera  dite  Y équation  caractéristique. 

Si  l’équation  caractéristique  admet  une  racine  r,  indé- 
pendante de  X,  on  voit,  par  la  formule  (3),  que  l’équa- 
tion (5)  admettra  l’intégrale  particulière  e’"'-'.  En  outre, 
si  cette  racine  /•,  est  multiple  et  que  p désigne  son  degré 
de  multiplicité,  elle  appartiendra  aux  éijuations 

/'(r)  = o,  /"(r)  = o,...,  = 

et,  par  conséquent,  pour  les  valeurs  i,  a,...  (p  — i) 
de  /,  la  formule  (4)  donnera 

^ {.tf  e'>  ‘ ’j  — O , 

d’où  il  suit  que  l’équation  (i)  admettra  les  p solutions 

e''’,  xe''‘,  x'” 

Lorsque  les  coefficients  P, . . . , T,  U de  l’équation  (5) 
sont  constants,  l’équation  caractéristique  a ses  n racines 
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irulépendanies  de  x,  et,  en  conséquence,  on  a ce  théo- 
rème ; 

Théorème.  — Si  les  coefficients  de  V équation  linéaire 
d'ordre  n sans  second  membre  $(^)  = o sont  con- 
stants, chaque  racine  de  l'équation  caracteristiquedonne 
autant  d’intégrales  particulières  qu'il  y a d' unités  dans 
son  degré  de  multiplicité,  et  par  conséquent  le  nombre 
total  de  ces  intégrales  particulières  est  égal  à l'ordre 
de  l'équation  dijfférentielle. 

Ce  théorème  permet  de  former  l’intégrale  générale  de 
l’équation  différentielle.  Si  les  racines  de  l’équation  ca- 
ractéristi([ue  sont  inégales,  et  qu’on  les  désigne  par  /•,, 
r,,. . . /•„,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (5)  sera 

/ = -4-  . . -f- C„ 

C|,  C,,.  . . , C„  étant  des  constantes  arbitraires.  Dans  le 
cas  général,  soient  r,,  /•,, . . . , t\  les  racines  distinctes  de 
l’équation  caractéristique,  p, , u,,...,  p,-  leurs  degiés 
de  multiplicité  respectifs,  l'intégrale  générale  de  l’équa- 
tion (5)  sera 

7 = P,  e'^'>  ‘ P,  e'‘‘, 

P,,  P,,. ...  P.  étant  des  polynômes  en  .r,  à coelhcicnts 
arbitraires  et  des  degrés  respectifs  p,  — i , p,  — i , . • . , 

p,  — I. 


736.  Pour  que  la  solution  formée  com'me  nous  venons 
de  le  dire  soit  ell’ectivement  l’intégrale  générale  de 
l’équation  proposée,  il  est  nécessaire  qu’on  puisse  attri- 
buer aux  constantes  des  valeurs  telles  que 

<ir  d’x 

f/.r  ’ dxi  ^ 
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prennent,  pour  x = Xo,  les  valeurs  arbitraires 
r..  /o>  r;  '>- 

Nous  allons  montrer  que  celte  condition  est  remplie,  eu 
nous  bornant  toutefois  au  cas  où  I équation  caractéris- 
tique' n’a  pas  de  racines  égales. 

Si  r ou  fait  généralement 

la  valeur  de  x que  nous  avons  obtenue  prendra  la  forme 
/ = r,  e'>  i'-'*)  + r,  e'-  *-•'«>  4- . . . -f- 
et  1 on  en  déduit,  par  la  dilférentiation, 


=:  c,  r,  e'ii-'-»»'  -I-  Cj  r,  ('-*•)  -f. 


= c,  -h.  . . + c„  r"  'r'" 

Pour  X = Xt,  on  aura 

/.  = C,  4-  c,  + . . . -I- 

j'o  = c,  r,  4-  C;  r.  4-  ...  4-  ' „ r„, 

r".  = c,  rj  4-  r,  rj  4-  . . . 4-  c„  r- , 


J.  +r.r^  ' 

et  il  s’agit  de  démontrer  qu’on  peut  tirer 
tions  des  valeurs  bnies  cl  déterminées  pour  ‘ 

eu  supposant  distinctes  les  racines  r, , . .*,  r„.  A cet 

effet,  ajoutons  les  équations  précédentes  après  les  avoir 
multipliées  respectivement  par  les  facteurs 

....  , ~ï  J t , 


A 
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on  aura 

A = c,  If  (r,)  + Cj.f  (r, )+...+  c„^(r„), 
en  posant,  pour  abréger, 

A = À,/.  + iîy, +. ..-t- 

If  (r)  =:  X,  4- À,/  4-  À,  /■’ 4-.  ..4-  4- 

Supposons  qu’on  veuille  déterminer  c,,  on  disposera 
des  facteurs  indéterminés  de  manière  que  l’ou  ait 

y(r,)  = o,  f(r,)  = o,...,  <p(r„)  = o,  excepté  f { r^)  = o, 

et  l’équation  précédente  donnera 


A 


Les  conditions  par  les(juelles  nous  déterminons  les  fac- 
teurs X expriment  que  l’équation 

f(r)  = o 

a pour  racines  r,,  r„,  excepté  r,.  Mais  l’étjuation 

caractéristique  _/  (»')  = o a ces  mêmes  racines,  r,  com- 
prise. On  a donc 

. , /(r)  /•"  4- P/"“' 4-.  . . 4- Tr4- U _ 

^ ' r — r,-  r — r,  ’ 

en  effectuant  la  division  dans  le  second  membre,  et  éga- 
lant ensuite  de  part  et  d’autre  les  coefficients  des  mêmes 
puissances  de  r,  on  aura 

* T — P 4-  e, , 

= Q 4-  Pe,  4-  r/ , 

).=T4-...4-py-’4-y-', 
équations  qui  déterminent  les  facteurs  X. 
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L'expression  de  cj.  (r)  devient,  pour  r = r,, 


d’où 


[n. 


ce  qui  est  une  valeur  délcniiinée  ; car  l'équation /"(;•)  = o 
n’ayaiit  pas  de  racines  multiples,  le  diviseur  ne 

peut  être  nul.  Ainsi  notre  solution  de  l’équation  diffé- 
rentielle proposée  satisfait  bien  à la  condition  que  doit 
remplir  l’intégrale  générale. 


737.  Méthode  de  d’Alembert. — Psous  avons  démontré 
plus  haut  que  chaque  racine  de  l’équation  caractéristique 
fournit  autant  d’intégrales  particulières  de  l’équation 
linéaire  correspondante  <|u’il  y a d’unités  dans  son  degré 
de  multiplicité.  Mais,  sans  recourir  h ce  tliéorème,  on 
peut  passer  facilement  du  cas  des  racines  inégales  à celui 
des  racines  multiples,  eu  faisant  usage  d’une  méthode 
due  à d’Alembcrt  et  qui  offre  de  précieuses  ressources 
dans  diverses  questions  d’analyse.  Voici  en  quoi  consiste 
cette  méthode.  Soit,  comme  à l’ordinaire. 


(ij  <1.  (j  ) = o 

l’équation  linéaire  proposée  et 
(2)  /(c)  = o 


l’équation  caractéristique.  Supposons  que  cette  dernière 
équation  n’ait  qu’une  seule  racine  multiple  r,  et  que  le 
degré  de  multiplicité  de  cette  racine  soit  2.  Représen- 
tons par 

(3)  Y(r)  = o 

l’équation  linéaire  qui  répond  à l'équation  caractéristique 

,4,  , 

r—r, 

h étant  une  quantité  aussi  petite  que  l’on  voudra.  • • / 
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L’équalioii  (4)  n’ayant  pas  ilc  racines  multiples,  l’in- 
tégrale générale  de  l’équation  (3)  sera 

r = C,  -f-  C,  «('■■+*)*  -t-  C,  e'.'  -t- . . . + C„  c'”*. 


Mais  on  a * 

. / /i.r  A’.r' 

, , = 1 

• \ I I .2 

Cl  si  l’on  fait 


C|  Cj  — D),  CjA  — Dj, 


la  valeur  de  y sera 

J''—  e'’'  ^D,  -t-  D,  J" -+-  Dj  A — - -4-. . . j + C,  e'»'  +...  4-  C,  e'’'*; 

• ^ 

D,  Cl  Dj  sont  deux  constantes  arbitraires  qu’il  est  permis 
de  substituer  à C,  cl  C,.  Maintenant,  si  l'on  fait  dtVroî- 
tre  /t  indélinimcnt,  l’équation  (3)  coïncidera,  à la  limite, 
avec  l’équation  (i),  et  en  même  temps  la  précédente  va- 
leur de  JC  deviendra 


J-  = (D,  -4-  D;  -f-  c,  ec-*  -t- . . . -f-  c.e'"', 


ce  qui  s’accorde  avec  le  tliéorèinc  du  n“  73o. 

Supposons  maintenant  que  l'équation  caractéristique 
de  l'équation  linéaire ‘l>  = o ait  trois  racines  égales 

à /'i,  l’équation  (4)  aura  deux  racines  égales  à r,  et  une 
racine /j,  égale  à alors  l’intégrale  générale  de 

l'équation  (3)  sera 


^ = ( D,  4-  D,.r ) c'.'  4 C, H C. c'-'. 

Développant  en  série,  et  posant 

A> 

D,  4-  C,  — El , D|  4-  C,  A — Ej,  Cj — Ej, 

I . 2 

il  viendra 


• ' .>• 
‘■.'i 


^ H-  EjJ:  “h  Ejx’  h-  x'  -f- . . 


\ 


% 
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el  si  l’on  fait  tendre  h vers  zéro,  on  aura  à la  limite 

_j-  = ( E,  -H  E,  .r  + E,  x’  j e' ■ ' -I- . . . +•  C„  e’-‘  , 

ce  qui  est  l’intégrale  générale  de  la  proposée,  dans  le  cas 
d’une  racine  triple  r,. 

En  continuant  ainsi,  on  verra  que  si  p,  désigne  le  de- 
gré de  multiplicité  de  la  racine  l’intégrale  générale 
prendra  la  forme 

^ =P,  c''* + -4-C„c'■^ 

P,  étant  un  polynôme  arbitraire  en  x,  du  degré  p,  — 1. 
Et,  eu  opérant  de  la  même  manière  sur  les  autres  rarines 
multiples  que  peut  avoir  l’équation  f{r)  = o,  on  repro- 
duira d’une  manière  complète  le  résultat  auquel  nous 
sommes  parvenu  au  n”73o. 

738.  Dans  ce  qui  précède,  nous  n’avons  fait  aucune 
bypoilièse  sur  la  nature  des  racines  de  l'équation  carac- 
téristique. Lorsque  les  cocfUcients  sont  réels,  deux  ra- 
tines imaginaires  conjuguées  introduisentdans  l’intégrale 
'^éa^le  des  termes  compliqués  d’imaginaires,  et  il  est 
'^|onTènl  mile  de  les  ramener  à la  forme  réelle. 

Soient  7-,  = a -1-  (3  \J — 1 , r^— et — /3  y/ — i deux  ra- 
teines”  imaginaires  conjuguées  de  l’équation  earactéris- 
V tique.  Si  ces  racines  sont  simples,  elles  introduiront  dans 
l’intégrale  générale  les  ternies 


Cl  c’'"'  (cos6  X + ^ — I sin  Gx;  4-  C,  c”'’^  (cosG.r  — ^ — 1 sin? 
qu'on  peut  remplacer  par 

(AcosGx  4-  Bsinex)»-’'’’', 

en  posant 

A=C,  4-C,,  (C,  — C,1  v'^- 

On  peut  aussi  poser 

A = Gcosg,  B = — Csing, 


ri 
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et  les  (leux  termes  que  nous  consid('Tons  seront  remplacés 
par 

Ge°”’cos  (Si-  ■+-  g) , 

G et  ^ étant  deux  constantes  arbitraires. 

On  voit  immédiatement  que,  si  les  racines  conjuguées 
r, , r,  ont  le  degré  de  multiplicité  p,  elles  introduiront 
dans  l’intégrale  générale  les  termes 

[g  cos  (ex  + g')  + G.  .rcos(ex  -(- g-,  ) -t- . . . 

Ga-i  cos(S.r  + 


où  G,  Gi,.  . G^_,,  ",  gi,.  . -,  g^-i  désignent  au  con- 

stantes arbitraires. 

Considérons,  par  exemple,  l’équation 


dont  nous  nous  sommes  diqà  occupé  au  n”  703;  l’équa- 
tion caractéristi(|ue  est  ici  r’  -f-  rr’  = o,  et  l’on  en 
tire  r=±n  y — i ; l’intégrale  générale  sera  donc 


y = Acosn.r  -t-  Bsin/ir, 

ou,  si  l’on  veut, 

yz=  Gcos(nx  g). 

739.  Le  théorème  du  n“  733  est  quelquefois  appli- 
cable à des  équations  linéaires  dans  lesquelles  les  coefü- 
cients  ne  sont  pas  tous  constants,  ÿous  croyons  devoir  en 
présenter  un  exemple. 

Soit  l’équation  du  quatrième  ordre 


,7^ - {- + 3)  — 3 (x  + , ( 3 X 4- ,)  - + X,  = o; 


l’équation  caractéristique  est  ici 

(r— i)’(r— x)=rp; 
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elle  a trois  racines  égales  à i,  et,  par  conséquent,  on  sa- 
tisfera à la  proposée  en  posant 

.)■  = ( C|  Ci  .r  -1-  Cj  .r’)  e’. 

Connaissant  trois  intégrales  particulières,  on  peut  ra- 
mener l’équation  différentielle  au  premier  ordre,  et,  par 
conséquent,  l’intégrer  complètement  (n”  7o2).  Mais  on 
arrive  plus  aisément  au  résultat  demandé  en  employant 
simplement  la  solution 


Regardant  C comme  variable,  on  trouve  cette  transfor- 
mée en  C ; 

d‘C  , , d>C 

rf?- + (■--)  O- 

Posant 


il  vient 


du  , , du 

— -t- — jt)  « = O,  ou  = (x  — i)dx. 


d'où 

on  a donc 


i(x-.  • 


d>C 


et  en  intégrant,  par  la  méthode  du  n"  693, 

T"'  -(*-!)• 

c = r I (.r  — s)’  e’  </z  -t-  r,  H-  c,  x -H  c,  x’  ; 

•'O 

l'intégrale  de  l’équation  proposée  est  ainsi 

= (r, -l-c,  X -P  c,  x’ix* -t- rc'  / (x — dz, 

t'<> 

C|)i  Cl)  c,,  c étant  quatre  constantes  arbitraires. 
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Des  équations  linéaires  pourvues  d'un  second  mend>re 
et  à coefficients  constants. 

740.  Pour  avoir  l’inlégralc  générale  de  l’équalion 
linéaire 

(I)  -i’(.r)  = v, 

il  suffit,  comme  on  l’a  vu,  de  connaitre  une  intégrale 
particulière  sans  constante  arbitraire  et  d’ajouter  cette 
intégrale  à l'intégrale  générale  de  l’étjuatioii  sans  second 
membre 


(2) 


<!)())=  o. 


Nous  avons  démontré  au  n"  727  qu’on  obtient  l'intégi  ale 
particulière  demandée  j'=X,  en  posant 

(3)  \=y,  j — — J+.1.  / ——-h...-hr.  — — • 

Jx.  »<(.»■')  Jx,  ?>(.»■>)  Jx, 

Dans  cette  formule  Vi,,)'., . . - ij  ,,  désignent  n intégrales 
particulières  del’équalion  (2),cly,())  représente  la  fonc- 
tion 


^ in  dii- 


1 


rf.r— ' 


où  les  coefficients  X sont  déterminés  de  manière  que  l'on 
ait 

= “>  Ÿ‘  (.’  • ) = “ T<  0'*)  = O-  excepté  y,  (^ ,)  o. 

'^'  Appliquons  ce  résultat  au  cas  où,  les  coefficients  de 
4>  (jr)  étant  constants,  l’équation  caractéristique  n’a  pas 
de  racines  égales.  On  a ici  et  (f,  [y)  est  le  produit 

de  e"  par  le  polynôme  v 

-t-  À,  r -t-  'X,  -t-  . . . -I-  -t-  r"-', 

qui  doit  s’annuler  quand  on  pose  /'  = r,,  r„, 
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excepté  r,  -,  il  résulte  de  l.î  que,  f{r)  désignant  le  premier 
membre  de  l’équation  caractéristique,  on  a 

fi  \y)  = « > 

r — r,- 

et,  pour  J-  ou  /■  = /■,, 

?■  (ji)  = 

D'après  cela,  la  formule  (3)  donnera 


/ e''‘  c ^ if'’  r ^ 

lx=î,  — - I V dr -4- - / 

,,, 

! -"/'(.il 


Vrfr 


yv,  .♦  ' 


Telle  est  la  quantité  qu’il  faut  ajouter  à l’intégrale  géné- 
rale de  l’équation  (a),  pour  avoir  celle  de  l’équation  (3). 

On  obtient  exactement  la  même  formule  en  appliquant 
la  méthode  de  Cauchy  que  nous  avons  fait  connaitre  au 
n“  728. 

Il  ne  serait  pas  diflicilc  de  déduire  de  la  formule  (4)  ' >'■ 

celles  qui  conviennent  aux  eas  où  l’équation  caracléri»-  "OK 
tique  a des  racines  multiples;  mais  nous  ne  croyons  pas 
utile  de  développer  celte  analyse.  On  résoudra  facile-  ‘ 
ment  la  question,  dans  chaque  cas,  en  faisant  usage  de  la  " ' 

formule  (3  ). 


7tl.  Exe.mples. 
tion 

rf’  >• 
<Lc^ 


i"  Soit  proposé  d’intégrer  l’équa- 


- „\r  = I -y— = 

J O V'  + -v’ 


Rn  considérant  d'abord  l'équation 

d^  Y 


II. 


35 
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OU  a l’équaiion  caraclérislifiue  J (;  ) = r’  — /»’  = o,  d’où 
;■  = ± /J  : rialégrale  générale  est  donc 

.V  C,  < 4-  C,  tr"‘. 


Revenons  à la  proposée  ; à cause  de  J'  (r)  = 2 r et  de 
/'  e— 'V  Te-"  <tV  , 

= -+j  — s*' 

on  a 

ou,  en  niellant  a au  lieu  de  x sous  chaque  signe  j , 

r nf-r— g)  nÇx-g  -|I 

«’ ,/  Vu- a' 


X =: 


l'inlégralc  demandée  sera 


^ = C,  c"'  Cj  c”"  -4-  X . 


2“  Considérons  encore  l’équaiiou 


,/\r 

ci,‘ 


dv 

— in  - -I-  n’  >• 

dx 


V. 


L’équaiioii  privée  du  second  membre  répond  à l’équa- 
tion caraciérisliqiie  (/• — 11)'  = 0,  et  il  en  résulte  les  deux 
intégrales  particulières  = e"‘,  y,  = xc'”'  ; puis  en  con- 
servant les  notations  <lu  n'’  7iü,  on  a 

d'’ 

T 1 {..t'i  ) = > ) = r"  ; 

X 

posant  donc 

' ( \ X c"'‘ dx  + .r d‘ 

*'  X, 


I 


V dx , 


X = - 1'" 
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on  aura,  pour  rinlcgralc  générale  de  la  proposée, 

J ={C|  + C;  x)<?”'-4-  X, 

C|  el  C,  étant  deux  constantes  arbitraires. 

712.  Au  lieu  d’appliquer  les  formules  générales,  on 
peut  procéder, dans  chaque  cas  particulier,  à une  reclier- 
che  directe,  en  suivant  la  méthode  par  laquelle  nous 
avons  établi  ces  formules.  Mais  nous  devons  indiquer 
deux  cas  dans  lesquels  on  parvient  immédiatement  .à  décou- 
vrir l’intégrale  particulière  nécessaire  pour  révanouisse- 
mcnt  du  second  membre  de  l’équation  différentielle. 

1“  Si  le  second  membre  V est  une  fonction  entière 

V = A„  -f-A,  -r'-'  -+-...  -t-  A,„  , .r  -f  A, , 

011  posera 

J-  ~ II, x"  -f- II,  x‘-‘  -h  . . + tii..,  X a,, 

et  en  substituant  dans  l’équation  proposée,  on  aura  i 
équations  qui  sei*viront  à déterminer  les  coefficients  , 

1°  Si  le  second  membre  V a la  forme 
V=Acosfix-l-Bsinpjr  ou  V = Ae“’’'^“‘ 
on  posera 

= dcosfxx -I- isin[ix  ou  > = ~ ’ 

et  l’on  aura  deux  équations  d’où  l’on  tirera  les  valeurs 
de  a et  de  b.  Mais  il  faut  remarquer  que  ces  équations 
peuvent  donner  pour  n et  A des  valeurs  infinies,  et  dans 
ce  cas,  il  est  nécessaire  de  modifier  la  forme  de  la  valeur 
dey.  L’équation  proposée  étant  (j')  = V,  on  a,  quel  que 
soit  p. 
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d’où,  en  dilTérentiaiU  par  rapport  à ± a y' — 1 , 

.1.  J +x/(±f.v'~)l 

D’après  ces  formules,  si  f{±[xyj — i)u’cstpas  nulle, 

on  pourra  poser  ) = + bc~ , ou,  ce  qui 

revient  au  même, 

> = a cos  j:  -f-  />  sin  u j\ 

Si  f{±fx\J — Oest  nulle,  mais  que  — i)  ne  le 

soit  pas,  on  pourra  poser 

/ = .c(acos(iJ:  -(-  ésinp  J-), 

et  ainsi  de  suite. 

Considérons,  par  exemple,  l'équation 
il'  > 

OU  a ici 

/(±(xv/— I,  = — /'(±^v^— ii  = 2(xV— •; 
et  eoinme  pdoit  être  égal  à i,  on  devra  poser 

> = .r(n  cosx  + b sinx), 

d’où 

=x  ( — a sinx  -(-  b cosx)  -(-  (n  cosx  4-  b sinx), 

— ^ = — X (a  cosx  + b sin.i  ) + 2( — a sinx  4-  b cos  x)  : 
rfx'  ' ' 

substituant,  ou  a 

2 ( — a sinx  4 b cos.r)  =:  cosx, 

d’où 
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on  a donc  l’intégrale  particulière  y ■=■  ^ ^ ^ et  l’inté-, 

grale  générale  est 

. _ Tsinx 

_)  = C,  sin.r  -I-  C,  cos.r  A 


Sur  un  cas  des  équations  linéaires  réductible  à celui 
des  coefficients  constants. 


713.  Les  C(]uation$  linéaires  dont  il  s’agit  ici  ont  la 
forme  suivante 

'l’y  A,  d”-' y A/  A, 

<lr"  ax  A- b (rtx  + i)‘  dx"~‘  ' [ax  A~ 

OÙ  A,,  A,,.  . A„,  a cl  b sont  des  constantes,  le  second 

membre  V étant  une  fonction  quelconque  de  x. 

L’équation  précédente  peut  être  transformée  en  une 
autre  dans  laquelle  les coeflicients  sont  constants;  il  suffit 
pour  cela  de  poser  , 

ax  A-  b = & , 

Cl  de  prendre  t pour  variable  indépendante,  au  lieu  de  x. 
On  aura  effectivement 


dy  a dy 

dx  a.r  A-  b dt 

d^y  n’  / d^ y \ 

di-^  yax  4-  è)‘  \ dt‘  lU  j ' 


en  substituant  ces  valeurs  cl  en  multipliant  ensuite  par 
(ax-|-^>)",  on  obtiendra  une  transformée  liuéairc  dans 
laquelle  les  coefficients  seront  constants. 

Mais  il  n’est  pas  nécessaire  d’effectuer  la  transforma- 
tion dont  nous  venons  de  parler,  pour  obtenir  l’intégrale 
de  l'équaiion  proposée.  Si  l’on  représente  pour  abréger  par 

(1)  4>(.r)  = V 
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octtc  équation,  il  suffira  de  connaître  l’intégrale  générale 

de  l'équation 

(a)  <l'Cr)=:o, 

et  l’on  y parvient  aisément  de  la  manière  suivante.  Rem- 
plaçons y par  (aar  + i)''  ou  par  e'‘'06(«^+*)  dans  *!•  (y), 
nous  aurons  un  résultat  de  la  forme 

(3)  4- [(«X -4- *)'•]=  (aa:  + 4)'-"/(r), 

y(r)  étant  un  polynôme  entier  de  degré  «.Ensuite  si  l’on 
différentie  i fois  la  formule  (3)  par  rapport  à r,  on  aura 

4>  [(flx  -4-  ô)''log'  (a.r  -4-  è )]  = (a.r  -4-  L)'-" 

X j^/'  (r)  -f-  Y Iog(flj-  + (r)  -(-...-4-  log'  (ax  -4-  b)/{r) 

et  il  résulte  des  formules  (3)  et  (4)  qu’à  une  racine  r,.de 
l’équation  caractéristique 

/('•)  = O, 

ayant  un  degré  de  multiplicité  égal  à p,  répondent  p in- 
tégrales particulières  de  l’équation  (a),  savoir 

(nx  -4-  bY' , 

( a.r  -4-  i )'■  log  [nx  -¥  b), 

(a.r  -4-  à Y'  ^)- 

Il  est  bien  entendu  que  si  r,  est  imaginaire,  (ax  + &)'  • re- 
présente l’expression  c''> 

On  connaîtra  donc  de  cette  manière  n intégrales  parti- 
culières de  l’équation  (a),  et  on  en  déduira,  comme  on 
l’a  vu  précédemment,  l’intégrale  générale  de  l’équa- 
tion (i). 


744.  Exemple.  — Proposons  nous  d’intégrer  l’équa- 
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f/’r  , , rly 

j:’  (2/1  — llx  1-  n’  r = O, 

dx’  ' dx 

qui  rentre  dans  la  classe  de  celles  dont  nous  venons  de 
nous  occuper.  En  posant  y =.  x'  et  supprimant  le  fac- 
teur x'\  on  formera  l’équalion  caracicrisliquc 


r[r  — i)  — (2//  — l)/--l-//’=;o 
ou 

{r  — //)’  = O. 

Les  deux  racines  sont  égales  à n : on  a donc  les  deux  inté- 
grales particulières 

•r",  j:"log.r 

et,  par  conséquent,  l’intégrale  générale  de  la  proposé/;  est 

-t-  C'  logx), 

C et  C'  désignant  des  constantes  arbitraires. 


/)e.ï  systèmes  d'équations  linéaires  simultanées. 

745.  L’intégration  d’un  système  quelconque  d’équa- 
tions différentielles  simultanées  peut  être  ramenée,  par 
rélimination  (n°  627),  à l’intégration  d’une  ou  de  plu- 
sieurs équations  diflérenticlles  qui  ne  renferment  chacune 
que  deux  variables.  Il  est  évident  que  ces  dernières  équa- 
tions seront  linéaires,  si  les  équations  du  système  proposé 
sont  clles-mcmcs  linéaires;  nous  présenterons  deux  exem- 
ples de  cette  méthode. 

Soient,  en  premier  lieu,  les  deux  équations  simultanées 

d\  - dz 

-, — ho>-l-z  = o,  r-t-;  = o. 

dx  ■ dx 

On  tire  de  la  seconde 


dz 
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d'où,  par  la  différentiation, 


(h  d^z  dz 

djc  dx}  dx 

substituant  ccs  valeurs  dans  la  première  équation,  il  vient 

d'z  , 

— - -t-  4 — h 4 ï = O. 

rlx^  * dj  ' 

Cette  équation  est  linéaire,  à coefficients  constants,  et  l'é- 
quation caractéristique  qui  lui  correspond  est 

(r  4-  2)’  = o; 

son  intégrale  générale  est  donc,  en  désignant  par  C, , C, 
deux  constantes, 

1 = (C,  -I-  C, x) 

et  l’on  a ensuite 

r = [(C, -C,)  -C,x]e->'. 

746.  Proposons-nous,  en  second  Hou,  d’intégrer  les 
deux  équations  simultanées 

<•/)  f/x 


dr  d'x 

H ~ ~dF 


dx  - é*‘  dt 

5— 4-r-6x=l 


r»  1 • , « "> 

Résolvons  ces  équations  par  rapport  a y et  a ~ on  aura 


les  deux  suivantes 


Il  r = 2 • I -r 

•'  dt-  dt 


r r 

i4x-+-al 

Jo  > -H-  ' 


dy  dKr  d.r  dt 

dt  y dr  dt  ^7  4T,. 

En  différentiant  la  première  de  ces  équations  et  en  retran- 
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chant  ensuite  du  résultat  la  deuxième  équation,  il  viendra 


d‘x  el^x 

dt^  * ^ dO 


dx 


— 26j: 


9 

’-X 


Le  premier  membre  /"(r)  de  l’équation  caractéristique 
est  ici 

f{r)  = r’ — 10  r’  + 2()r  — 26, 

d’où 


/'(r)  = 3r=  — 2or+  29; 
d’ailleurs  on  a,  ijuclle  que  soit  la  fonction  V. 

f c~"  V (//  = — - V + - f e~"  ~ dt, 

J >■  rj  dt 


et  on  reconnaît  aisément  qu’on  obtiendra  une  intégrale 
particulière  de  l’équation  en  x,  en  faisant  la  somme  des 
valeurs  que  prend  l’expression 


9— 2r  r‘  e~"de  9 r'  dt 

— 8/-  + I3)'  V^T^T'  t(r’—8r-{-l3)X  l' 

quand  on  substitue  à r les  trois  racines  2,  4 + 

4 — y/3  de  l'équation  caractéristique.  On  aura  ensuite 
l’intégrale  générale  en  ajoutant  la  somme 

C,  c‘'  + C,  e('+v/é)'  -t-C,  , 

où  C),  C|,  Ct  désignent  des  constantes  arbitraires.  La 
valeur  de  x étant  connue,  on  aura  celle  de  j par  l’une  des 
équations  écrites  plus  haut. 

747.  Il  arrive  quelquefois  que  des  équations  différen- 
tielles qui  n’ont  pas  la  forme  linéaire  peuvent  y être  ra- 
menées par  l’introduction  de  variables  nouvelles.  Nous 
allons  en  donner  un  exemple.  Considérons  les  trois 
équations  différentielles  contenues  dans  la  formule 
dx  Hy  dz  du 
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Si  l’on  introduit  une  variable  nouvelle  / dont  la  difYéren- 
tiellesoit  égale  à cliaeun  des  rapports  de  la  formule  pré- 
cédente, on  aura  les  quatre  équations  difTérentielles 


(2) 


d.r 

dz 

fia 

■57  “ 

~di  ~ ’ 

dt 

d'où  l’on  lire,  en  prenant  dl  pour  la  difTérenticlIc  con- 
stante, 


(3) 


dx 

d^  X 

d^x 

Z = — r-  ’ 

Il  — .1.1 

dt 

dt‘ 

dt^ 

puis, 

(4) 


ti'x 

dl' 


— X = O. 


L’équation  caractéristique  qui  répond  à l’é(|uation  (4) 
est 

r'  — I = O, 

et  l’on  en  tire 

r=±l,  /•=  dz  ^ — I . 

Les  racines  ± — i introduiront  dans  l’intégrale  générale 
de  l’équation  (4)  la  partie  Ccos(t  — t»),  C et  étant 
deux  arbitraires;  quant  à la  partie  introduite  par  les  ra- 
cines ±1,  on  peut  la  représenter  par  Ae'"'» -h 
A et  B étant  de  nouvelles  arbitraires.  Mais  la  variable  t 
n’est  définie  que  par  sa  différentielle  et  l’on  peut  écrire  t 
au  lieu  de  t — on  aura  donc,  en  remarquant  que 
y,  Z,  U,  sont  déterminées  par  les  équations  (5), 

X — Kc'  Bc  ' H-  Ccosf, 

.>  = Ac'  — Be~'  — Csin/, 

2 = Ae'  -t-  B c~'  — C cosr, 

« = Ae'  — Be~'  — C sint. 

Si  l’on  pose 

4C'=a,  i6AB  = p,  log4A  = 7, 
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on  tirera  des  dquations  prëccclen les 

“ = (-r  — (r  — ">% 

? = (.r-t-s)5— (J--H  tt)’, 

■ , X ’■  " 

7 = log(j  + _)  -(-  3 + u)  4-  arclang ; 

ces  équations,  où«,  -/désignent  trois  constantes  arbi- 
traires, représentent  les  trois  intégrales  du  système  pro- 
posé. 


Méthode  de  d' Alemhert  pour  ramener  aux  équations  à 

deux  variables  les  systèmes  d' équations  linéaires  du  \ 
premier  ordre, 

748.  On  doit  à d’Alembert  une  méthode  remarquable 
pour  ramener  à des  équations  du  premier  ordre,  à deux 
variables,  un  système  quelconque  d’équations  différen- 
tielles linéaires  simultanées.  Nous  supposerons  que  les 
équations  du  système  proposé  aient  été  réduites  au  pre- 
mier ordre,  en  introduisant,  s’il  est  nécessaire,  de  nou- 
velles variables,  comme  nous  l’avons  expliqué  au  n“  615. 

Cas  de  deüx  équations.  — Soient  les  équations  li- 
néaires 

j|  + P,.  + Q.  = ï, 

(')  !. 

( 4-Q'3=3V', 

dans  lesquelles  P,  Q,  V,P',  Q',  V'  sont  des  fonctions 
données  de  la  variable  indépendante  x.  En  ajoutant  ces 
équations,  apres  avoir  multiplié  la  seconde  par  un  fac- 
teur indéterminé  X,  on  a 

■3)  -t-(P-4-lP').>"+-(Q-l->Q'j2=V-l-XV'. 
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Désignons  par  i une  nouvelle  variable,  et  posons 


(4) 

^ -t-Xï  = r. 

d’où 

(5) 

dj  . di  dx 

€tt 

djc 


d\ 


Si  l’on  remplace,  dans  l’équation  (3),  jet  par  leurs 
valeurs  tirées  des  formules  (4)  et  (5),  il  viendra 


* 

dx 


-|-(P-t-ÂP')t— zr^-t-{P-t->PV;  — (Q-4->Q')  l = V-t-XV”. 


■>]=’ 


On  peut  disposer  du  facteur  indéterminé  X,  de  manière 
que  Z disparaisse  de  cette  équation,  c’est-à-dire  de  ma- 
nière que  l’on  ait 


(6) 


d\ 

d.r 


-t-P'X’-i-  {P  — Q')V- Q = o, 


et  l'équation  en  t devient  alors 

h)  4^ -4- (P -f- XP')/  = V -(- ).V'. 

d.r 

L’équation  (7)  est  linéaire,  et  on  en  tire,  par  l’inté- 
gration. 


/ = e [ C -H 

ou,  pour  abréger. 


J''  J’^^P  + iP')dx 


{V+XV'idx 


(9) 


t=zF(x,  X,  C), 


C étant  une  constante  arbitraire. 

L’équation  (6),  dont  dépend  X,  n’est  pas  linéaire,  mais 
il  n’est  pas  nécessaire  d'avoir  son  intégrale  générale; 
deux  valeurs  particulières  suflisent.  Effectivement, 
les  valeurs  de  t qui  répondent  à ces  valeurs  de  X sont 
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) / + X,  Z ; l’équation  (9)  donnera  donc  en  écri- 

vant successivement  C,,  C,  au  lieu  de  C 

l y C,), 

C.).’ 

Chacune  des  équations  (10)  est  une  intégrale  du  système 
proposé. 

749.  La  méthode  de  d’Alemheri  fait  connaître  les  inté- 
grales des  équations  diirérentielles  linéaires,  lorsque  les 
coefficients  sont  constants. 

En  effet,  supposons  P,  Q,  P',  Q'  constants.  Si  les  ra- 
cines de  l’équation 

(il)  P'X’ -t-{P  — Q')‘a  — Q = O 


sont  inégales,  et  qu’on  les  désigne  par  X,.  on  aura  les 
deux  solutions  demandées  de  l’équation  (6)  en  posant 


successivement 


\ — X|,  X — X,  ^ 


^l*>rc+ 


-4-  XV'^fir  , 


et  les  équations  (10)  deviendront 


^ -4-  X,î  r=  e" 


-^p')-rc,+ 

• -T. 


■^(V-4-X,V')rfx  , 


1 V -t-X,ï  = e-C’‘-+-^>’’')-^  C,-hf  -)-X,V')./x  . 


Lorsque  Q est  nul,  l’une  des  racines  X,,  X,  est  nulle; 
dans  ce  cas,  l'une  des  équations  (ta)  est  l’intégrale  de  la 
première  des  éijuations  proposées,  laquelle  ne  renferme 
pasz.  Lorsque  P'=o,  l’une  des  racinesde  l’équation  (i  i) 
est  infinie;  ce  cas  est  analogue  à celui  de  Q = o;  la 
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deuxième  des  équations  proposées  ne  renferme  pas  et 
elle  détermine  z en  fonction  de  x;  > est  donnée  ensuite 
par  l’intégration  de  la  première  équation. 

Si  les  deux  racines  de  l’équation  (i  i)  sont  égales  entre 
elles,  soit).,  leur  valeur;  l’équation  (6)  aura  la  forme 

— -t-  P'  ()i  — X,)’  =r  o ou  • — - ->r  V'  tlx  — O , 

et  l’on  en  tire,  par  l’intégration. 


X — X, 


-t-  P'.r  = G , d’où  ),  — X,  = 


P'.r  — G 


(i  étant  une  constante  arbitraire.  Il  suffira  de  donner  à G 
deux  valeurs  [>articulières,  pour  avoir  les  deux  valeurs 
de  ).  qui  nous  sont  nécessaires;  en  faisant  G = oo  , puis 
G = ü,  on  a 


r ^ 

- I (P-riP';jx 

et  les  valeurs  correspondantes  de  e sont 


„-'P-f-;,P)4  ^ _(P-,-J,p;r 


750.  Il  faut  remarquer  que  les  formules  relatives  au 
cas  particulier  de  >*■,=  peuvent  être  tirées  facilement 
des  formules  (la)  qui  se  rapportent  au  cas  général.  Efl'ec- 
tivement,  l’égalité  des  racines  ).  cessera  d’avoir  lieu  si  l’on 
modifie  couveuablemcnl  les  coefficients;  il  suffira  de 


multiplier  cette  équation  par 


— h 
X — X, 


; rien  n'empêclic 


d’admettre  que  P et  P'  ne  sont  pas  changés , et  que  la 
modification  porte  seulement  sur  les  coefficients  Q et  Q', 
qui  ne  figurent  pas  dans  nos  formules.  Cela  étant,  les  in  té- 
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grales  (12)  pourront  titre  représentées  par 

y + *,:=:  F(x,  À,,  Ci), 
jr -t- ()‘i  A)  s = F(x,  X,  + A,  Cl  4- A Cl), 

en  éerivant  C,  -I-  fiC)  au  lieu  de  C,.  La  seconde  équation 
peut  être  remplacée  par 

. _ Ffj.  >1 -t-  A,  Cl  4-  AC,)  — F(j,  X,,  C,) 


et,  à la  limite,  pour  h = o,  elle  se  réduit  à 


Z 


rfF 

ill, 


4- Cl 


rfF 

7c,' 


751.  Exemplk.  — On  demande  d’intégrer  les  deux 
équations  simultanées  déjà  eunsidérées  au  n”  7i5, 


dx 


4-3^  4-  Z = O , 


dz 

dx 


X 4-  ï = O . 


En  appliquant  la  méthode  de  d’Alembert,  on  a 
dt 


et 


On  tire  de  là 


dx 

d\ 

Te 


4*  ( 3 — X ) r nz  o. 


(X  — 1)=  = O. 


d’où 


(>. 


t/X 

V ; dx  o, 

— iV  ’ 


, hJ'  = G,  ou  X =:  I 4-  r 

X — I G — . 


On  peut  donc  faire  ici 


X,  — 1 , X,  — 1 


Soient  f,,  tf  les  valeurs  de  t qui  répondent  à ces  valeurs 


-ÿ. 
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de  X,  on  aura 

rf/,  dt,  ( I \ 

- — har,  = o,  h î+-  r,  — O, 

dx  dx  \ X I 

d’où 

> + î = C,  .)■  -H  I = C.  

.JC 


752.  Cas  d’cpi  kombhe  qcelcomqce  d’éqcations. — La 
mélliode  de  d’Alembert  est  applicable  à un  système  quel- 
conque d’équations  différentielles  linéaires. 

Soient  l<s«  n é(|uations  linéaires  du  premier  ordre 


l>) 


ÿ + p;«x,  + p;"x. 


^ + p;”>  + p;-' 


.-+-P'’‘’x,  = V„, 


dans  lesquelles  les  coefGeients  P/’  et  les  seconds  mem- 
bres Vj- sont  des  fonctions  données  de  la  variable  indé- 
pendante X.  Ajoutons  CCS  équations  après  les  avoir  mul- 
tipliées respectivement  par  les  facteurs  indéterminés 


faisons  ensuite 


Xi)  X7, ...  I X.7 


( a ) X,  X,  Xj  -t-  X„_,  ,x„_,  ■+-  ,r,  = t, 

puis 


l 

X,  pV’  + >3  P',“ 

. . -t- p‘."  -4-  p["'  = <$,, 

(3)  ! 

1 X.P^''  -f-X^P-’’ 
1 

■+■ . 

. .-t-).-,P''^”  -t-  P'"’=‘Î'7, 

et 

1 

x,p';^  -1-  x..p;*' 

"h  • 

. .-t-X„_.P<’“'’-HP,','''=œ„, 

(4) 

X,V, -l-X,V, 

-I-. . 

,v,_,  -h  v,=  v\ 
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on  aura 

£ “ ê')  ^ ^ “ ‘^y^' 

Remplaçons  x„  par  sa  valeur  tirée  de  la  formule  (2),  et 
profitons  ensuite  de  l'indétermination  des  facteurs  X,  pour 
faire  disparaître  les  variables x,,  x,,.  . x„_i,  l’équaiion 

précédente  se  réduira  à la  suivante 


(5) 


et  l’on  aura,  pour  déterminer  les  facteurs  X,  les  n — i 
équations 


d\, 

dx 


-l-  5’n^i  — ^1  — O, 


(6) 


^ 'J,: 

dx 


0, 


+ ‘i'«  À„_|  — — O. 


L’équation  (5)  est  linéaire,  et  l'on  en  tire 

r 1 

(')  t=e  I C -f-  ^ c I, 

C étant  une  constante  arbitraire. 

Les  n — 1 équations  (6)  ne  sont  pas  linéaires;  mais  il 
suffit,  pour  notre  objet,  de  connaître  n systèmes  de  va- 
leurs des  quantités  X,,  X,,...,  X„_,,  satisfaisant  à ces  équa- 
tions. Effectivement,  désignons  généralement  par 


,0)  ■>«) 

*1  ’ *3  ’ 


l’un  quelconque  des  n systèmes  dont  nous  venons  de 
parler,  l’indice  supérieur  i variant  de  i h n.  Désignons 
aussi  par  t^‘>  la  valeur  de  f que  donne  l’équation  (7)  lors- 
11.  36 
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qu’on  allribue  aux  factpurs  X les  valeurs  X<‘)  et  que  l'on 
écrit  Ci  au  lieu  dcC,  on  aura  les  n intégrales  suivantes 
(les  équations  différentielles  proposées  : 


(8) 

1 

• • -f- 

f x|"*x,-hX';’x,-4-., 

, . ■+■  X'"j,x._,  -(-  x„  = 

De  ces  équations  (8)  on  tire,  pour  x,,  x,,.  . . , x„  des 
valeurs  de  la  forme 


i T' 

.-f-T;"’/'"’, 

] x,=T‘, 
'9/  i 

,. -t- T', 

f x,=.t'"/‘'’  , 

1 ^ « « 

les  coefficients  T étant  des  fonctions  des  X. 

Soient  X;  la  valeur  que  prend  x,  quand  on  donne  la 
valeur  zéro  aux  constantes  C,,  Ci,...,  C„;  «,■  la  va- 
leur que  prend  la  même  fonction  x,-  quand  on  suppose 
nuis  les  seconds  membres  V,,  V,,.  . .,  V„  des  équations 
proposées;  il  est  évident  que  les  équations  (9)  devien- 
dront 

X,  = X,  4-  z„  X,  = X,  -I-  Z, , . . . , X,  = X„  -(-  z„ , 
ce  (jui  exprime  la  proposition  suivante  : 

Les  valeurs  de  x,,  x,, . . . , x„  qui  constituent  le  y'.v- 
ième  intégral  du  système  différentiel  (1)  peuvent  être 
obtenues  en  ajoutant  les  valeurs  X,,  X],...,  X„,  qui 
constituent  une  première  solution  sans  constantes  arbi- 
traires aux  valeurs  respectives  de  x,,  x,,. . . , x„,  qui 
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constituent  le  système  intégral  du  système  (i),  après  la 
suppression  des  seconds  membres. 

753.  Lorsque  les  coefficients  des  équations  proposées 
sont  constants,  il  existe  en  général  n systèmes  de  valeurs 
des  indéterminées  X,  qui  se  réduisent  à des  constantes. 
En  effet,  supposons  i,,  A,, . . . , A„_,  constantes,  les^ équa- 
tions (6)  deviendront 

A,  A., — I 1 

Si  donc  on  désigne  par  p la  valeur  des  rapports  con- 
tenus dans  cette  formule,  on  aura,  en  remettant  au  lieu 
de  ®i,  3’,, . . . , leurs  valeurs  (3), 


lio) 


[p<;>_  p]  i,  -1-. . . -t-  + p‘“’  = o, 

p<”  -f-  [p';>  _ p]  -I- . . . -f-  p'’"‘').._.  -f-  p'"'  = o, 


f p;['’  X,  4-  p‘”x,  -t- . . . -h  p1"”"  A.-,  + [p1"’  - p]  = o- 

L’élimination  de  A,,  A,,....,  A„_,  entre  ces  équations  con- 
duit à une  équation  finale 

(>>)  F{p)  = o 

du  degré  n par  rapport  à p,  et  dont  le  premier  membre 
n’est  autre  chose  que  le  déterminant 


1 p? - f 

, p‘,",. 

p(*— 0 

> 

p(«) 

j p‘;’. 

pl'i-O 

• • 1 > 

p(«) 

p(0 

» 

pr>---. 

P'*~", 

p(») 

n 

A chaque  racine  p de  l’équation  (ii)  répondent  des 
valeurs  déterminées  de  A,,  A,,..,,  A„_,  fournies  par  n — i 
des  n équations  (lo).  SI  donc  les  racines  de  l’équation  (i  i) 
sont  inégales,  on  connaîtra  par  ce  moyen  les  systèmes 
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de  facteurs  X qui  nous  sont  nécessaires;  la  formule  (7) 
qui  détermine  les  seconds  membres  des  intégrales  (8) 
devient  ici 

Lotsque  l’équation  (11)  a des  racines  égales,  la  mé- 
thode précédente  ne  donne  pas  « intégrales  distinctes; 
mais  on  peut  employer,  pour  compléter  le  nombre  des 
intégrales,  un  procédé  analogue  à celui  dont  nous  avons 
fait  usage  dans  le  cas  de  deux  équations. 


Intégration  d'un  système  d'équations  pourvues  de 
seconds  membres,  dans  le  cas  où  l'on  connaît  les  in- 
tégrales des  mêmes  équations  privées  de  seconds 
membres. 


751.  Les  propriétés  établies  aux  n™  723  et  suivants  à 
l’égard  des  équations  linéaires  à deux  variables  sans  se- 
conds membres  s’étendent  d’elles-mémes  aux  systèmes 
formés  d’un  nombre  quelconque  d’équations.  En  outre, 
quand  on  connaît  les  intégrales  d’un  système  d'équations 
linéaires  sans  seconds  membres,  il  est  facile  d'en  conclure 
les  intégrales  des  mêmes  équations  différentielles  pour- 
vues de  seconds  membres,  soit  par  la  méthode  de  Cauchy 
(n*’728),  soit  par  la  méthode  de  la  variation  des  arbi- 
traires. Nous  ferons  usage  de  cette  dernière  méthode. 

Considérons  comme  au  n"  732  les  n équations 


(>) 


dx  * ’ 

^ -t-  -t- 

ax  ' ’ 


-t-,  . + p'”x„  = V„ 


-t-,  . .-4-  p'^'j-,  = V,, 


f 

^ dx 


-4-  P -"'a:,  4-  Pr'-r.  + 


. 4- p;;*'.r.  = v„, 
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et  supposons  que  l'on  connaisse  n systèmes  d’intégrales 
particulières  relatives  au  cas  où  les  seconds  membres 
sont  nuis,  savoir 


x'" 

•'l  ’ 

. . x'", 

n ’ 

xJ”, 

. . , X^ 

-r". 

• ■ , 

’ n 

il  est  évident  qu’on  satisfera  aux  mêmes  é([uations  saus 
seconds  membres  en  posant 


(^) 


: C,  x'"  + H-  . . . + ax'”’, 


X.  = C,  x'"^  ■+■  C.x'”  4-  . . . 4-  C„  x'"', 


et,  si  l’on  regarde  les  arbitraires  C comme  variables,  on 
pourra  considérer  les  équations  (2)  comme  représentant 
les  intégrales  du  système  (1);  celte  manière  de  procéder 
n’est  autre  chose  qu’un  changement  de  variables,  comme 
nous  l’avous  déjà  remarqué. 

La  substitution  des  valeurs  (2)  de  or,,  x,,.  . .,  x„  dans 
les  équations  (1)  donnera,  après  les  réductions  qui  résul- 
tent de  notre  hypothèse. 


(1)  'IC,, 

V 

‘ c/x 


,0^ 
‘ r/x 


tn)  rlCn  y 


(3) 


(,j  (a) 

'*  dx  ' (Lr. 


.4-^: 


(»i) 


d.r 


Va, 


(O  , (2) 

X — h X —, — 

'•  dx  '*  dx 


“H . . . -f-  X 


,(")  ^C“ V 

rfx  - 
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Ces  équations  doiiueront  pour 


'IF2. 

dx  dx 


)•••  des  valeurs 


déterminées,  tant  que  les  équations  (2)  seront,  dans  l’hy- 
pollièse  des  arbitraires  constantes,  les  intégrales  générales 
des  équations  (i)  privées  de  leurs  seconds  membres.  On 
aura  donc 


(4) 


rfC,  _ dC.  _ 

dx  dx  dx 


X„X„. 

de  l.à 


(5) 


X„  étant  des  fonctions  connues  de  x.  On  tire 
1 C|  = c,  + 


I Q,  = c.  -h  r X,dx, 
■/  *• 


' c,,  C], . . . , c„  étant  des  constantes  arbitraires. 


Autre  méthode  pour  la  recherche  des  intégrales  dans 
le  cas  des  coefficients  constants. 


755.  Au  lieu  d’employer  la  méthode  de  d’Aleinbert, 
dans  le  cas  des  coefficients  constants,  on  peut  procéder 
à l’intégration  en  appliquant  le  procédé  qui  nous  a déjà 
servi  dans  le  cas  d’une  équation  linéaire  à deux  variables. 

Soient  les  n équations  sans  seconds  membres 


dx  ' ’ 


(■) 

.+  P X,  = 0, 


-f-P‘”x„  = o, 


— -4-P;*'-,H-P;"’x.  4-.. 
dx  ' ’ 


-t-  P^"'x„=  O, 
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dans  lesquelles  les  coefficients  P sont  constants.  Posons 

(1)  JT,  = = x,_, 

et  substituons  ces  valeurs  dans  les  équations  (1),  on  aura, 
après  la  suppression  du  facteur 

î [p;'^ - p]  -h. . . 4-  piü.>«-.  4-  Pi”  = O, 


(3) 


( P["’>.  4-  Pi"’i.4-  . . . -h  Pil>,-,  4-  [Pi"'  - p]  = O. 


Ces  équations  sont  de  même  forme  que  les  équations  (10) 
du  n°  7511,  et  elles  conduisent  .à  la  même  é<[ualion  en  p 
du  degré  n,  par  l’élimination  des  indéterminées  î.i,...; 
à chaque  racine  p de  cette  équation 

(4)  F(p)  = o 

répondront  en  général  des  valeurs  déterminées  de 

X,, . . . , X„_, . 

Si  l’équation  (4)  a n racines  distinctes,  on  formera  de 
cette  manière  n systèmes  d’intégrales  particulières  au 
moyen  des  équations  (a).  Soient 

pi,  Pî, • • ■ . p» 

les  n racines  p, 

« ’ I * ’ I 

les  valeurs  correspondantes  de  ),  et 

^ C|,  Ci,  • . . , C„ 

n coustantes  arbitraires  ; les  intégrales  du  système  pro- 
posé seront 

X,  = c,  -H  ...  4-  C„x|"’c~'“.^ 

(5)  ' x,  = C,X['^“'’‘'4-C.X‘’’ 


x„=:C,e  + C,e~p<^ + C,e  P-’’ 
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Il  serait  aisé  de  trouver,  dans  chaque  cas,  les  modifica- 
tions que  doivent  subir  ces  formules  lorsque  quelques-unes 
des  racines  p deviennent  égales  entre  elles;  ce  que  nous 
avons  dit  au  n“  750  nous  parait  sullisaut,  et  nous  n’in- 
sisterons pas  davantage  sur  ce  point. 


Sur  une  classe  d'équations  diJJ'érentielles  linéaires. 

• 

756.  Nous  croyons  devoir  faire  connaître,  en  termi- 
nant ce  Chapitre,  un  résultat  remarquable  obtenu  par 
Jacobi,  et  qui  se  rapporte  à la  théorie  qui  nous  occupe. 

Considérons  un  système  de  n équations  différentielles 
quelconques  entre  une  variable  indépendante  x et  n va- 
riables dépendantes  x,,  x,, . . . , x„.  Représentons  par  xî 

la  dérivée -X  et  par 

a.r  * 

(i)  F,  = o,  F,  = 0,...,  F,  = 0 

les  équations  différentielles  pioposées.  F,,  F, ,...,  F„ 
sont  des  fonctions  quelconques  de  x,  de  x, , Xj,.  . . , X„ 
et  des  dérivées  x', , x',, . . . , x'„. 

Supposons  que  l’on  connaisse  les  intégrales  générales 
du  système  (i)  et  que  ces  intégrales  soient  résolues  par 
rapport  à x, , x, , . . . , x„;  représentons  les  par 

(a)  .7-,  =:X,,  jr,  = X,,.  ..  .r„  = X„, 

f 

X, , X,. — X„  étant  des  fonctions  de  x cl  de  n constantes 
arbitraires  a,  , n,,  . . . , a„. 

Si  l'on  porte  les  valeurs  (a)^dans  les  équations  (i), 
celles-ci  deviendront  identiques,  et  on  en  conclura  de 
nouvelles  identités  par  la  différentiation  relative  aux  ar- 
bitraires. Différcnlions  par  exemple  l’équation 
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par  rapport  à l’arbitraire  on  aura 

/rfF,  ilr,  HŸ,  fl.r\  !dv,  ,h„  HVi  dx'\_ 

* f/j*i  dt!^  dx\  diiy,j  \d.r„  tUtu,  dx'^  dtia) 


équation  identique  <iprès  la  substitution  des  valeurs  (2). 


Ur  - — est  égalé  a — — : si  donc  on  représente  par 


les  valeurs  que  prennent  -^1  après  la  substitution 
des  valeurs  (3),  nous  aurons  l'identité 


(3) 


Cela  posé,  considérons  les  n équations  linéaires  simul- 
tanées 


1 

V"’ — 

' ' <i.r 

. .-1- 

dz„l  _ 

<ix  J 

(4)  1 

' > d.r 

4-. . 

. . 

dz,l 
rtï J 

( 

. .4- 

Z,  -+-  v'"' 

,dz„l 

æ;J  “ 

dans  lesquelles  , r, , . . . , z„  désignent  des  fonctions  in- 
connues, et  où  les  quantités  U,  V sont,  comme  un  vient  de 
le  voir,  des  fonctions  données  de  x et  de  n constantes  a, , 
a,, . . . , A cause  de  l’identité  (3),  qui  a lieu  quel  que 
soit  /,  les  équations  (4)  sont  satisfaites  quand  ou  pose 

_dX,  _dX,  ' . 

' rfflu  * dOfi  ’ * " düa  ' 
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donc  les  intcgralcs  générales  du  système  (4)  seront 


(5) 


„ r/X,  ^ rfX,  „ rfX, 

Z,  =:  C,  —J r Cj  “T h . . . -h  Cfl  -7 — 

da^  da^  da^ 

dtXy  fiûj  dO/f 


Zn  = C,  — h C,  

dctf  du  J 


rfX, 

'/a» 


Cl , C. , . . . , C„  désignant  n constantes  arbitraires. 

Ainsi  tout  système  d’équations  différentielles  simulta- 
nées dont  les  intégrales  sont  connues  conduit  à un  sys- 
tème d’équations  différentielles  linéaires  à coefGcients 
variables,  dont  les  intégrales  s’obtiennent  par  de  simples 
différentiations. 
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CHAPITRE  X. 

DE  L'INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
PAR  LES  SÉRIES  OU  PAR  LES  INTÉGRALES  DÉONTES. 


Emploi  des  f annules  de  Taylor  et  de  Alaclaiirin. 


757.  L’analyse  mathématique  n’élaiit  eu  possession 
d’aucune  méthode  générale  pour  l’intégration  des  équa- 
tions différentielles,  on  a dû  recourir,  dans  les  applica- 
tions, aux  méthodes  d’approximation  fondées  sur  l’em- 
ploi des  séries.  Mais  ces  méthodes  elles-mêmes  sont  diffi- 
cilement praticables  dans  le  cas  des  équations  non 
linéaires,  à moins  qu’on  ne  puisse  se  borner  à un  très- 
petit  nombre  de  termes.  Nous  nous  proposons,  dans  ce 
Chapitre,  de  donner  une  idée  des  procédés  en  usage  pour 
effectuer  l’intégration  par  les  séries. 

Celui  qui  s’offre  le  premier  consiste  dans  l’emploi  des 
formules  de  Taylor  et  de  Maclaurin.  Nous  avons  déjà 
fait  usage  de  la  formule  de  Taylor  pour  établir  l’existence 
des  équations  intégrales;  on  peut  lui  substituer  la  for- 
mule de  Maclaurin,  qui  conduit  souvent  à des  résultats 
plus  simples,  mais  qui  ne  fait  pas  toujours  connaître  l’in- 
tégrale générale  demandée.  C’est  ce  que  l’on  va  voir  dans 
l’exemple  suivant. 

758.  Considérons  l’équation  du  deuxième  ordre 


(■) 


rf’r 


an  (ir 
X dx 


m'y  = o, 


qu’on  rencontre  dans  diverses  questions  de  Physique  ma- 
thématique, et  dans  laquelle  n et  ni‘  désignent  deux 
nombres  réels  donnés  positifs  ou  négatifs. 
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Multiplions  l’équation  (t)  par  x et  diffcrentions  ensuite 
l>.  — I fois,  ou  aura 


Pour  = O,  les  équations  ( 2 ) et  (3)  donnent 


(2«+^-l;  — = (fx- 

dx^ 


dans  le  cas  de  p = 2,  cette  dernière  équation  est 
(5)  (2n-+-l)^^  =/n’v. 


On  voit  que,  si  an  n’est  pas  un  entier  négatif,  les  dérivées 
de  y des  ordres  impairs  sont  nulles,  et  que  les  dérivées 
des  ordres  pairs  sont  données  par  la  formule 

d''' y 1.3. 5... (2/ — i)  J, 

dx“  (2«  + i)  (a«  + 3).  . ,2n  + 2i  — i) 

Si  donc  on  désigne  par  G la  valeur  de  y ijui  répond  à 
x = O,  la  formule  de  Maclaurin  donnera  cette  intégrale 
particulière  de  l'équation  (1) 

ff/’  .r’  m' x' 

a.(2«+i)  2.4(2/' -t- 1) 

m"  x’ 

2.4-fi(2/'-i-i)(2n  + 3^{2n-l-5) 

La  formule  (6)  est  illusoire  lorsque  an  est  égal  à un 
entier  impair  négatif;  mais,  ce  cas  étant  mis  de  côté,  la 
série  qui  figure  dans  le  second  membre  est  convergente. 
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quel  que  soit  x,  car  le  raj>porl  du  terme  de  rang  i + i au 
terme  de  rang  i,  savoir 

m’  .r’ 

— ; ’ 

2/  [2/1  -4-  21  — I) 

tend  vers  zéro,  quand  i augmente  indéfiniment. 


7o9.  Examinons  le  cas  où  an  est  égal  à un  entier 
négatif.  Si  cet  entier  est  impair,  on  voit  par  la  seconde 
des  formules  (4),  que  les  dérivées  de  > des  ordres  impairs 
sont  nullcs  pour  x=  o,  comme  dans  le  cas  général.  La 

même  formule  montre  que  l’on  a ^=0,  pour 

/z=  1 — an,  et  par  conséquent 


la  dérivée 


r = Oi 


f/.r*  ° > • • • > dr-'-i"  ° ’ 

est  arbitraire,  mais  toutes  celles  des  or- 


dres pairs  suivants  sont  déterminées  en  même  temps 
qu’elle.  D’après  cela,  si  l’on  désigne  par  C,  la  valeur  arbi- 
traire de 


I f/'-v  r 

i.a.3...(i  — 2/1)  rf./'.-"' 


pour  a:  = O,  la  formule  de  Maclaurin  donnera 


(7)  ) 


^ = C, 


I-t- 


2.(3 — 2n)  2.4(3  — 2n)(5 — 2/l) 

‘I 

4.6(3  — an)\5  — 2/j)  {7  — 2/jj 


Si  an  est  un  entier  pair  négatif,  les  dérivées  de 7^  des 
ordres  impairs  s’annulent  pour  a:  = o,  d’après  les  for- 
mules (4),  jusqu’à  celle  dont  l’ordre  est  — i — an.  La 

Su  Y • , . , 

valeur  de  la  dérivée  ^ i)eut  être  choisie  arbitraire- 

dx‘-“  ^ 

ment  comme  dans  le  cas  précédent,  et  les  dérivées  des 
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ordres  impairs,  qui  suivent,  sont  alors  déterminées. 
D’ailleurs  la  valeur  de  j qui  répond  à x = o est  arbi- 
traire, dans  le  cas  actuel,  et  elle  détermine  les  valeurs 
des  dérivées  des  ordres  pairs.  Donc  la  formule  de  Maclau- 
rin  donne  ici  une  solution  qui  renferme  deux  constantes 
arbitraires  et  que  l’on  forme  évidemment  en  faisant  la 
somme  des  séries  contenues  dans  les  formules  (6)  et  (7). 
Cette  solution  est  l’intégrale  générale;  on  l’obtiendrait, 
dans  tous  les  cas,  par  la  formule  de  Taylor,  dont  les 
coefficients  peuvent  être  calculés  au  moyen  des  for- 
mules (a)  et  (3)  ; mais  le  résultat  est  compliqué,  et  il  n’y 
a aucun  intérêt  à en  effectuer  le  calcul. 


Changement  de  variable  combiné  avec  l'emploi  de  Ut 
formule  de  MaeXanrin. 

760.  Nous  avons  obtenu  au  numéro  précédent  une  in- 
tégrale particulière  de  ré<{uation 

a«  dy 

(i)  “TT  "• ; m^y  = o. 


d.r 


X dx 


Pour  avoir  l’intégrale  générale  il  faudrait  connaître 
une  deuxième  intégrale  particulière,  et  comme  celle-ci 
n’est  pas  généralement  développable  par  la  formule  de 
Maclaurin,  il  est  naturel  d’examiner  si  un  cliangemcnt  de 
variables  ne  permettrait  pas  l’emploi  de  cette  formule. 
A cet  effet,  nous  poserons 

fA  étant  un  exposant  indéterminé  et  z une  variable  nou- 
velle. La  différentiation  donne 


dx  d.r 


' Z, 


d\Y 

dx‘‘ 


d-z 


dx 


■f*  (f*- 
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Portant  ccs  valeurs  dans  l’équation  (1)  et  divisant  en- 
suite par  X'“,  il  vient 

d^z  an  4- 2ft  rfs  r[i(2n-4-(t  — i) 
rf.r’  X tl.r  [_  .r’ 


Cette  équation  aura  la  même  forme  que  la  proposée,  si 
l'on  fait 

(1  = 1 — 2n; 

la  transformée  devient  en  effet 


(2) 


dz 

m'z=zo-, 

d.r 


et  elle  se  déduit  de  l’équation  (1)  en  changeant  n en  i — n 
et  en  éerivant  z au  lieu  de  y,  on  ramène  ainsi  le  cas  de  n 
négatif  à celui  de  n positif.  Il  est  évident,  d’après  cela, 
qu’on  obtiendra  une  nouvelle  intégrale  particulière  de 
l’équation  (i)  en  changeant  n en  i — n dans  celle  qui  a 
été  obtenue  au  numéro  précédent  et  en  multipliant  en- 
suite par 

Avec  les  deux  intégrales  particulières,  on  formera 
l’intégrale  générale  de  la  proposée,  déjà  obtenue  dans  le 
cas  où  2«  est  un  entier  pair  négatif,  savoir  : 

m’.r’  m'x' 

i[2n-hi)  2.4  (?■«  4-1)  (an  4- 3} 

m’  r’  m‘  .r* 

2 (3  — 2n)  2-4(3  — 2/j)(5—  2fl) 

C et  C'  étant  deux  constantes  arbitraires.  Toutefois  il 
faut  excepter  le  cas  où  ara  est  un  entier  impair  positif  ou 
négatif.  Si  l'on  a 2 ra  = i , les  deux  intégrales  particulières 
coïncident  entre  elles,  et  si  2 n est  un  entier  impair  autre 
que  4-  I,  l’une  des  deux  intégrales  devient  illusoire.  Nous 
reviendrons  plus  loin  sur  ce  cas  d’exception. 


■C'j:'-’"  14- 


= o[, 


5y6  calcul  intégral. 

761.  II  convient  de  remarquer  le  cas  de  n =r  i ; on 
détermine  aisément  les  sommes  des  deux  séries  qui  expri- 
ment les  intégrales  particulières.  Dans  le  cas  dont  il  s’a- 
git, la  formule  (3)  devient,  en  écrivant  Cm  au  lieu  de  C, 


ou 


J'  = 


C 


C 

,r 


1.2.3  1.2. 3. 4-5 


I 2 


m‘.r' 

I .2.3.4 


C — r-”^  C'  c"'  -4-  e-”' 


on  peut  écrire  aussi,  en  désignant  par  A et  B deux  con- 
stantes arbitraires, 


.)■ 


A<r"'  -4- 

j; 


La  transformation  que  nous  avons  exécutée  au  numéro 
précédent  conduit  immédiatement  à ce  résultat.  Eflècti- 
vement,  dans  le  cas  de  « = i,  l’équation  (2)  se  réduit  à 

— - m z — o, 

et  son  intégrale  générale  est 

Z — \ -t-  B c " ' ; 

on  en  conclut  immédiatement  la  valeur  de  que  nous 
venons  d’obtenir. 

Si  m’  est  négatif  et  que  l’on  fasse  m’  = — p’,  l’intégrale 
de  la  proposée  devra  être  écrite  sous  la  forme 
Csin  ix.r -t- C' cospar 


Emploi  de  la  mélliode  des  coefficients  indéterminés, 

762.  Au  lieu  de  faire  usage  de  la  formule  de  Maclaurin, 
on  peut  employer  avec  avantage  la  méthode  des  coeffi- 
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cienls  indélerminës,  qui  comporte  une 
grande. 

Reprenons  l’équation 


(•) 


dx‘ 


l.n  d) 

m'y  = o, 

X lix 


que  nous  avons  déjà  considérée,  et  essayons  d’y  satisfaire 
en  posant 

(2)  / = Ax" -t- Bx®  + Car  '' -f- Dj:" -H  . . . , 

et,  Ê,  7,  étant  des  exposants  croissants.  On  lire 

de  la  formule  (a), 

'4^  =Act.r“-'  -f-Be.r®-'+C7X>'-‘ 

liX 

4^  = Ast(«-i)x“-*  + B6[6— . 

U./** 

En  portant  ces  valeurs  dans  l’équation  (1),  il  vient 
A [a  (a  + 2/1  — — m’x“] 

+ B[6(6  + 2/1  — — /h*x®]-4-.  .=0, 


ce  qui  doit  se  réduire  à une  identité.  Le  plus  petit  expo  ■ 
sant  de  x dans  cette  formule  est  « — 2,  et  pour  que  le 
terme  de  ce  degré  disparaisse  il  faut  que  l'on  ait 

a = O,  ou  a — l — 2n. 

Parmi  les  termes  qui  restent,  ceux  qui  ont  le  moindre 
degré  sont  ceux  qui  contiennent  les  facteurs  x“,  x®~’. 
On  ne  peut  avoir  S — 2 > a,  car  il  faudrait  que  l’on  eût 
A = O,  hypothèse  à rejeter.  Donc  on  a 

6 — 2 ==  a OU  6 — 2<^«, 

Si  l’on  admet  la  seconde  hypothèse,  il  faudra  que  l’on  ait 

6 (6  2/J  — l)  =r  O, 

IL  3^ 
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6 = 0,  ou  6 = 1 — 27». 

Cela  n’est  admissible  que  si  l’on  a pris  pour»  la  plus  pe- 
tite des  deux  valeurs  o,  i — 2/»;  alors  on  peut  prendre 
pour  S la  plus  grande  des  deux  mêmes  valeurs.  Mais  si 
l’on  a choisi  pour  « la  plus  grande  des  valeurs  o,  i — 2«, 
il  faudra  faire  ê = a -t-  2. 

Supposons  que  a et  ê aient  reçu  les  valeurs  o et  i — an; 
comme  y ne  peut  avoir  l’une  de  ces  valeurs,  il  faudra  que 
l’on  ait  y = O- — a,  puis  J = 6 — a,  et  ainsi  de  suite. 
Ces  exposants  étant  connus,  on  déterminera  immédiate- 
ment les  coefficients. 

Mais  il  est  plus  simple  d’employer  successivement  les 
valeurs  a = o,  a = i — an,  et  de  supposer 

6=a-f-a,  y = 6-1- a,  ^ = y-(-2,.... 

Ainsi  l’on  fera  d’abord 


a = o,  6 = 2,  7 = 4»  iî  = 6, ..., 


et  en  écrivant  que  les  termes  du  même  degré  en  x dispa- 
raissent, on  trouvera 


ni' K 


C = 


»7»’B 


D = 


2(2n-i-l)  ' 6(2/»-I-5) 

Faisant  ensuite 

a = I — 27»,  6 = 3 — 277,  y =5  — 27»,..., 


et  opérant  de  la  même  manière,  on  aura 

^ ^ »»»’B  ^ 7»»’C 

® 2(3  — 27»)’  4(5—271)’  ~6(7  — 27»)’ 

Donc  en  supposant,  dans  l’un  et  l'autre  cas,  Â = i , on  a 
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ces  deux  intégrales  particulières 

/n’x’  m'jr' 

w’a:’  m'x'  “| 

2(3  — 2«)  2.4(3 — 2«)(5  — 2«) 

d’où  l’on  conclut  l’intégrale  générale  déjà  obtenue  au 

n-’TeO 

X — C/,  -H  C'^ , , 

en  exceptant  toutefois  le  cas  où  2«  est  un  entier  impair 
positif  ou  négatif. 

763.  Il  nous  faut  examiner  ici  ce  cas  particulier  où  2 n 
est  un  entier  impair.  Comme  l’hypotUèse  de  n négatif  se 
ramène  à celle  de  n positif,  ainsi  qu’on  l’a  vu  plus  haut, 
nous  supposerons 

2/J  = 2ï  + I , *• 


V étant  un  entier  nul  ou  positif.  L’équation  proposée  de- 
vient alors 


ei'r 

dx’ 


2ï  -t-  I 
X 


xL 

dx 


— nd  y 


O, 


et  nous  n’eu  connaissons  qu’une  intégrale  particulière, 
savoir  : 

m'i'  m'x' 

' 2(2v-t-2)  2.4  (2v -t-  2)  (2»  -t- 4) 

Si  l’on  emploie  cette  valeur  de  j', , l’intégrale  générale 
de  l’équation  proposée  sera  représentée  (u®  733)  par 


X — Cy  1 -I-  C' 


:'.v,  f- 


dr 


C,  C'  étant  deux  constantes  arbitraires  et  x„  une  valeur 
initiale  quelconque  de  x.  En  opérant  sur  la  fonction 

^ 5 comme  s’il  s’acissait  d’une  fraction  rationnelle, 

37. 


> 

• » 
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on  pourra  lui  donner  la  forme 


«I  _ 

_a»  — t 


> — I 
X 


X] 


Y étant  une  fonction  qui  reste  finie  pour  x = o.  Par  suite 
on  aura 

G logx  + V, 


P désignant  un  polynôme  du  degré  av,  G une  constante 
et  V une  fonction  qui  reste  finie  pourx=  o.  Il  résulte  de 
là  que  l’équation  proposée  a nécessairement  une  inté- 
grale de  la  forme 

X=X‘  { — -(-Glogj-^  -t-î, 

Z étant  une  fonction  qui  reste  finie  pour  x = o.  Il  est  donc 
naturel  d’employer  la  substitution  qu’exprime  la  formule 
précédente,  et  d’appliquer  la  formule  de  Maclaurin  ou 
celle  des  coefficients  indéterminés  à l’équation  transfor- 
mée en  Z ; celle-ci  ne  différera  de  la  proposée  que  par  un 
second  membre  introduit  par  la  substitution. 

7G-i.  Nous  nous  bornerons  à développer  le  calcul  du 
cas  le  plus  simple,  celui  de  v = o.  L’équation  proposée 
est  alors  ■ 

f/’v  I fl  y 

et  l’intégrale  partieulière  connue  est 

Hi’.r’  m'x'  m‘x‘ 

/i  = ' -I r;-  + 


2’  2*.  4’  2*.  4’*  fi’ 


I -h 


2’  4K. 
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Le  polynôme  désigné  par  P se  réduit  ici  à une  constante, 
et  le  produit  P>,  peut  être  confondu  dans  z;  il  est  évi- 
dent d’ailleurs  qu’il  est  permis  de  faire  G = i,  et  nous 
devons  poser  en  conséquence 

.r  =y,  logz  -t-  î, 

d’où 

rfr, , r. 

Hl  — I X ^ ‘ 

dj"*  fi  ® f‘  A r 


dx* 


X dx 


d'z 

~dl^' 


et,  en  portant  ces  valeurs  dans  la  proposée,  on  obtient  la 
transformée 


'!h 

dx' 


I dz 


a d}\ 


-, m'ï  = r 

dx  X dx 


Posons 

Z = <7„  fl,  a-’  <j,  j:'  -t-  . . . -f-  a,  x”  -I-  . . . 

et  désignons,  pour  abréger,  par 

A,  -f-  A I Jr’  A, x’  -4- . . . -4-  A,  a:’'  -I-  . . . 

la  valeur  de  j , -,  substituons  les  valeurs  de  z et  de  j",  dans 
l'équation  différentielle  et  égalons  les  coefficients  des 
mêmes  puissances  de  x dans  les  deux  membres,  on  aura 

m’o,-,  = — 4' A,, 


Ai  A,-_i 


et,  par  conséquent, 

A,  A„  \ 2 4 ' / 

rien  n’empêclie  de  supposer  = o,  et  alors  on  aura 

ni"  / I ! I \ 

~ ï~îï 7- — ^ 

2’. 4’-  . •(2l)’  \ 2 3 ! I 


f •• 
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On  a donc  celte  deuxieme  intégrale  de  la  proposée 


'4’---U'7 


76o.  Nous  avons  déjà  eu  l’occasion  de  remarquer 
qu’il  pouvait  y avoir  avantage  à exécuter  un  changement 
de  variables  avant  de  procéder  au  développement  en 
série.  Nous  allons  en  donner  un  nouvel  exemple  en  con- 
servant la  même  équation 


(i\V 

(Lt^ 


m '!l 

dx 


— /«’_>■  =:  O . 


Posons  P = ± wi  cl  exécutons  la  substitution 


nous  obtiendrons,  à cause  de  la  transformée 

suivante  en  z : 


Essayons  maintenant  de  satisfaire  à celle  équation  en  po- 
sant 

î = «,  -t-  «I  X -I-  «,  .r’  a,  X*  4- . . . ; 

subtituant  et  égalant  à zéro  le  coefficient  d’une  puissance 
quelconque  x*'’  de  x,  il  vient 

i{2n  + i — i)(7,  -I-  2ft(/i  -I-  / — i)a,_,  = o. 

Si  a /I  n’est  pas  un  nombre  entier  négatif,  la  précédente 
équation  déterminera  le  rapport  des  coefCcienls  n„ 
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et  on  en  conclura  la  valeur  de  savoir  : 

_ /;  (n  + i).  ■ ■(«  + » — i) 

‘ I . 2. . .1  X ( sn)  (an 1).  . . (3/2 -h  I — 

le  premier  coefficient  demeure  arbitraire. 

Supposons  que  n soit  un  entier  négatif  — h.  La  rela- 
tion obtenue  entre  et  n,_,  montre  que  di.;.,  est  nul,  et  il 
en  est  de  même,  en  conséquence,  de  Oj+j,  «i+a,--.,  n»». 
Le  coefficient  est  arbitraire  et  les  coefficients  qui 

suivent  sont  déterminés  en  fonction  defljj^^.  Donc,  dans 
le  cas  dont  il  s'agit,  on  obtient  les  deux  intégrales  sui- 
vantes de  l’équation  en  z 

ï = rt»  -I-  rt,  X a:'  -4-  . . . H-  fli  x', 
a = a,i+,  x’‘+'  -t- 

et,  par  suite,  on  a une  intégrale  particulière  de  la  pro- 
posée, par  une  formule  qui  renferme  un  membre  limité 
de  termes.  J’ajoute  qu’on  a deux  intégrales  particulières 
de  cette  espèce,  puisqu’on  peut  supposer  à ix  la  double 
valeur  ± m. 

Il  résulte  de  là  que  si  n est  un  entier  négatif,  on  peut 
exprimer  sous  forme  6nie  l’intégrale  générale  de  l’équa- 
tion proposée;  la  meme  chose  a lieu  quand  n est  un 
entier  positif,  car  on  ramène  ce  cas  au  précédent,  ainsi 
qu’on  l’a  déjà  vu.  On  obtient  d’ailleurs  l’intégrale  sou.s 
une  forme  très-remarquable  en  opérant  comme  il  suit. 

766.  Posons  ' 

rf’-'n 


l’équation  différentielle  en  z deviendra 


ri"-*-' U r fi’it 

1-  n — — -t-  1 (311X  -t-  n I h n.iu.— = o; 

rfx"+‘  dx-  \ L'  ' rfx"  rfr"-'  J ’ 

la  première  partie  entre  crochets  est  la  dérivée  d’ordre  n 
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de  la  fonction  x pareillement,  la  seconde  partie  entre 


crochets  est  la  dérivée  d’ordre  n de  (apx  -+-n)u.  On  a 
donc,  en  intégrant  n fois  l’équation  précédente  et  en 
désignant  par  P„_,  un  polynôme  arbitraire  en  x du 
degré  n — i , 

du 

X — -f-  (2ftx  + /lj«  = P,_|. 


Mais  comme  nous  n’avons  besoin  que  d’une  valeur  parti- 
culière de  U,  nous  pouvons  faire  P„_,  = o;  l’équation 
précédente  devient  alors,  en  séparant  les  variables, 

|rfx=o, 

et  en  intégrant 

logu  -t-  2(iix  -t-  nlogx=  const.  ; 
faisant  la  constante  égale  à zéro,  on  a 


et,  par  conséquent, 

d’‘~'{ r ’ .r~"1 


- 2/ia-  , 


y 


rfx"”' 


Aux  valeurs  -|-ni  et  — m de  ^ repondeiit  deux  inté- 
grales particulières  de  la  proposée;  l’intégrale  générale 
est  donc,  dans  le  cas  de  n entier  positif,  en  désignant 
par  C,  C'  deux  constantes  arbitraires, 


y = Ce”' ^ - 

^ dx"-' 


dx^~' 


Si  n est  un  entier  négatif,  il  faut  écrire  i — u au  lieu 
de  n et  multiplier  par  le  résultat  obtenu  (n“7{K)). 
L’intégrale  générale  de  la  proposée  est  donc  dans  ce  cas 


dx~" 


cv— 


d~"  { f’**"  r*~"  ) 
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De  l'cqualion  de  Riccati. 

767.  L’ équation  de  Riccati,  dont  nous  nous  sommes 
déjà  occupé  au  n°  663,  est 

{') 

a et  b étant  des  constantes  données,  m un  exposant  quel* 
conque.  On  la  ramène  à une  équation  linéaire  en 
posant 

Hz 


il  vient,  par  cette  substitution, 


(3) 


d’z 

dx' 


z=  ahj."z. 


L’équation  (3)  est  linéaire,  et  son  intégrale  générale  est 
de  la  forme 

Z , — C]  3|  “+•  C,  3î, 


C,  et  C,  étant  deux  constantes  arbitraires.  Portant  celte 

C 

valeur  dans  la  formule  (a)  et  posant— =C,  on  aura 

e>i 


(4) 


I Hx 


Tr 


Czi 


l'équation  (4),  qui  renferme  une  constante  arbitraire  C, 
est  l’intégrale  générale  de  l’équation  de  Riccati.  Mais  il 
reste  à trouver  les  intégrales  particulières  z,,  z,  de  l’équa- 
tion (3).  On  obtiendrait  sans  difficulté  ees  intégrales  en 
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procédant  directement  au  développement  en  série  par 
la  méthode  des  coefficients  indéterminés*,  mais  on  peut 
éviter  ce  nouveau  calcul  en  ramenant  l’équation  (3)  à 
celle  dont  nous  nous  sommes  occupé  précédemment.  En 
effet,  posons 


et  prenons  t pour  variable  indépendante  au  lieu  de  j:  j on 
aura 


riz  m -i~  % , riz 

tir 


üt' 


r»  — 'X 

Z {m  7^’  fi^z  w’ -f-  7.  m ^ dz 
. ! L fj»  _1 X ^ y 

dx^  4 4 

d'^z 

et  si  l’on  porte  la  valeur  précédente  de  dans  l'équa- 
tion (3),  il  viendra 


m I riz 


4 a* 


(S)  , 

^ ' tlO  «I  -+-  2 t rit  (m  -f-a)’ 

en  même  temps,  on  aura  par  la  formule  (4) 


(6) 


r = 


( m -+-  a ) •r  ’*  li/  rit 

la  -t-  Cz. 


2,  et  2,  désignant  deux  intégrales  particulières  distinctes 
de  l’équation  (5).  On  voit  que  celte  équation  (5)  n’est 
autre  chose  que  celle  qui  a été  étudiée  aux  n“‘  758  et 
suivants.  On  peut  obtenir  son  intégrale,  sous  forme  finie, 

lorsque  — ’**”  nombre  pair  ±ai,  positif  ou  né- 
gatif, c’est-à-dire  lorsque  le  nombre  m a la  forme 


on  retrouve  ainsi  les  cas  d’intégrabilité  que  nous  avons 
déjà  obtenus  au  n“  665. 
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De  Vinlègration  des  équations  différentielles  par  le 
moyen  des  intégrales  déjinies. 

768.  Au  lieu  d’exprimer  par  des  séries  les  intégrales 
des  équations  dilTérentielles,  il  y a souvent  avantage  à 
employer  des  intégrales  dédnies.  Le  problème  qu’il  s’agit 
alors  de  résoudre  consiste  à exprimer,  par  une  telle  inté- 
grale, la  somme  d'une  série  déterminée  ; il  est  impossible 
de  donner  une  règle  générale  pour  cet  objet,  aussi  nous 
bornerons-nous  à présenter  un  exemple. 

Reprenons  l’équation  différentielle 

Nous  avons  vu  qu’elle  admet  l’intégrale 

(2)  J-  = A,  4-  A,  -H  A,  X*  -t-  A.  x”  -I- ... , 

dont  les  cocfücients  A satisfont  à la  condition 


(3)  A,= 
Si  l’on  pose 

(4)  ?(')  = 


2/(2«  -t-  2/  — 1) 


A,_.. 


2«  -f-  ai  — I 
la  condition  (3)  deviendra 
A,  m’ 


A,_, 


2l(2(— I)  ?'l  — Ij 


et  on  conclut  de  là 


A, 

?(') 


1 .2  ...  21  f (o) ’ 

A,  étant  arbitraire,  posons  A,  = '^  (o)-,  on  aura 


(5) 


A,= 


1 . 2 ...  21 
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Or,  si  n est  positif,  on  reconnaît,  au  moyen  de  l’intégra- 
tion par  parties,  que  l’on  satisfait  à l’équation  (4)  en 
posant 

f cos’'wsin’"~' w rfw  ; 

1/  O 

on  peut  donc  faire 

//?*’  f'  ^ 

A,  = I cos’‘w  sin’"~'wrfw, 

1 .7  . .2/J„ 

et  la  formule  (2)  donnera  celte  intégrale  de  l’équation  (1) 

/ m’.r’ros’w  «i‘x*cos*w  \ . , 

1-1 — 1 -5-p  -f-. . . sin"“'6.rf«, 

O \ 1.2.  1.2. 3. 4 / 


ou 


■■=r 


sin’""'  <p)rfw. 


Pour  avoir  une  seconde  intégrale,  il  suffit  (n”  760)  de 
changer  11  en  i — n eide  multiplier  ensuite  par 
on  a donc 


J , = X'-*"  I — 

«/O 


sin'“’"oi  rfo)  ; 


mais  cela  suppose  que  l’on  a n i,  car  autrement  l’inté- 
grale contenue  dans  cette  formule  serait  infinie. 

769.  Si  ru'  est  négatif,  soit  m' = — l’intégrale 
générale  de  l’équation 

(l^jr  2 n (h 

di'  X dx 


où  n est  compris  entre  o et  i , sera 

/■  ît  7T 

C / cos  (ftx  cosw)  sin’"“’wrfiü I cos((i.rcosM)sin'~’*wrf«', 
J O %/  O 

Cel  C'  étaiu  deux  constantes  arbilrah-es. 


< 
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Lorsque  n=  les  deux  iutégrales  particulières  con- 
tenues dans  celte  formule  se  confondent j mais  il  est 
facile  d’avoir  l’intégrale  générale  qui  répond  à ce  cas,  eu 
employant  un  artifice  dont  nous  avons  déjà  plusieurs  fois 
fait  usage.  Posons  ■2/1  = 1 — h,  on  aura 


. ...  è’  loe’sint.1  , . 

sin’"~'w  = I — h loesiDu  H ^ (sinoi)"  , 

I . a ' 


(j:sinw)'~“"  = I -f- /(  log  (ar  sinw) 


A’log’(xsinw) 
I . a 


(jT  sinw)^*. 


0 et  X étant  compris  entre  o et  i.  Si  l’on  porte  ces 
valeurs  dans  la  formule  précédente,  que  l’on  remplace 
C -f-  C'  par  Cl,  Ch  par  C,  et  qu’ensuilc  on  fasse  h = o, 
il  viendra 


Jr»7t 

cos(f*xcQS») rfw -t-C,  I cos (ftxcosu)Iog(j:sin’«)</(ü, 
O J O 


ce  qui  est  l’intégrale  générale  de  l’équation 


rpy 


- -H  p’r  = 

X tlx 


o. 


Il  serait  facile  de  déduire  ce  résultat  de  l’analyse  du 
76i. 


Sur  ta  détei/mnation  des  intégrales  définies  par  le 
moje/i  des  équations  différentielles. 

770.  Le  problème  dont  il  s’agit  ici  est  l’inverse  de  celui 
dont  uous  venons  de  nous  occuper.  Lorsqu’une  intégrale 
définie  renferme  un  paramètre  variable,  on  peut  se  pro- 
poser de  former  une  équation  différentielle  à laquelle  elle 

satisfasse  et  qui  soit  débarrassée  du  signe  /■«  Fon  sail 

inlégrer  Téquation  différcnlielle  obtenue,  on  pourra  dé- 
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terminer  la  valeur  de  l’inldgrale  définie  proposée;  nous 
allons  présenter  un  exemple. 

Considérons  l’intégrale  définie 


(■) 


COSa.r 


où  l’exposant  //  + i est  supposé  positif.  L’intégration 
par  parties  donne 


/cosa.r  . sina.r  2 {«4  il  C sina.r 

da  — 1 J I at/a. 

(H- jr(H-a’)*-*-'  X J (l -h  a’ 


d’où 


ou 

(2’ 


cosax  2(n  + i)  sinax 

r*  sinaa: 

4>  =2(«-+i)  I -, 

En  différentiant  deux  fois  l’équation  (2),  on  a 

sinax 

(3)  = - 2 (»  + 1) 

d’où,  par  la  soustraction, 

, / , , , , /’*  sinax 

(4J  — H XY  = — 2 (n -I- 1)  I ; — -aidai. 

' ^ ' dr'  ' 'J^  ; I a’  )"■*•* 

Mais  la  différentiation  de  l’équation  (t)  donne  aussi 
et  l’on  a,  par  les  formules  (4)  et  (5), 


ou 

(6) 


rf’  (xr)  dx 

-^-X^=2(.  + .)-, 

d^X 

^ ~ dx  ~~  “■ 
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Celle  équalion  esl  eacore  celle  donl  nous  nous  sommes 
occupé  dans  les  numéros  précédents.  Nous  savons  l’in- 
tégrer, sous  forme  finie,  quand  n est  un  entier;  on  pourra 
donc  déterminer,  dans  celte  hypothèse,  la  valeur  de  l’in- 
tégrale proposée. 

Soit,  par  exemple,  n = o.  L’équation  (6)  se  réduit  à 

Y 

et  son  intégrale  générale  esl 


y = Ce' -4- C'c-'. 


11  reste  à déterminer  les  constantes  C et  C'.  D’abord  ou 
a C = O,  si  l’on  suppose  x positif;  car  l’intégrale  pro- 
posée ne  peut  pas  croître  indéfiniment  avec  x.  Ensuite, 


celte  intégrale  se  réduisant  à ^ 


(la.  , . . ir 

1 c est-a-dire  a 

I -H  a’  2 


pour  X = O,  on  a C'  = - ; donc 


f 


X 


cosax 
I -H  a’ 


dans  le  cas  de  x > o,  comme  nous  l’avons  déjà  établi  au 

n°496. 


Excmi>le  de  la  détermination  de  la  somme  d'une  série 

donnée,  par  le  niojen  d’une  équation  diJJ^érentiellc. 

771.  On  peut  quelquefois  déterminer  la  somme  d’une 
série  dont  les  termes  dépendent  d’une  variable,  en  for- 
mant une  équation  diirérenliclle  à laquelle  satisfasse  la 
somme  de  la  série,  et  en  intégrant  ensuite  cette  éijua- 
tion.  Souvent  aussi  l’on  parvient,  parle  même  procédé, 
à transformer  des  séries  en  d'autres  plus  commodes  pour 
le  calcul  numérique  ; nous  allons  en  présenter  un  exemple. 
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Proposons-nous  de  trouver  la  somme  de  la  série  con- 
vergente 

.r*  .7**  ^ x’" 

(i)  X I 1.3.5  1.3. 5. 7. 9 _i_  ij 

La  variable  x étant  supposée  réelle  et  positive,  posons 
/ = X v.r, 


{2)  jr  ■>  1.3.5  1.3. 5.';  .g  '/  , .3.5...//J,,  , j 

DifTérentiant  deux  fois  et  multipliant  par  4,  il  vient 
puis  on  a,  en  ajoutant  les  équations  (a)  et  (3), 

(4)  4^+/  = --'- 

Celte  équation  (4)  est  linéaire  et  à coefficients  con- 
stants; en  lui  appliquant  les  règles  que  nous  avons  éta- 
blies, on  obtient  pour  son  intégrale  généi'alc 

1 r = - cos  - ( C 4-  / J'  ’ cos  - I 
I 4-  - sin  - ( C'  H-  I X ' sin  - rfx  ) , 

' 2 2 \ Jo  2 ; 

d’où  l’on  tire 

J-  — ySin-IC-t-1  X cos  - dx  I 

\ c/x  a 4 2 \ 2 y 

. r/  r . \ 

j 4 2 \ ^ ^ *sin-f/rj. 
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Pour  déterminer  les  constantes  G,  C',  nous  ferons  a:  = o, 
et  nous  comparerons  les  équations  (5)  et  (6)  à l’équa- 
tion (a)  et  à la  suivante 


(7) 


dy  • - i t 

etc  2 2 1.3"^’’ 


qu’on  obtient  en  didérentiant  l’équation  (2).  Les  seconds 
membres  des  équations  (2)  et  (7)  s’annulent  pour  x = o ; 
par  suite,  il  doit  en  être  de  même  des  seconds  membres 
des  équations  (5)  et  (6),  ce  qui  exige  que  l’on  ait  C = o, 
C'  = o.  Remettant  donc  X yjx  au  lieu  de  y,  dans  la  for- 
mule (5),  on  aura 


(8) 


- I .r  r ' ,r  i . X . X 

X <Jx  = - cos  - / X ‘ cos  — dx  -I — sin  — / ar  ' sin  - dx. 

' 2 2 2 22  2 

La  valeur  de  x ayant  été  supposée  positive,  on  a 

(n“S16) 


_ ' /*“  J 

(-)  ’=— -j 


a ’ da 


V2  7T 


X * _ KX  _ I 

C ’ a 'dx. 


-i 

et,  si  l’on  remplace  x ’ par  cette  valeur  dans  le  séço^d 
membre  de  la  formule  (8),  il  viendra,  en  intervertissant 
l’ordre  des  intégrations, 

/X  nx  , 

I XX  _J. 

a 'dx  I e ^ COS  - dx 
•^0  ^ 

/*  Z’  X , 

I I 

in  - I a ax  I e sin-r/r. 

2 . / ,L  2 


— ;=  sin 

i y2Tr  ^ v'o 


H. 
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D’ailleurs  (n^-tSS), 


/■ 

f 


- K J J.  ■ — - «T 

* COS  - ile  2 '** 

2 


acos — hsin- 

—-«Tl  2 2 


O 

donc 


«T  axj 

e ^ s\n  - f/.r  — 2c  ^ ' 

2 


I -f-  a* 


- COS asm  - 

2 2 


2 

7n? 


/CO  I 

t/x  I . •'■  / X ' ri X 

; H _r  Sin  - I 

I -f-  a y/ .JJ  O 1-4-2* 

-ai  i 

I I e ’ a’  rfa 

v'^jr  I -4-  a * 

rOO  ^00  _ 1 

. SC  rt^uisciU 

I -4-  a'  I -4-  a* 


l’une  et  l’autre  à 


«-'o 


f/e  I TT  TT 

-h  a “ 2 . TT  1/2 

sin  - y 


4 


en  posant  a = z~’  dans  la  première,  et  a = 2’  dans  la 
seconde;  par  conséquent  on  a 


i=:j:!L(eos--4-sini\--'  - 

9.  V'.r  \ 2 a/  y/aw.r 


/*  X 

-St-  r 

c *x' tix 

-nrp-’ 


en  faisant 


— a-  i_ 

c ’ a ^ f / « 
I H-  «’ 


chapithe  X. 


5()5 

Le  produit  V y 2“u;  s'annule  pour  x = -f-  ce  , par  eon- 
sér'ucnt  si  la  valeur  de  X est  très-grande,  on  aura,  à fort 
peu  près. 


(I2) 


V/îT  / * , . 

= COS h SI 

1 l/j-  V 2 


2\/. 


■+-  sin 


il  est  évident  (jue,  pour  de  telles  valeurs  de  x,  l'emploi 
de  la  formule  (i)  serait  impraticable.  .Mais  nous  pouvons 
aller  plus  loin  en  développant  V en  une  série  très-com- 
mode pour  le  calcul  de  X dans  le  cas  des  grandes  valeurs 
de  X.  On  a cirectivemenl 


: I — a’-t-  a'-4-.  . . -4- (— t)""' a’— > -)-  (— l)" 


I -f-  St* 


d’où 

7 


, f P , 

-V  / c / c ■•'a’ 

\2TZX  L 1.^0  J O 

r -ai  / 

— 1}"“'  / e ^ TL  ^ doi+[ — \ 'f  / 
O tJ O 

-a  dernière 

r=®  ,r 


dx  -h  . . . 


JT  /j  n -i- 1 
— a-  • 


1 4-  or 


'O 

La  dernière  intégrale  peut  être  représentée  par 

')  Il  -+- 1 

9 J e ’a  ■'  dx,  9 étant  une  quantité,  comprise 

• O 

entre  o et  i:  d'ailleurs  on  a (n“51G) 

/.1-4-S 


fx  • 

X 4 1 ' 

c~“'a  ^ du-. 

- V. 


doue 


[,3) 


V = -L  _ \1A  + + ' -3. 5.  ..(4^-3) 

-r'  • • • t I ,.jn 

, 1 .3.5. . .(4  ” — il 
+ 5(— '/ 

38. 
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En  faisant  croître  n indéfini  ment,  on  obtiendrait  une 
série  divergente,  mais  comme  l’erreur  commise  quand  on 
s’arrête  à un  terme  quelconque  est  moindre  que  le  terme 
suivant,  la  série  pourra  servir  utilement  au  calcul  de  V, 
pour  les  grandes  valeurs  de  x.  Elle  est  analogue,  comme 
on  voit,  à la  série  de  Stirling.  En  particulier  si  x est 
^ 10000,  on  pourra  'calculer  X avec  sept  décimales 
exactes  au  moyen  de  la  formule  approchée  (12). 

Il  est  facile  d’établir  que  l’équation  X = o a une  infi- 
nité de  racines  réelles  et  que  les  racines  positives  rangées 
par  ordre  de  grandeur  dilfèrent  de  moins  en  moins  des 
racines  correspondantes  de  l’équation 

.r  . .r 

COS h sin  - = O, 

2 2 

lesquelles  sont  contenues  dans  la  formule  x=  (4f-h3)^: 

mais  nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  développer  ces 
conséquences  de  notre  analyse. 
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CHAPITRE  XI. 

DES  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 
OU  AUX  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES. 


Des  équations  aux  dérivées  partielles  auxquelles  on 
peut  appliquer  les  procédés  d' intégration  relatifs 
aux  équations  différentielles  ordinaires. 

772.  L’ne  équation  aux  dérivées  partielles  renferme 
deux  ou  un  plus  grand  nombre  de  variables  indépen- 
dantes, une  ou  plusieurs  fonctions  inconnues  de  ces  va- 
riables et  quelques-unes  de  leurs  dérivées  partielles.  Dans 
les  problèmes  qui  conduisent  à de  telles  é({uatioiis,  le 
nombre  de  ces  équations  est  généralement  égal  au  nombre 
des  fonctions  inconnues;  les  développements  qui  vont 
suivre  seront  bornés  au  cas  d’une  seule  équation  renfer- 
mant une  seule  fonction  inconnue. 

Le  problème  qui  a pour  objet  l’intégration  d’une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  doit  être  regardé  comme  ré- 
solu, lorsqu’il  a été  ramené  à l’intégration  d’un  système 
d’équations  diÛ'érentielles  ordinaires. 

La  réduction  dont  nous  parlons  a lieü  d’elle-mème 
lorsque  les  dérivées  partielles  qui  ligurent  dans  l’équation 
proposée  se  rapportent  toutes  à une  variable  unique. 
Dans  ce  cas,  il  est  évident  qu’on  peut  procéder,  comme 
si  chacune  des  autres  variables  était  un  paramètre  con- 
stant; mais  il  faudra  regarder  les  constantes  introduites 
par  l’intégration  comme  des  fonctions  arbitraires  des 
mêmes  variables. 

Considérons,  par  exemple,  l’équation  aux  dérivées  par- 
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’L^zf(x,x]  =F(.r,.r), 

dans  laquelle  z esl  une  fonction  inconnue  des  variables 
X,  et  où  J\  F désignent  des  fonctions  données  des 
mêmes  variables.  La  variable  y étant  traitée  comme 
constante,  l’intégration  donnera  (n“(w8) 


— r /'■',})dx 

r J f{^,y)dx 

z = e 

c + / e F(x,  >■)  dx 

L Jx,  J 

mais  ici  la  constante  C est  une  fonction  arbitraire  de 
et  en  écrivant  y (j-)  au  lieu  de  C,  on  aura 

- J /(.^,r)drr  r J 

z—e  J F (•'■,/) 

773.  On  peut  opérer  de  la  môme  manière  dans  le  cas 
de  certaines  équations  qui  renferment  des  dérivées  rela- 
tives à plusieurs  variables  indépendantes.  Considérons 
par  exemple  l’équation 


d'z 

clxdv 


dz 


;> 


OÙ  a est  une  constante  donnée  et  f[x,y)  une  fonction 
donnée  des  variables  indépendantes  x,  y.  Si  l’on  pose 

dz 


l’équation  proposée  deviendra 

I-  y 

— -t-  =/  x,  y), 

et  sous  relie  forme  elle  rentre  dans  la  classe  de  celles 
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dont  nous  venons  de  nous  occuper.  En  intégrant  comme 
si  X était  une  constante  et  en  désignant  par  X'  la  con- 
stante arbitraire,  on  a 

/)  = X'  + e-»/  f X ) <lÿ- 

Jj, 

Dans  cette  éijuation,  il  l'aut  regarder  X'  coinnie  une  fonc- 
tion arbitraire  de  x;  en  rcinetlanl  ^ au  lieu  de  v,  il 

(IX 

vient 

(h 

— = X'  e-v  -(-  e-v  j eV/(  X,  y)  dx- 

Intégrons  maintenant  cette  équation  en  regardant  y 
comme  une  constante,  on  aura,  en  désignant  par  Y la 
constante  arbitraire  et  par  X la  fonction  arbitraire  de  x 
qui  a pour  dérivée  X', 

Z = Y X e~o>  Ç dx  Ç e‘’^/(x,  y)  dx. 

J y, 

11  est  évident  que  cette  formule  fait  connaître  la  solution 
la  plus  générale  de  l’équation  proposée  5 elle  renferme 
deux  fonctions  arbitraires  X,  Y’,  la  première  indépen- 
dante de  J,  la  seconde  indépendante  de  x. 


Des  équations  aux  dérh’ccs  partielles  du  premier  ordre 
• linéaires  par  rapport  aux  dcrh’ées, 

774.  Mous  donnerons  plus  loin  la  définition  de  l’inté- 
grale  générale  d’une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre,  et  nous  établirons  que  la  recherche 
de  cette  intégrale  peut  toujours  être  ramenée  à l’intégra- 
tion d’un  système  d’équations  différentielles  ordinaires, 
quel  (|uc  soit  le  nombre  des  variables  indépendantes. 
Mais  nous  nous  occuperons  exclusivement  ici  du  cas  par- 


Digilized  by  Google 


CALCUL  IHTÉGIÀL. 


600 

ticulier  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  dans  lesquelles  les  dérivées  n’enlrent  qu'au  pre- 
mier degré  et  ne  se  multiplient  pas  entre  elles. 

Cas  de  Ijel'x  variables  l^'DÉFE^DANTES.  — Soient 
X,  Z trois  variables  dont  la  dernière  est  regardée 
comme  fonction  des  deux  autres;  posons  aussi 

dz  = pdx  4-  qdy, 

ce  qui  exprime  que  p et  q représentent  les  dérivées  par- 
tielles de  Z par  rapport  à x et  ky  respectivement. 

L’équation  aux  dérivées  partielles  dont  nous  allons 
nous  occuper  est  la  suivante 

(1)  P/^4-Q(7  = R, 

P,  Q,R  y représentent  des  fonctions  données  des  trois 
variables  X,y,  z. 

On  a vu  (n°  83)  que  si  « et  v désignent  des  fonctions 
données  de  x,  y,  z,  on  obtient  une  équation  aux  dérivées 
partielles  de  même  forme  que  la  proposée,  en  éliminant 
la  fonction  arbitraire  <}>  de  l’équation 

(2)  ..  = ç^h), 

par  le  moyen  de  celles  qu’on  eu  déduit  par  la  différentia- 
tion relative  à x et  à y.  Il  est  donc  naturel  de  chercher  si 
l’on  peut  satisfaire  dans  tous  les  cas  h l’équation  (1)  en 
prenant  pour  z une  fonction  définie  par  l'équation  (2), 
où  ç désigne  une  fonction  arbitraire  et  où  u,  e représen- 
tent des  fonctions  de  x,y,  z convenablement  choisies. 

En  différentianl  l’é([uation  (2)  par  rapport  à x et  par 
rapport  à y,  on  trouve 


Di!:i 
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par  conséquent,  pour  que  l’équation  (a)  donne  une  solu- 
tion de  l’équation  (i),  il  faut  et  il  sufGt  que  l’on  obtienne 
une  équation  identique  en  éliminant  p et  q entre  les 
équations  (i)  et  (3).  Pour  faire  cette  élimination,  il  suffit 
d’ajouter  les  équations  (3)  entre  elles,  après  les  avoir 
multipliées  respectivement  par  P et  Q ; il  vient  alors,  en 
se  servant  de  l’équation  (i). 


di,*  dv 


„ \ . l ^ du  „ 


du 

dy 


du  \ 


et  cette  équation  aura  lieu,  quelle  que  soit  la  fonction  q, 
si  l'on  a identiquement 


(4) 


1 „ du  „ ilu  tlu 


dy 


riz 


\ ^dt.'  „ f/c  „ tlv 

— =o- 


(iZ 


dx  dy 

Or  on  a vu  (n^fiSfi)  que,  si  l’on  désigne  par 


(5) 


« = const.,  c = const.. 


les  deux  intégrales  des  équations  différentielles  ordi- 
naires simultanées 


(li) 


les  fonctions  u et  \>  satisfont  aux  équations  (4);  si  donc 
on  prend  pour  u et  v,  dans  l’étjuation  (a),  les  fonctions 
ainsi  déterminées,  cette  équation  (a)  donnera  une  solu- 
tion de  la  proposée  (i),  quelle  que  soit  la  fonction  q. 


775.  J’ajoute  que  toute  solution  de  l’équation  (i)  est 
comprise  dans  l'équation  (a).  En  effet,  supposons  que 
l’équation  (i)  soit  satisfaite  par  une  valeur  de  z définie 
par  l’équation 

(7)  F(ar,r,-)  = o. 
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On  a,  par  la  dirrércnlialloii, 


dx 


O, 


— 

df 


o> 


Cl  les  valeurs  de  p el  de  tj  lirées  de  ces  équations  étant 
substituées  dans  l’équation  (i),  on  aura,  par  notre  bypo- 
llièse, 


(8) 


„ dV  ^d?  „ dY 


équation  qui  doit  devenir  identique  en  vertu  de  l’équa- 
tion (7). 

Or  les  quantités  que  nous  avons  désignées  par  h el  v 
sont  des  fonctions  données  de  T,  v , 2;  on  peut  donc 
regarder^',  z coinineyles  fonctions  de  i/,  r»,  a’,  ou  comme 
des  fonctions  de  u,  i',  y.  Soit,  en  conséquence, 

(9)  f *)  =/(/'.  =/  (“. 

ou  aura 

d^_df  du  df  dv  df 

d.r  du  d.r  dv  d.r  dx 

d?  _ df  du  df  dv 

dy  du  dy  dv  dy' 

dY df  du  df  dv 

di  du  dz  dv  dz 


et  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  l’équation  (8)  don- 
nera, à cause  des  étjuations  (4), 


= o; 


la  formule  (9)  donnera  également 


Q 


df 

dy 


ü. 


Si  le  premier  membre  de  l’équation  (7)  ne  se  réduit 
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pas  à une  fonction  îles  seules  variables  ii,  f,  les  déri- 

, ilf  rlfi  -i  • Il 

vecs  — ne  seront  pas  identiquement  iiulles  et  on  ne 

peut  pas  admettre  que  l’une  des  équations  = o,  ~ = o 

ait  lieu  en  vertu  de  l’équation  (7),  J(“,  y,x)~o  ou 
f^  (u,  J ) = o;  car  l’éliniination  de  x ou  celle  de  j-  don- 
nerait une  é([uation  ilnale  entre  u et  y,  ce  qui  implique 
contradiction.  11  faut  donc  que  P et  Q s’annulent,  en 
vertu  de  l’équation  (7),  ce  qui  exige  que  R soit  aussi 
zéro.  11  est  évident  que  si  P,  Q,  R s’annulent  simulta- 
nément pour  une  certaine  valeur  de  z,  l’équation  pro- 
posée sera  en  même  temps  satisfaite-,  mais  nous  faisons 
abstraction  de  ces  solutions,  et  ^n  voit  alors  que  l’équa- 
tion (7)  a nécessaircmenl  la  forme 

<!•(«,  r)  = O, 

d’où  l’on  tire  pour  y une  valeur 
qui  ne  dépend  que  de  u. 


7TG.  Cas  d’on  aombrb  qcelcorqce  de  variables.  — 
L’analyse  qui  précède  est  applicable  à toutes  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  linéaires 
par  rapport  aux  dérivées,  quel  que  soit  le  nombre  des 
variables  indépendantes.  C’est  ce  t[ue  uous  allons  établir. 

Nous  désignerons  par 


X|  ^ , . . . , 

les  n variables  indépendantes,  jiar  x la  variable  princi- 
pale, c’est-à-dire  la  fonction  inconnue  des  variables  in- 
dépendantes ; nous  ferons  en  outre 

dx  = Pi  r/.r.  H-  dx,  -f- . . . H- p„dx„. 

Cela  posé,  la  forme  générale  des  équations  aux  dérivées 


Digiiized  by  Google 


6o4  CALCUL  INTÉGRAL. 

parlielies  que  nous  considérons  est 

(i)  P,/»i Piyjj -H. . •+ P,/>,  = P, 

P,,  P,,...,  P„  et  P désignant  des  fonctions  données 
des  n-h  i variables  x,  T,,  r,, . . . , x„. 

On  a vu  ( n“  84)  que  si 

Ui,  II,,.  ..,11, 

sont  des  fondions  données  des  variables  x,  x,,  x,,.  . . , x„ 
et  que  représente  une  fonction  arbitraire,  l'équation 

* (2)  <I>(«„  = O- 

conduit  à une  équation  aux  dérivées  partielles,  telle 
(|ue  (i),  par  l’élimination  de  la  fonction  arbitraire.  Cher- 
chons donc  si  réciproquement,  l’équation  (i)  étant  don- 
née, il  est  possible  d’y  satisfaire  par  une  équation  telle 
que  (2),  en  déterminant  convenablement  les  fonctions  i/,, 
qui  y figurent. 

En  différenliant  l’équation  (2)  par  rapport  à chacune 
des  variables  indépendantes,  on  obtient 


( du. 

du,  \ 

d'> 

! du. 

du.  \ 

L/ü. 

= 0, 

1 ii>V 

/ du, 

du,  \ 

f/4> 

( dUn 

du.  \ 

' du, 

\d^,  7/7  J 

+ • 

-^d^„ 

= 0, 

1 f/4. 

/ du, 

du.  ' 

i du- 

du.\ 

' du, 

)+• 

"~^diT, 

= 0, 

et  pour  que  l'équation  (2)  satisfasse  à ^la  proposée,  il 
faut  et  il  sufGt  que  l’élimination  des  dérivées  p,,  p,,..., 
entre  les  équations  (i)  et  (3)  conduise  à une  identité. 
On  exécutera  l’élimination  dont  il  s’agit,  eu  ajoutant  les 
équations  (3),  après  les  avoir  multipliées  respectivement 
par  P|,  P,,.  . .,  P„,  et  en  ayant  égard  ensuite  à l’équa- 
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tion  (i);  on  trouve  ainsi 

. Lh.\ 

dx„  / 

-f- 

„ dtt„ 

„ d"n\ 

Cette  équation  sera  satisfaite, 
tion  4>,  si  l’on  a identiquement 

quelle  que  soit  la  fonc- 

i +••• 

„ du. 

(4) 

iLr„ 

’ ax  </.r, 

dti„ 

■ + V„  — = o, 
dx„ 

et  nous  savons  (n°  626)  que  ces  dernières  équations  au- 
ront effectivement  lieu,  si  les  fonctions  a,,  a,.».,,  a„  ont 

été  choisies  de  telle  manière  que  les  équations 

Hi=:const.,  »/,  = const  , . . . , /j„  = const. 

soient  les  n intégrales  du  système  d’équations  simultanées 

dr  djr,  dxi  dx„ 

p7‘ 


(5) 


777.  Par  le  raisonnement  du  n"  775,  on  peut  établir 
en  outre  que  toute  solution  de  l’équation  (i)  est  néces- 
sairement comprise  dans  l’équatioii  (a)  ; car,  soit 

(6)  F(j,j:„x„.  . j-.)  = o 


une  telle  solution;  on  aura,  par  la  différentiation, 


‘LL 

dx, 


dF  dF 

d.T„  dx 


= o; 
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lirons  de  là  les  valeurs  de  f>,,  p„  pour  les  sub- 

sliluerdaiis  l’cqualion  (1),  il  vicndr.i 


(7) 


rfF 


Supposons  qu’on  ait  exprimé  les  variables  x,  x,,  x,, . . . , 
x„,  à l’excepiion  de  x,,  en  fonction  de  u,,.  . u„  el 
de  X,-,  el  soit 


F (.r,  X,,  .r„.  . . , .r„)  «„  . . . , //„,  ,r,l, 


on  aura 


^/F 

dfi  du,  ^ 

1 <ifi  du„ 

du 

du,  dx 

du„  de 

d¥ 

dfi  du. 

</fi  '/Un 

dttx 

dUn  dx,  ^ 

d¥ 

dfi  du. 

, <lfi 

dr,_,  ■ 

du,  dx,_. 

du„ 

d¥ 

dfi  du,  ^ 

1 'tfi  <lfi 

dxi 

du,  dxi 

du„  dXi 

d¥ 

dfi  r/«| 

dfi  du,, 

dx„ 

du,  dx^ 

du„  dXn 

subslituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (y)  el  réduisant 
au  moyen  des  équations  (4),  il  viendra 

'/fi 

P,  7^=0. 

rlxi 

Si  donc  les  coeflicienls  P,,  P,,.  . -,  P„  el  P ne  s’annulent 
pas  en  vertu  de  l’équation  ^C),  on  aura  l’identité 

<tfi 

-7- — O, 

ari 

d’où  il  résulte  que  ré(|uaiion  (6)  a bien  la  forme  (a). 
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778.  La  mélhodo  précédente  fait  connaître  la  solu- 
tion la  plus  générale  de  l’équation  proposée,  et  nous  pou- 
vons donner  à cette  solution  le  nom  A' inlègralc  générale. 
Les  résultats  que  nous  avons  établis  se  résument  dans 
la  proposition  suivante. 

Théorème.  — Soient  ;t  + i variables  x , ar,  , 
X, , . . . , x„,  dont  la  premièi'e  est  fonction  des  autres; 
p,  dxi  + /<j  dxt  -t- . . . -î- p„dx„  la  différentielle  totale  dx 
de  x;  P,  P, , P,, . . . , P„  des  fonctions  données  des  va- 
riables X,  X,,  X,. ... , x„.  Pour  avoir  l'intégrale  géné- 
rale de  V équation  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre 

PiP.  -t-  P)Pî  V„p„  = P, 

il  stiffra  d' intégrer  les  équations  différentielles  ordi- 
naires simultanées 

(Ijt  d.r^  d.T^ 

T ' ”1^  ' 

SiV  on  représente  par 

n,  = const.,  f/,  = const., . . . , = const. 

les  intégrales  de  ces  équations,  résolues  par  rapport 
aux  constantes  arbitraires,  l’intégrale  générale  de  l'é- 
quation aux  dérivées  partielles  sera 

•l>  ( Uj,  . . . , H„)  — O , 

. / . • 

désignant  une  fonction  arbitraire. 

La  fonction  arbitraire  doit  être ' déterminée,  dans 
chaque  problème,  par  des  conditions  pariieulières.  On 
peut,  par  exemple,  se  donner  comme  condition,  que  x se 
réduise  à une  fonction  donnée  de  x,,  x,,...,  quand 
on  attribue  h la  variable  x„  une  valeur  déterminée  ç„- 
Il  est  facile  de  voir  que  la  fonction  peut  toujours  être 
<-boisic  de  manière  .à  satisfaire  .à  cette  edndition. 
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En  effet,  désignant  une  valeur  déterminée  et  f une 
fonction  donnée,  si  l'on  suppose 

. ^ ~y (*^ii  • • • » ^n— t 

K,,  U|, . . . , u„  deviendront  des  fonctions  des  « — i %a- 
riables  x,,  x,, . . . , x„_,.  Soit 

W|  (X(,  x„  . . . , ), 

H,  = ij,,(x,,  j:.,.  . J-.-.), 

«„  = l.  (-r,,  , J-.-i,’; 

l’élimination  de  x,,  x,, . . . , x„_,  entre  ces  équations 
donnera  un  résultat  tel  que 

Y(tt,,  u„. . . f/,)  = o, 

et  il  est  évident  qu’on  remplira  la  condition  demandée 
eu  prenant  pour  la  fonction  Ÿ. 

Application  de  la  théorie  précédente  à quelques 
exemples. 

779.  Exemple  1.  — On  demande  de  trouver  V équation 
des  cylindres  d'après  l'équation  aux  dérivées  partielles 
qui  appartient  à ces  surfaces. 

Les  coordonnées  rectilignes  étant  représentées  par  x, 
r,  Z, nous  posons,  comme  à l’ordinaire,  = + 

En  exprimant  que  le  plan  tangent  est  parallèle  à une 
droite  fixe,  nous  avons  obtenu  (n°348)  pour  l’équation 
aux  dérivées  partielles  des  cylindres 

(i)  np-^bq—i, 

a et  b étant  des  constantes  données;  il  s'agit  d’intégrer 
celte  équation. 
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A cet  effet,  nous  poserons  les  équations  simultauées 

* rf.r  dy  dt 

n b I ’ 


OU 


dx  — adz  = O,  dy  — bdz  — o. 


Les  intégrales  de  ces  équations  sont 

X — az=const.,  X — bz  — const., 


par  conséquent  l’intégrale  de  l’équation  aux  dérivées 
partielles  est 

(a)  (x  — <iz,  X — = O- 

Supposons  qu’on  veuille  déterminer  la  fonction  arbi- 
traire, par  la  condition  que  le  cylindre  passe  par  une 
courbe  donnée  ayant  pour  équations 

(3)  ^(x,x,~)  = o,  ]-(x,  J,  z)  = o. 

Posons 

X — az—  U , X — bzz=  V, 
les  équations  (3)  pourront  s’écrire  comme  il  suit  : 


y (u  -I-  az,  V -I-  bz,  z)  = O,  i}<  (tt  -f-  az,  v -t-  bz,  z)  = o ; 

éliminant  z,  on  aura  une  équation  résultante  telle  que 

T ( U,  e)  = o OU  T(x  — az,  X — />z)  = o ; 

par  conséquent,  il  faudra  prendre  pour  ^ la  fonc 
Supposons,  eu  second  lieu,  qu’on  veuille  déieri: 
fonction  *!>  par  la  condition  que  le  cylindre  soit  cirepjî- 
scrit  à une  surface  donnée  ayant  pour  équation  • 

« (x,  V,  Z ) = o. 

Il  suffira  de  déterminer  la  courbe  de  contact  de  cette  sur- 
face avec  le  cylindre;  car,  cette  courbe  étant  connue,  on 
sera  dans  les  conditions  du  cas  précédent.  Formons  les 
II.  39 
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é<{uatioiis  (les  plans  tangenis  au  j>oinl  (."u,  i,  z ) à la  sur- 
face donnée  cl  au  cylindre,  savoir  ; 

(i  f 
dz 


dy 


(Z-ï) 


» 

; O, 


Z-2=;,(X-^)-H7(Y-y  ). 

Comme  les  plans  tangents  dont  il  s’agit  coïncident,  on  a 


d<f 

’>Tz=°' 


et,  à cause  de  l’équation  (i), 

, r/  ç 1 ^ ? 


dj' 


dy 


dz 


Cette  équation  détermine,  avec  celle  de  la  surface,  la 
courbe  de  contact;  on  achèvera  la  solution  comme  dans 
le  premier  cas. 

780.  Exemple  II.  — On  demande  de  trouver  l'équa- 
tion des  cônes,  d'après  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles de  ces  surfaces. 

L’équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  coni- 
ques s’obtient  (n“349)  en  exprimant  que  le  plan  tangent 
passe  par  un  point  fixe  qui  est  le  sommet  de  la  surface. 
Dans  le  système  des  coordonnées  rectilignes,  celle  éijua- 
tion  est 

p{x  — X,)  -t-  q Iy  — r.)  = Z - z„ 


^01  ) <ti  ^0  Étant  les  coordonnées  du  sommet. 

Pour  l’intégrer,  il  faut  chercher  les  intégrales  des  équa- 
tions simultanées 


dx  dr  dz 


Ces  intégrales  sont 

log  (x  — X,'  — log(z  — Z.)  = const., 
■og  Ü — — Iog(z  — Z,)  =const., 
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OU 

^ — -T.  . .y—.r> 

= const., = const.  ; 

2 — Z Zt, 


il  en  résulte  que  l’iiuégrale  de  l’cqualion  aux  dérivées 
partielles  est  • % 


<l>  désignant  une  fonction  arbitraire. 

On  opérera  de  la  même  manière  qu’au  n”  779,  si  l’on 
veut  déterminer  la  fonction  <1>  par  la  condition  que  le  cône 
passe  par  une  courbe  donnée  ou  soit  circonscrit  à une 
surface  donnée. 

781.  Exemple  III. — Trouver  V équation  des  surfaces 
conoïdes,  d'après  leur  équation  aux  dérivées  partielles. 

L’équation  aux  dérivées  partielles  de  ces  surfaces  s’ob- 
tient (n“3o0)  en  exprimant  que  le  plan  tangent  en 
chaque  point  renferme  la  génératrice  qui  y passe.  Cette 
équation  est  en  coordonnées  rectilignes 

px  -t-  qr  — O, 

lorsqu'on  prend  la  directrice  pour  axe  des  z,  et  le  plan 
directeur  pour  celui  des  .rp'.  Pour  l’intégrer,  on  cher- 
chera les  intégrales  des  équations  simultanées 

9 

dx  dy  dz 

X )■  O 

qui  sont 

y 

- = const.,  Z =:  const.  ; 

on  a donc 

pour  l’équation  des  coiioïdes,  ij.  étant  une  fonction  aibi- 
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782.  Exemple  IV.  — Trouver  l'équation  des  surfaces 
de  lévolution,  d'après  leur  équation  aux  dérivées  par- 
tielles. 

Cette  l'îquatioii  aux  dérivées  partielles  est 
py  — = O. 

(|uand  on  suppose  que  les  axes  coordonnés  sont  rectan- 
gulaires, et  que  celui  des  z coïncide  avec  l’axe  de  la  sur- 
face; on  l’obtient  (n“351  ) en  exprimant  que  la  normale 
rencontre  l’axe. 

Ici  il  faut  intégrer  les  équations  simultanées 


ou 


dz 
— 1 
O 


.rdx  -h  rd_r  = O,  dz=.o; 


les  intégrales  sont 

x’  -4-  = const . , Z = const . ; 

donc  l’intégrale  de  l’équation  aux  dérivées  partielles  est 


x’-f-  > ?(*}, 

'iji  désignant  une  fonction  arbitraire. 

783.  Exemple  V.  — On  demande  d'intégrer  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles 

(i)  z=  px  + qy  + f(.c,  )), 


OÙ  J (x,j  ) désigne  une  fonction  donnée. 


Les  équations  différentielles  ordinaires  qu’il  faut  con- 
sidérer sont  ici 


ou 


d.r  dy  dz 

~ y ~~  ~ — /{-i,yf 
^ î fie,  ^ „ 

jr  X dx  X X 
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De  la  première,  on  tire  log__^'=  loga: -f-const.,  ou 
(3)  jr=C.r; 

portant  cette  valeur  de  y dans  la  seconde  équation,  il 
vient 

dz  Z /'(•'■,  C.r) 
dx  X X 


Cette  équation  est  linéaire,  et  on  trouve  pour  son  inté- 
grale 


(4) 


, = Cx-xnJfL^dx, 

Jx.  ^ 


C'  étant  une  seconde  constante  et  Xo  une  valeur  initiale 
de  X quelconque.  Maintenant  il  faut  résoudre,  par  rap- 
port aux  constantes  C,  C',  les  deux  intégrales  (3)  et  (4) 
que  nous  venons  d’obteni  r,  et  é tabi  ir  en  tre  les  valeu  rs  trou- 
vées une  relation  arbitraire;  mais  pour  cela,  il  est  néces- 


saire de  remplacer  x par  une  autre  lettre,  sous  le  signe  f 
contenu  dans  l’équation  (4).  11  vient 


■,  = C'x-x  f 
Jx. 


OU,  en  remplaçant  C par  la  valeur  tirée  de  l’équation  (S).;'  » 


(5) 


z = C'x  — . 


Jx.  5’ 


Il  reste  à tirer  des  équations  (3)  et  (5)  les  valeurs  deC  et 
de  C pour  les  substituer  dans  l’équation  • 

(6)  C'=?(C), 


où  <j'  désigne  une  fonction  arbitraire;  cela  revient  à éli- 
miner C et  C' entre  les  équations  (3),  (5),  (6).  On  a 
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ainsi 

(7) 


-(9-1 


Cette  équation  (j)  est  l’intégrale  générale  demandée. 
Supposons  que  la  fonction  f(x,  y)  soit 


f{x,y)  = ■ 


a xy 


-t-  -t-  J ’ 

a étant  une  constante  donnée.  L’équation  à intégrer  est 

axy 


Z = px  + qy  + 


sja'  -t-  J-'  -(-  /' 


et,  d’après  la  formule  (7),  l’intégrale  générale  sera,  en 
faisant  Xo  = o. 


(l\^ay  r 


x^ 

<^,  cir  s jç  ^ O et  en  faisant,  sous  le  signe  J' > 


**xy  I — — _ - 


r équations  aux  différentielles  totales. 

784.  "Avant  de  poursuivre  l’étude  des  équations  aux 
•dérivées  partielles,  nous  devons  parler  des  équations  aux 
diflcreniiclles  totales  que  l’on  rencontre  dans  certaines^ 
rcclicrclics.  Nous  nous  bornerons  au  cas  de  trois  varia-’ 
blés  X,  V,  dont  l’iinc  sera  regardée  comme  une  fonc-,  • 
tion  des  deux  autres,  et  l'équation  dont  nous  allons  nous 


V • 
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occuper  est  ' 

(1)  Pf/x  + Qrf/ Ri/:  = O, 

P,  Q,  R étant  des  fonctions  données  de  x,  j",  z.  Il  s’agit 
de  savoir  s’il  existe  une  fonction  x de  X et  propre  à 
vérifier  l’équation  (i),  et  de  trouver  cette  fonction  quand 
elle  existe.  Si  l’on  fait 

f/î  ■=.  P dx  q d) , 

et  que  l’on  substitue  cette  valeur  de  dz  dans  l’équa- 
tion (i),  les  différentielles  restantes  dx,  dy  étant  arbi- 
traires, il  faudra  que  leurs  coefficients  soient  nuis;  on  a 
donc  ' » 

(2)  P-f-R/>r=:0,  Q-)-R(7  = 0. 


Ainsi , il  nous  faut  satisfaire  par  une  même  valeur  de  2 à 
deux  équations  aux  dérivées  partielles  ; cela  n’est  possible 
que  dans  le  cas  où  une  certaine  condition  se  trouve  rem- 
plie. Dilférentions  la  première  équation  (2)  par  rapport 
à et  la  seconde  par  rapport  à x,  on  aura 


i'H. 

V<r 

(dq 

\f/x 


rfR\ 

-+-  7 

\ dz  ‘ dz  ) 

f/R\ 

+ P 

(dq  dh\ 

iTÿF  + ’Tir] 

|+Rg==o; 

retranebant  ces  équations  l’une  de  l’autre  et  remarquant 

dp  dq  . , . 

que  ÿ >•  vient 

OU,  en  éliminant  p et  q par  lë  inùjëï^les  équations  (a). 


-fc 


* 
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telle  est  la  condition  que  remplissent  nécessairement  les 
fonctions  P,  Q,  R,  lorsque  l’équation  (i)  est  intégrable.  Il 
reste  à prouver  que  celte  condition  est  suffisante;  c’est  ce^ 
que  nous  allons  faire  en  procédant  directement  à la  re- 
cherche des  solutions  que  l’équation  (i)  peut  admettre. 

785.  Désignons  par  fx  un  facteur  propre  à rendre 
l’expression  -f-  diiréreiitielle  exacte  d’une  fonc- 
tion U des  variables  cl  a ; le  facteur  p et  la  fonction  u 
dépendront  généralement  de  x.  Posons,  en  conséquence. 


(4) 


„ </« 


iR: 


du 
di  ’ 


et  faisons,  en  outre, 

(5) 


X désignant  une  certaine  fonction  de  z.  L’équa- 

tion (i),  multipliée  par  p,  deviendra 


du  , du  _ 

-dr  + -dz  = o, 


on 


(6)  -I- X rfx  =:  O. 

U étant  fonction  de  x,  y,  z,  on  peut  regarder  z comme 
fonction  de  u,  et  alors  X deviendra  fonction  des 

mêmes  variables.  Mais,  puisque  les  différentielles  du,  dx 
figurent  seules  dans  l’équation  (6),  u ne  dépend  que  de  x ; 
donc  il  faut,  pour  la  possibilité  du  problème,  que  X ne 
contienne  pas  y et  soit  fonction  des  seules  variables  x 
cl  u.  Lorsque  cette  condition  est  remplie,  il  existe  un  fac- 
teur, fonction  de  x et  de  u,  qui  rend  diflérentielle  exacte 
le  premier  membre  de  l’équation  (6);  si  l’on  désigne 

p.ir  - un  tel  fadeur,  il  est  évident  que  X sera  un  facteur 


* 
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propre  à rendre  une  diflerenliellc  exacte  le  premier 
membre  de  l’équation  proposée.  On  a ainsi  ce  théorème  ; 

Lorsque  V équation  P dx  + Q + R f/r  = o est  inté- 
grable, il  existe  un  facteur  X tel,  que  1 (PÆc+QJj'-f-Rt/z) 
est  une  différentielle  exacte  tiU;  l'équation  est  donc 
satisfaite  en  posant  U = C,  C étant  une  constante  arbi- 
traire. 

786.  Revenons  à la  condition  de  possibilité;  elle  est  ex- 
primée par  l’équation  ~ o,  quand  on  regarde  z comme 

fonction  de  x,j,  u;  mais  X étant  exprimée  en  x,j,  z ,. 
elle  sera 

dX  dX  dt  _ 

dy  dz  dr  ^ ’ 

la  valeur  ^ doit  être  tirée  de  l’équation  qui  exprime  u 

en  fonction  de  x,  y,  z,  et  l’on  a,-  ch  conséquence, 

du  du  dz 

dy  dz  dy  - **’  ' ' 


Éliminant  donc  > notre  condition  devient 

d.y 

du  dX  du  dX 

7hiîf-dp-dr  = '^' 

On  a,  d’ailleurs,  par  les  formules  (4)  et  (5), 


dX 

_ rf((xP) 

d^  U 

d{^V) 

d(tzQ) 

dy 

~ <// 

dxdy 

dy 

dx  ’ 

dX 

_rf(pp) 

d'^n 

_r/(pP) 

‘/(pK). 

dz 

dz 

<Lrdz 

dz 

dx  ’ 

si  l’on  substitue  ces  valeurs,  ainsi  que  celles  de  — > —, 
tirées  des  formules  (4),  l’équation  de  condition  (7)  de- 
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viendra 


dz 


^/(F  P) 


diixQ) 

tir 


] 


“ O. 


Enfln,  en  ajoutant  Tidentité 


up[" 


'M 

dz 


^]=» 


qui  résulle  dos  équations  (4),  cfTcctuanl  les  diflerenlia- 
tions  et  supprimant  le  facteur  [x,  on  trouve 


ce  qui  est  l’équation  de  condition  déjà  obtenue  au  n”  78-t. 

On  voit  que,  si  cette  condition  est  remplie,  la  quan- 
tité X qui  ligure  dans  l’équation  (6)  sera  fonction  des 
seules  variables  x et  u.  Dès  lors,  rette  équation  (6), 
qui  n’est  qu’une  transformée  de  la  proposée,  sera  une 
équation  dilférentielle  ordinaire,  dont  l’intégrale  géné- 
rale pourra  être  mise  sous  la  forme 


(i  étant  une  constante  arbitraire  et  U une  fonction  de  .r 
et  de  U,  c’est-à-dire  une  fonction  de  x,  y,  z. 

L’analyse  précédente  montre  que  l’équation  de  condi- 
tion (8)  est  nécessaire  et  sulTisante  pour  que  l’équation 
proposée  admette  une  intégrale;  clic  donne,  en  outre,  le 
moyen  de  déterminer  cette  intégrale  quand  elle  existe. 

787.  Cas  ou  P,  Q,  R SONT  DES  FONCTIONS  HOMOGKNES 
DU  MÊME  DEGRÉ. — Supposous  la  coiulition  d’iiitégralulité 
remplie,  et  posons 

x = x'î,  jr=x'z, 

Pr=P'i*,  Q = Q'î",  R = R';>, 


P',  Q',  R'  étant  des  fonctions  de  x'  et  de  j'.  La  propo- 
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sée  (i)  divisée  par  2"+'  devient 

(P'rfx'+Q'f//)  + (P'x'  + Q>ü-i-  R')  Y ="' 

OU 

tiz  V'th'-hQ'rh''  _ 

T P'Tr'  QS ' -Tr'  ~ 

le  deuxième  terme  de  cette  équation  ne  dépend  que  des 
variables  x',  y',  et  il  doit  être  une  diirérentielle  exacte, 
en  vertu  de  l’équation  de  condition. 

Considérons,  par  exemple,  l’équation 

’-t- > s + z’)dx  ■+■  (x’  -i-  xz  -4-  z’)tly  + -+-y^)dz  = o. 

On  a ici 

P'  = ^'^  + .r'-M,  Q'=x'=-(-x'+i,  R'  = x'--t-x'j'-4-.)"; 

et  la  proposée  peut  s’écrire  comme  il  suit  : 

fl-  ( J '•  4-  r ' + I ) f/x'  -4-  (x"  + .r'  -+-  t ) df  _ 

Z ^ (.r','-4-x'4- r')(x'-|- jr'-f- 1) 

Or,  on  a,  parla  décomposition  en  fractions  simples, 

. _ ,)'  + ! 1 

■'  (x'y  + x'4- j')(x'4-y-f-i)  ~ x'y  4- x'4- x'4-^'4-i’ 

■r'>  ,r'  4- 1 x'  4-  I I 

(x'/'4-x'4-.v')(x'4- r'4-1)  x' y -y- .d  -y- ) ' x'-t-^  4-i’ 

ce  qui  permet  de  mettre  notre  équation  sous  la  forme 

dz  ^ d[.r' y -y- y -y- y)  ,'-i- ij 

Z x'y  -+■  y 4-_r'  1 ~ 

On  voit  que  chaque  terme  est  une  dififérentielle  exacte; 
l’intégration  donne,  en  désignant  par  a une  constante 
arbitraire.  • jL. 


6ao 
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a (j-'-I-  J '-I-  l) 


Remeltaiit  enfin -)  - au  lieu  de 


il  vient 


.r)-  -t-.iz  -I-  z.r=r  a{x  + J'  + Z ), 

ce  qui  est  l’intégrale  de  la  proposée. 


Définition  de  l'intégrale  générale  d'une  équation  aux 
dérivées  pattielles  du  premier  ordre. — Des  intégrales 
complètes. 

788.  La  variable  x étant  regardée  comme  fonction 
des  n variables  x, , x, , . . . , x, , posons 

fij-  = p, dr,  -4-  p,  dzj  + . . . + dx„. 

Toute  équation,  telle  que 

F(x,  X,,  X.,...,  x„,  p,,  p,,...,  p,)  = o, 

est  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre. 

Si  l’on  peut  trouver  une  valeur  de  x fonction  dex,, 
X|, . . . , x„  qui  satisfasse  à l'équation  proposée,  et  qui  se 
réduise  à une  fonction  donnée  arbitraire  Ç de  x, , x, , . 
jfn-i  > quand  on  donne  à x„  une  valeur  déterminée 
choisie  à volonté,  l’équation  qui  détermine  cette  valeur 
de  X sera  dite  l'intégrale  générale  de  la  proposée. 

L’équation  proposée  et  celles  qu'on  en  déduit  par  des 
différentiations  successives  détcrininenl  les  valeurs  de  x 
et  de  scs  dérivées  des  divers  ordres,  relatives  à x„,  en 
fonction  de  x,  x, , Xt , . . . , x„,  et  des  dérivées  de  x 
relatives  à x, , x, , . . . , x„_,.  On  conclut  aisément  de  là 
que  l’intégrale  générale,  si  elle  existe,  est  unique. 

L’existenee  de  l’intégrale  a été  établie  précédeinment 
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à regard  des  étjuations  linéaires  par  rapport  aux  déri- 
vées, et  elle  sera  démontrée  généralement,  pour  toutes 
les  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
parla  méthode  même  qui  nous  servira  à la  trouver. 

789.  Lagrange  a nommé  intégrale  complète  d’une 
équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  à n 
variables  indépendantes,  toute  équation  entre  les  n + i 
variables,  qui  satisfait  à l’équation  aux  dérivées  par- 
tielles, et  qui  renferme  n constantes  arbitraires. 

Soient 


(l)  F(J,  J,,  JT,,  . . . , r,,  />,,  p,,...,  />„)  = 0 

une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
à n variables  indépendantes  , a',, . . . , et 

( 2 J JT , JT| , .'*3 , . . . , J'ii , a,  J , . . , , flfl)  rr:  O > 

une  intégrale  complète  de  l’équation  (i).  Si  l’on  dilfércn- 
tie  cette  intégrale  par  rapport  à cliai[ue  variable  indépen- 
dante successivement,  on  aura 


dx. 


o. 


L'équation  (i)  doit  devenir  identique  quand  on  y rem- 
place X et  p, , Pt, , p„  par  les  valeurs  tirées  des  équa- 
tions (a)  et  (3);  donc  on  doit  reproduire  l’équation  (i), 
<{uand  on  élimine  les  n arbitraires  a, , a,, . . . , a„  entre 
les  équations  (a)  et  (3). 

L’intégrale  générale  de  l’équation  (i)  renfermant  une 
fonction  arbitraire  de  n — i variables,  il  est  évident 
qu’on  pourra  en  déduire  une  iiiGnité  d’intégrales  com- 
plètes. Mais  il  est  très-remarquable  que  réciproquement 
l’on  puisse  déduire  d’une  intégrale  complète  une  solu- 
tion renfermant  une  fonction  arbitraire  de  n — i varia- 
bles, et  qui  généralement  coïncide  avec  l’intégrale  géné- 
rale. 


•y. 
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Pour  démontrer  celte  importante  proposition, considé- 
rons la  constante  arbitraire  a„  de  rccjuatiou  (a),  comme 
une  fonction  arbitraire  cj  (a, , a, , . . . , a^,)  des  n — i 
autres  arbitraires.  L’équation  (a),  qui  satisfait  à l’équa- 
tion (i),  dans  l'hypolbèse  des  arbitraires  constantes, 
ne  cessera  pas  de  la  vériiier,  si  l’on  suppose  les  arbitraires 
variables,  pourvu  que  les  équations  (3)  subsistent  dans 
cette  dernière  hypothèse. 

Prenons  la  dilférentielle  totale  de  l’équation  (a)  en 
considérant  les  arbitraires  comme  variables,  mais  en 
supposant  que  a„  soit  remplacé  par  la  valeur 


(4) 


<7„  = a,,.  . . , 


écrivons  aussi  4-.  . .-t-  p„dx„  au  lieu  de  dx-,  il 

viendra 

•f 


dox  -h  da,  -1- 
dO\  do^ 


{•'J  ^ \ 

is:  Tr) 


dx„ 


dfi. 


dfi„^,  = O. 


Il  est  évident  qu’on  déduira  les  équations  (3)  de  la  précé- 
dente, si  les  arbitraires  n, , a,, . . . , a„_,  sont  définies 
par  les  équations 


(5) 


- ÿ.-  JL 

da,  da,  ’ ’ da^, 


Si  donc  on  pouvait  éliminer  a, , a^, . . . , a„_,  entre  les 
équations  (a)  et  (5),  on  obtiendrait  une  équation  conte- 
nant une  fonction  arbitraire  de  n — i quantités  et  satis- 
faisant à la  proposée;  une  telle  équation  ne  peut  diOérer 
de  l'intégrale  générale.  Mais  l’élimination  dont  nous 
venons  de  parler  n’est  pas  possible  à cause  de  la  fonetiou 
arbitraire  ip  qui  entre  dans  l’équation  (a),  et  dont  les  dé- 
rivées partielles  figurent  dans  les  équations  (3);  il  faut 
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donc  conserver  le  système  des  équations  (a)  et  (5),  qui 
définit  l’inlégrale  générale  d’une  manière  sulüsaute. 

Il  faut  remarquer  qu’à  cliaque  intégrale  complète  de 
l’équation  proposée  répond  une  forme  déterminée  de 
l’intégrale  générale,  et  que,  relativement  à cette  forme, 
l'intégrale  complète  joue  le  rôle  de  solution  particulière, 
en  ce  sens  qu’elle  ne  s’y  trouve  pas  comprise.  On  voit 
enfin  que  toute  équation  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  résulte  de  l’élimination  d’une  fonction  arbi- 
traire, par  la  méthode  exposée  au  n®  88;  cela  suppose 
toutefois  que  l’existence  de  l'intégrale  générale  soit 
établie. 


790.  Les  remarques  qui  précèdent  s’appliquent  à 
toutes  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre.  Mais  on  a vu  au  n®  778  que,  dans  le  cas  des 
équations  linéaires  par  rapport  aux  dérivées,  l’intégrale 
générale  peut  être  mise  sous  une  forme  particulière  qui 
ne  convient  qu’à  ce  genre  d’équations  ; cette  intégrale 
doit  coïncider  avec  celle  que  l’on  déduit  d’une  intégrale 
complète.  Nous  allons  éclaircir  cela  sur  un  exemple. 

Considérons  l’cTiualion  'C. 

■c"'  ’ 

linéaire  par  rapport  aux  dérivées;  z 
inconnue  des  variables  x,  y,  et  nous 
l’ordinaire 

(Jz  — [>  dx  q dj\ 


est  une  fonction 
faisons  comme  à 
_>  ' 


On  satisfait  à l’équation  proposée  en  pot»ht' 

a cl  b étant  des  constantes;  car  on  tirè''delày7f=a,  qz=b. 
L’équation  précédente  est  donc  une  intégrale  complète 
de  la  proposée.  Pour  avoir  l’intégrale  générale,  il  fajit, 
d’après  la  méthode  du  n®  789,  remplacer  b par  une  fonc- 
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tlon  arbitraire  "-/{a)  de  <i  et  éliminer  a entre  les  deux 

équations 

Z — a.r  -i-  o = .r vç' («), 

dont  la  seconde  s’obtient  en  différentiant  la  première  par 
rapport  h a.  D’après  cette  seconde  équation,  ly'  (a)  est  égale 

à — donc  n et  y (a)  sont  des  fonctions  de'-j  et  la  pre- 
mière de  nos  deux  équations  montre  que  l’on  a 


rien  ne  détermine  la  fonction  et  nous  retrouvons  par 
cette  voie  l’intégrale  à laquelle  conduit  la  méthode  du 
n“ 778. 


Intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre,  dans  le  cas  de  deux  variables  indé- 
pendantes. 

791.  Le  problème  qui  constitue  le  calcul  intégral  des 
équations  aux  dérivées  partielles  est  aujourd'hui  com- 
plètement résolu,  pour  ce  qui  concerne  les  équations  du 
premier  ordre,  c’est-à-dire  que  l’iutégration  d’une  telle 
équation  peut  toujours  être  ramenée,  quel  que  soit  le 
nombre  des  variables  indépendantes,  à l’intégration  d’un 
système  d’équations  différentielles  ordinaires  simultanées. 
Parmi  les  méthodes  propres  à atteindre  ce  but,  il  faut 
surtout  distinguer  celles  de  Jacobi  et  de  Cauchy;  je  pren- 
drai ici  pour  point  de  départ  l'analyse  de  Cauchy,  mais 
je  présenterai  en  même  temps  quelques  dévelopjiements 
relatifs  à une  difh’eulté  inhérente  à cette  analyse  et  que  j’ai 
déjà  publiés  ailleurs. 

792.  Nous  considérons  d'abord  le  cas  de  deux  varia- 
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blés  indépendantes.  Soit 

(')  F(  ’’.  r. 7)=o 

l'équation  proposée,  dans  laquelle  z désigne  une  fonction 
inconnnc  des  deux  variables  indépendantes  x,y,  et  où  p, 
q représentent  respecliveinent  les  dérivées  partielles 
ilz  th 
rfj-’  dy 

Il  s'agit  de  trouver  une  valeur  de  z qui  satisfasse  à 
l’équation  (i)  ponr  toutes  les  valeurs  de  x et  de  •> , et 
qui,  pour  une  valeur  donnée  x^  de  x,  se  réduise  à une 
fonction  arbitraire  donnée  J[j)  de  Ainsi  l’on  doit 
avoir  en  même  temps 

f,  . fl/ir)  ,,,  , 

x = x„  zz=if{j),  q=  [y 

le  problème  énoncé  en  ces  termes  est  complètement  dé- 
terminé. 

Introduisons,  avec  Caueliy,  une  futiction  actuellement 
indéterminée  j)o  de  x et  de  y;  on  pourra  considérer^' 
comme  une  fonction  de  x et  de  et  alors  z,  p,  q seront 
aussi  des  fonctions  de  ces  mêmes  variables.  On  aura  donc 

, di  , iU  , 

et  si  l’on  porte  ces  valeurs  de  dz  et  de  dy  dans  l’équation 
dz-=i  pdjc  + q dy, 

qui  exprime  la  déünilion  de  p et  de  q,  il  viendra 

_ dy.^pd.  ^ q d.+—dy,y 

Cette  équation  ayant  lieu,  quelles  que  soietit  les  dillé- 
II.  4o 
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rentielles  dx  et  dyoi  on  a 


(») 


Ht 

HZ' 


ily 

<lx' 


(3) 


dz  dy 

dy,  ~ ^ tly. 


Si  l’on  dUTérenlie  l'équalioii  (ï)  par  rapport  et  l’cqua- 
lioii  (3)  par  rapport  à x,  puis  que  l’on  rctranclie  ensuite 
les  deux  résultats  obtenus  l’un  de  l’autre,  il  viendra 


(4) 


dp  ^ dy  dq  dy 

dy„  dx  dy,  dy,  d.r 


Cela  posé,  désignons  par 

dF  = Xd.r-hYdy-hZdz-yPdp-yqdq 


la  difl'érenlielle  totale  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion (i),  on  aura,  en  dillérenliant  cette  équation  (i)  par 
rapport  à joi 


(5) 


dr  „ dz  „ dp  „ dq 

h Z h P -f-  Q — — = O, 

dy,  dy,  dy,  dy. 


dz 


et,  si  l’on  porte  dans  l’équation  (5)  les  valeurs  de  — 

dy, 

et  de  tirées  des  équations  (3)  et  (4),  il  viendra 
dy , 


(6) 


iL 

dy. 


dq 

dy. 


= o. 


Or,  la  fonction  de  x et  de_^  o qn'  représente  j-  et  que 
nous  avons  introduite  est  jusqu’ici  indéterminée;  nous 
en  disposerons  do  manière  que  l’on  ait 


(7) 


— Q = o, 


et  nous  l’assujettirons  en  outre  à se  réduire  à pour 
X = Xo-  Ainsi  l’on  aura  en  meme  temps 


x = r„  y = y„  zz=z.,  q = q„  P=P„ 
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en  posant,  pour  abréger, 

z-=/ü'.}.  <]>=/' {y,), 

et  en  déterminant  />„  par  l'équation 


627 


F p^,  q.)  = o, 


qui  n’est  autre  chose  que  l’équation  (1),  dans  laquelle  on 
remplace  x,  y,  z,  p,  q respectivement  par  x^,  j„, 

/^Ol  ^0*  t 

L’équation  (7)  réduit  Tcqualion  (6)  à 

(8)  Y-4-Z7  -t-P^=o; 

en  sorte  que  le  problème  proposé  est  ramené  à trouver 
quatre  fonctions  y,  z,  />,  q des  deux  variables  indépen* 
dantes  x et  (jui  satisfassent  généralement  aux  cinq 
équations  (i),  (2),  (3),  (7)  et  (8),  et  qui  se  réduisent 
respectivement  à y^,  Zo,  q<,  pour  x = Xo\  nous  ne 
parlons  pas  de  l'équation  (4),  parce  qu’elle  résulte,  comme 
on  l’a  vu,  des  équations  (2)  et  (3). 


793.  Mais  les  équations  (1),  (2),  (7),  (8)  sufGsent, 
comme  on  le  verra,  pour  la  détermination  des  inconnues 
y,  Z,  p^q\  l’équation  (3)  est  donc  surabondante,  et  il 
faut  qu’elle  se  ti  ouve  vérifiée  d’elle-mème.  Voici  comment 
Cauchy  a démontré  cct  important  théorème. 

Supposons  que  des  équations  (i),  (a),  (7),  (8)  on  ait 
tiré  pour  J',  z,  />,  q des  valeurs  déterminées  fonctions  de 
X et  àe  j\,  qui  se  réduisent  respectivement  k jr^,  z. 
Pli  pour  X = Toi  les  d.’ux  membres  de  l’équation  (3) 
seront  aussi  des  fonctions  déterminées  de  x et  de  y^i  et 
en  désignant  par  T leur  différence,  on  aura 


(9) 


tlz  dy 

dy,  ~ dy. 


+ T. 


Si  l’on  différentie  celte  équation  par  rapporta  x,  et  qu’on 

40. 


/* 
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en  relrancbe  ensuile  l’équalion  (2)  préalablement  diffé- 
renliéc  par  rapport  à r„,on  aura,  au  lieu  de  1 équation  (4)> 
dp  / dq  dy  dq  dy\  JT 

puis  en  portant  dans  l’équation  (5)  les  valeurs  de  ^ 
tirées  des  équations  (9)  et  («o),  il  viendra 


(>0 


( 


-I-  P — H-  ZT  = O, 

€tX 


enfin,  à cause  des  équations  (7)  et  (8),  cette  équation  se 
réduit  à 

JT  I JT  Z 

= T^  = “P- 

Z 

La  quantité  — p étant  exprimée  en  fonction  de  X et 

de  > si  l'intégrale  — j p f/x  a une  valeur  finie  et 
déterminée,  on  tirera  de  l’équation  précédente 

T r * Z - 

(12)  log— pj.r,  T = T.e  • 

en  désignant  par  T„  la  valeur  que  prend  T pour  x = x». 
Mais  comme  l’hypothèse  x = Xo  réduit  — à 

à I,  l’équation  (9)  montre  que  T»  = o,  et,  par  suite,  à 
cause  de  l’équation  (ta),  on  aura  généralement 
T=  o. 

Nous  examinerons  plus  loin  le  cas  singulier  dans  lequel 
Z 

P dx  cesse  d’avoir  une  valeur  finie  et  dé- 


l’intégrale  J 
terminée. 
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794.  D’après  ce  qui  précède,  nous  n’avons  à considé- 
rer que  les  équations  (i),  (a),  (7)  cl  (8).  On  peut  même, 
si  l’on  veut,  remplacer  l’équation  (i)  par  sa  dérivée  rela- 
tive à or;  celle  dérivée  n’a  pas  en  effet  plus  de  généralité 
que  l’équation  (i),  puisque  les  valeurs  de  j',  z,  p,  q doi- 
vent se  réduire  à p^,  q^,  pour  x = x^.  Or  la 

dérivée  en  question  est 


fi.K  dæ  dx  ^ dx  ’ 


et,  en  y remplaçant  —,  Q et  Y par  les  valeurs  tirées  des 
ét|ualions  (2),  (7)  et  (8),  elle  se  réduit  à 


(i3) 


X Z«  -t-  P = o. 


Le  problème  dont  nous  nous  occupons  est  donc  ramené 
à trouver,  au  moyeu  de  quatre  des  équations  (1),  (2), 
(7)5  (^)»  (*^)»  valeurs  de 9',  z,p,q  fonctions  de  x 
et  de  } „ qui  se  réduisent  respectivement  à 7^,,  p„,  <7, 

pour  X = x„. 

Les  équations  (2),  (7),  (8),  (i3|  forment  en  réalité  un 
système  de  quatre  équations  simultanées  aux  dérivées 
partielles  ; mais,  parce  que  ces  équations  ne  rcnfértnenl 
pas  la  variable  indépendante  jr^,  elles  doivent  ètrft  irai- 
tées  comme  des  équations  différentielles' ordinaires  ; elles 
sont  comprises  dans  la  formule  unique  . 

(l4)  dx  _ ,h  _ —<!p  <iq  ; 

y Q X-i-Z/î“  Y-4-Z//’ 

et  l’une  d’elles,  nous  devons  le  répéter,  peut  être  rem- 
placée par  l’équation  (1). 

Si  le  premier  membre  de  l’équation  (1)  est  une  fonc- 
tion linéaire  relativement  aux  dérivées  p et  9,  comme  sa 
différentielle  prise  en  ne  faisant  varier  que  p et  q est 
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Vtlp  P ei  Q seront  indépendantes  de  p et  if,  et  F 

aura  la  forme  Vp  Qy  — R,  R étant  comme  P et  Q 
fonction  de  x,  j,  z.  Dans  ce  cas,  les  deux  premières  des 
équations  contenues  dans  la  formule  (>4))  savoir 

d.t  dy  dz 

■p  “ q"  “ 

permettent,  sans  le  secours  des  autres,  de  déterminer  les 
valeurs  de  y,  z en  fonction  de  x et  y,,.  On  est  ainsi  ra- 
mené, dans  le  cas  des  équations  linéaires  par  rapport  aux 
dérivées,  à la  règle  du  n”  774. 

793.  Supposons  généralement  que  des  équations  (i4) 
on  ait  tiré  des  valeurs  de  z,  p,  q se  niduisant  à i oi 
po,  «/o.  pour  x = x„  \ soient 
' X — y*!  {*r) 

I s =yi  {■*■>.>'»>  7,), 

i t!  \ 

I P =/j(-r,r»>  *•.  '7»)i 

i ï*.  9.). 

ces  valeurs;  nous  n’éerivons  pas  la  lettre  p„  dans 
ces  expressions,  paréte  qu’on  peut  toujours  supposer 
que  l’on  ait  substitué  sa  valeur  tirée  de  l’équation 
F (x„,  p„,  q^)  = o\  quant  à a:»,  c’est  une  valeur 

numérique  déterminée  dont  il  n’y  a pas  à s’occuper. 

Les  deux  premières  équations  (i  5) donneront  la  solution 
du  problème  proposé, si  l’on  y remplace  f[y^  et  q^ 

pary'(j'„).  Si  l’on  attribue  à la  fonction  f(y<,)  une 
forme  déterminée,  et  que  l'on  puisse  éliminer  entre 
les  deux  équations  dont  nous  parlons,  on  aura  l’expres- 
sion de  la  fonction  inconnue  z en  x et  y.  Mais  si  la  fonc- 
tion f{y<i)  ou  Z(,  reste  indéterminée,  l’élimination  de  ■)  , 
sera  impossible,  à moins  que  les  valeurs  de  j^et  de  z ne 
soient  l’une  et  l’autre  indépendantes  de  9,;  dans  ce  cas, 
si  l’on  résout  les  deux  premières  équations  (i5)  par  rap- 
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port  à jr„  et  «D,  on  obtiendra  des  expressions  de  la 
forme 

J.  = r,  s),  *.  = *). 

et  la  solution  du  problème  sera  donnée  par  l’équation 

d’où  l'on  conclut,  comme  on  sait,  que  l’équation  pro- 
posée (i)  est  nécessairement  linéaire  par  rapport  aux 
dérivées  p et  q. 

Si  l’on  fait  abstraction  du  cas  d’une  équation  linéaire, 
je  dis  qu’aucune  des  expressions  de  j ^ peut 

être  indépendante  de  q^,.  En  effet,  portons  dans  l’équa- 
tion (3)  les  valeurs  de  j',  r,  q tirées  des  équations  (i5), 
on  aura 


W»  dq~dy,)  ‘ dz,^'  dri,djr,) 

cette  équation  doit  avoir  lieu  identiquement,  et  par  suite 
les  termes  multipliés  par  ~ doivent  se  détruire.  On  a 
donc  encore  identiquement 


‘IL 

dq^ 


= o; 


le  facteur  f^  — q ne  peut  être  nul  généralement,  d’où  il 

. . , ■ , dft  df,  • , • 

suit  que  SI  1 une  des  quantités  -f— » est  identiquement 

^ «<7,  dq, 

nulle,  l’autre  doit  l'être  aussi  ; donc  les  deux  fonctions  y, 
et  y,  dépendent  l’une  et  l’autre  de  q^,  ou  elles  sont  l’une 
et  l’autre  indépendantes  de  cette  quantité  : ce  dernier  cas 
ne  peut  avoir  lieu,  comme  on  l’a  vu  plus  haut,  que  si 
l’équation  proposée  est  linéaire  par  rapport  aux  déri- 
vées P et  q. 

Cela  posé,  si  l’on  élimine  q^  entre  les  deux  premières 


Digitized  by  Google 


CALCUL  INTÉGUAL. 


63a 

équations  (i5),  on  obiicrulra  uno  équation  qui  pourra 
tenir  lieu  de  la  seconde  d’entre  elles  et  que  je  représen- 
terai par 

(i6)  \ {r,  X,  z,y„z.)  = o,  on  V = o. 

Si  l’on  prend  la  différentielle  totale  de  cette  équation  et 
que  l’on  y remplace  c/r„  par  ç^dj  o,  dz  par  fjdx  -)-  (jdy, 
il  viendra 


\d.r 


il 

e/z 


dx  ■ 


dV  d\\ 


,ly 


il 

djr. 


,l\\ 


mais  la  première  équation  (i5)  donne 

i‘lf^  . df, 


a\  = — a.r  -4- 

<ix 


I ‘Il 

\dy. 


q,  ■ 


df,  </</A 
dq%  dy.)  ‘ 


si  l’on  porte  cette  valeur  de  </>  dans  l’équation  précédente, 
il  ne  restera  plus  (|ue  les  deux  seules  différentielles  in- 
dépendantes dx  et  </)  0 ; en  égalant  donc  à zéro  les  coef- 
ticients  de  celle-ci,  on  aura 

idV  d\\  jdW  d\\df, 


(il 

\dy 


dy\  (df,  , d/,  , d/.  d,,A  , dV  d\  \ 

dz  ) VO',  dz,  dr/,  dj  , ) dz,  ) 


Ces  équations  doivent  devenir  identiques  si  l’on  v rem- 
place j',  Z,  P,  q par  les  valeurs  tirées  des  formules  (i5); 

or  cclles-ci  ne  contiennent  i)as  la  <iuantité  arbitraire 

dy. 

il  est  donc  nécessaire  que  cette  quantité  disparaisse  de  la 
dernière  équation.  Comme  nous  faisons  abstraction  du 

cas  où  l’é(juation  proposée  (i)  est  linéaire,  la  dérivée  ‘i~ 

U M r I dS  dW  , 

ne  peut  etre  nulle,  il  laut  doue  que  — h (/  -y—  s an- 

nule, et,  en  coiisé<|uence,  on  a simultanément,  par  les 
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O. 

Ainsi  les  quatre  ét|uations  (i6),  (17)  et  (18)  clevicnucnl 
identiques  en  vertu  des  équations  (i5)  ; elles  déterminent 
d’ailleurs  les  valeurs  de  j',  z,  p,  q,  et  par  suite  elles  peu- 
vent suppléer  les  équations  (i5). 

Eu  particulier,  si  l'on  remplace,  dans  V,  2»  par f{ya), 
l'intégrale  cherchée  de  l’équation  (1)  sera  le  résultat  de 
l’élimination  de  > „ entre  les  deux  équations 


^ désignant  la  dérivée  de  V prise  par  rapport  .à  y^, 

mais  en  considérant  r»  comme  fonction  de  ) o.  Donc,  pour 
avoir  cette  intégrale,  il  sulüt  de  connaitre  la  fonction  V, 
et  on  l’obtiendra  en  éliminant  p,  y,  ;>«,  entre  les 
quatre  intégrales  des  équations  (i4)  l’équation 
Jo,  -^0,  /'ot  <7o)  =0- 

796.  Nous  devons  faire  remaïqucr  que  l’équation 
V=o 

constitue  une  intégrale  complète  de  l’équation  propo- 
sée (1),  si  l’on  y regarde j 0 et  comme  deux  constantes 
arbitraires. 

En  effet,  dans  la  solution  générale  que  nous  venons  de 
développer,  on  reconstruit  l’équation  proposée  (1),  en 
éliminant^  0 et  2„  entre  les  équations  (16)  et  (18).  Ur,  si, 
au  lieu  de  regarder  j 0 et  Zf,  comme  des  variables  assujet- 
ties à vérifier  l’équation  (17),  ou  considère  ces  quantité.s 
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comme  des  constanles,  il  est  clair  que  les  équations  (i8) 
subsisteront  et  coulinucrout  avec  l’équation  (<6)  à repro- 
duire l’équation  (i)  par  rélimination  de  ^ o et  de  2o.  Cette 
équation  (i6),  qui  renferme  ainsi  deux  coi;stanlcs  arbi- 
traires, est  donc  une  intégrale  complète  de  l'cqualion  (i). 

797.  Exemple.  — Pour  donner  une  application  de  ce 
qui  précède,  considérons  l’équation 

Z — ajnj  — O , 

où  a désigne  une  constante.  On  a ici 

X = o,  Y = o,  Z = I, 

P = — oy,  Q = — ap,  Pp -h  Qi]  = — y.ap<j  = — 2 Z, 
et  les  équations  simultanées  à intégrer  sont 
f/.r  t/y  rfz  f/p  tiij 

aq  up  11  P q ' 

on  trouve  immédiatement  les  quatre  intégrales  suivantes  : 

^ ^ X — X,  _ y — > , _ yG—  v'z. 

P.  ””  7»  ~ \lz,  “'h  ~ "Po  \jî, 

et  on  élimine  tout  de  suite  et  entre  les  deux  der- 
nières en  faisant  usage  de  l'équation  z„  — ap^q„  = o\, 
on  a 

_ (-r  — J.H.V  — y.)  _ (-r  — -r.l  {.Y  — y. 

Z.  «V»  7» 

Si  donc  on  fait 

V = n[^/z—  V^7(.V,)  ]’  — (jT  — x,)(/  —fo), 

l'intégrale  générale  de  l’équation  z — apq  sera  le  ré- 
sultat de  l’élimination  de^  o,  entre  les  é(|uations 
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798.  La  méthode  que  nous  venons  de  développer  sup- 

Jf*  Z 

- lix  conserve  une  valeur  finie 

et  déterminée;  nous  allons  nous  occuper  ici  de  celte  inté- 
grale. 

Supposons,  pour  abréger,  que  l’on  ait  résolu  l’équa- 
tion (i6)  par  rapport  à a et  que  l'on  en  ait  tiré  la  valeur 
Z — M,  M étant  une  fonction  donnée  de  x,  jy, 

Les  équations  (i6)  et  (17)  qui  fournissent  la  solution 
cherchée  de  l'équation  (1)  seront  plus  simplement 


{20) 

(ai) 


Z = M, 


el  les  équations  (i8)  qui  déterminent  les  valeurs  de  p et 
de  q seront 


(22) 


P 


rfM 

dx  ’ d)- 


Pour  reconstruire  l’équation  proposée  (1),  il  faut  éli- 
miner et  entre  les  équations  (ao)  et  ( 22)  ; par  con- 
séquent la  différentielle  totale  c/F  du  premier  membre  de 
cette  équation  s’obtiendra  en  ajoutant  les  différentielles 

totales  des  fonctions  M — z , — p,  — q,  respec- 

tivement multipliées  par  des  facteurs  1,  p,  v susceptibles 
de  faire  disparaître  les  difféi  enticllesc^  , et  c/z„,  lesquelles 
doivent  être  regardées  ici  comme  indépendantes;  on  aura 
donc 


dF 


(23) 


f/’M 

l^dx^ 


dH 

IF 


</>M 

dxdj 


rf’  M \ 

dx  d)  ) 

d 


dx 


dj 


dy  — \dz  — — ^^*7» 


et  les  facteurs  À,  u,  v devront  vérifier  les  deux  équations 
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f/M 

d'U 

d'\[ 

dr» 

^ dxdy. 

djdy. 

dU 

dm 

f/’M 

_1_  y 

dz. 

^ dxdz. 

dj  dz. 

De  l’éfjualion  (2.3),  on  lire 

Z X 

et,  à cause  des  équations  (24), 


dm 

d’M 

dn\ 

drdy. 

d ) dz„ 

d.rdz,  dydy. 

dM 

dm 

dM  »/’M 

dr. 

dy  dz. 

dz,  tlydy. 

Pour  avoir  l’intégrale  dont  nous  avons  besoin,  il  faut, 
dans  celte  expression,  remplacer  par  sa  valeur  tirée  de 
l’équation  (ai),  multiplier  ensuite  par  dx,  et  intégrer 
entre  les  limites  etx;  or  on  peut  éviter  l’élimination 
de  y en  procédant  comme  il  suit.  Si  l’on  ajoute  au  iiumé- 


Z 

ratcur  de  rexpression  précédente  de  — p et  que  l’on  en 
retranche  ensuite  la  rjuanlité 


il  viendra 


ilxilzt  ilydz. 


/(/M 

dm 

dM  dm  \ 

, dmjdM 

dm 

dM 

dm\ 

\dr. 

dydz. 

dz,  dydy,, 

' ^ dyilzXdz, 

dy. 

'IxdzJ 

dz,  itrilyj 


mais  en  différentiant,  dans  l’hypothèse  où  .r  et  y sont 
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seules  variables,  l’équation  (21)  mise  sous  la  forme 


i^\ 

tty»  ' 


( 


rfM\ 

^î7/ 


q.  = o. 


ou  trou  NC 


/rfM  f/’M  ^ d' M \ _ A/M  M _ 'ZM  ^/‘M  \ 

dxd}  „ dy,  d.rdzj  \rfi , dj  dz,  dz^  ‘Ir'b'J  ' 


ce  qui  réduit  rexprcssioii  prét  édeiite  de  — ^ dx  à 

'ZM 

,/log- 

- P 'h  = ‘^‘“1!  rfT  • 

Comme  la  fonction  M doit  se  réduire  à pour  x = 

etj  =j>  „,  il  s’ensuit  que,  dans  la  même  liypotltèsc, 

se  réduit  h Tunité.  On  a donc,  en  intégrant  l’équation 
précédente  entre  les  limites  x„  et  x, 

(25)  -j  -,./x  = log  — . 

799.  L’analvse  du  n“  793  se  trouNe  en  défaut  lorsque 

l’intégrale  / -dx  cesse  d’avoir  une  valeur  finie  et  dé- 

Ji, 

terminée.  Aiusi  que  l’a  remarqué  M.  Bertand,  cette  cir- 
constance se  présente,  non  pas  seulement  dans  quelques 
cas  particuliers,  mais  dans  le  cas  le  plus  général.  Et  en  effet 
il  suffit  généralement  d’attribuer  une  forme  convenable  à 
la  fonction  f{y)  ou  f(y^)  ou  pour  que  l'intégrale  dont 
il  s’agit  devienne  infinie.  INlais  je  dis  que  ; 

Si  pour  une  Joniie  particulière  de  la  Jonction  J {y) 
...  i'^  7j  , 

l’intégrale  j ^dx  cesse  d'acoir  une  valeur  Jinie  et 
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dclerminée,  les  formules  que  nous  avons  établies  devien- 
nent illusoires  et  sont  impropres  à fournir  la  solution  du 
problème  proposé.  Celle-ci  est  donnée  dans  ce  cas  par 
l'intégrale  complète  de  Lagrange  qui  accompagne  l'in- 
tégrale générale. 


On  voit,  en  effet,  par  l’cquation  (a5),  que  si  l'intégrale 


/: 


P /7a:  cesse  d’avoir  une  valeur  finie  et  déterminée 

» 

pour  une  certaine  forme  de  la  fonction  f(y),  la  dérivée 


partielle  devient  nulle,  infinie  ou  indéterminée  après 

la  substitution  de  la  valeur  de^  tirée  de  l'équation  (ai). 
Mais  alors  il  est  évident  qu'on  ne  saurait  tirer  de  cette 
équation  (21)  une  valeur  déterminée  de  jk  se  réduisant 
pour  X = puisque  la  double  liypotLèse  x — x„, 


y doit  réduire  — à l'unité.  De  ce  qu'il  est  impos- 
sible de  tirer  de  l'équation  (21)  une  valeur  déterminée 
. de  J se  réduisant  „ pour  x = il  faut  conclure  que 
riiypotbcsc  ,r  = fait  disparaître_ydu  premier  membre 
de  cette  équation,  et,  parce  epte  celle-ci  est  satisfaite 
quand  on  fait  à la  fois  x = j ==^^0)  H est  évident 
qu’elle  est  vérifiée  ideuti(|ucincnt,  quel  que  soit  v,  quand 
on  y fait  x = x„.  Il  résulte  de  là  que  disparait  de 
l’équation  (20)  quand  on  fait  X = x„,  car  la  dérivée  du 
second  membre  par  rapporlà  est  identiquement  nulle; 
cette  équation  donnera  doue,  dans  cette  hypothèse 
de  x=  x„, 

*=/(r). 


puisque  nous  savons  qu'elle  a lieu  identiquement  quand 
on  fait)  = "o>  cl  que  l’on  a r„=  f(j^.  Concluons 

donc  que,  dans  le  cas  particulier  dont  nous  nous  occupons, 
la  solution  du  problème  proposé  sera  donnée,  non  plus 
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par  le  système  des  é(|ualions  (20)  et  {21),  mais  par  la 
seule  équation  (ao), 

800.  Nous  éclaircirons  ce  qui  précède  par  un  exemple. 
Soit  l’équation 

F =pi—pqy  — aq  = o, 
où  a désigne  une  constante  donnée.  Ou  a ici 
X = o,  Y = ~pq,  Z=p, 
v = z — qy—^,  Q=  - py — a= 

P 1 

les  équations  simultanées  à intégrer  sont 

— pd-T  qdy  dz  dp  dq 

aq  ~ pz  ~ pqy  ~ P‘  ~ O ’ 

et  on  eu  tire  sans  difTicultc 


_ I _ l o.{.r  — .r.) 

q — — — —J  H — 5 

P'  P.  «7. 


- = - + (.r-x.), 

P P*  P P> 


d’où,  en  remplaçant  />.  par  sa  valeur  — — — — , 

y—  J»  <hy^  — ) 

— 'hXt?  + — •'•») 

^ Z.  f Z.  — 7..  r.)  + nqj.r  — .T,)' 

V ('•  — 7*  J.  2 aq,  (.r  — ,r,  ) 

^ _ "7* ^ 

q..r>Y  -t-  2«7.(-'‘  — -^i) 

7 = 7.; 

telles  sont  les  valeurs  de j',  z,p,  q en  fonction  de  x,  ) 
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cl 


Z _ _ ^ ^ 

p~  oq^  (z.  — 7./.)' -l- -A"?,  ( r — •'•.) 


_ r " ^ = lo,  ...  • 


7j 

On  voit  que  l’imégrale J ^ z/j:- devient  infinie  si  l’c 


rfz. 


: O OU 


z.-q.y 

dans  ee  cas,  la  valeur  de  r„  est 

Zj  = a^)  »,  d’üù  7»  = a, 


ai  désignant  une  constante  arbitraire.  Mais,  si  l’on  suppose 
à celle  valeur,  nos  formules  deviennent  illusoires,  car 
elles  donnent  j>our_)  et  pour  z les  valeurs 


qui  sont  indépendantes  dej  „. 

Éliminons  entre  les  deux  équations  qui  déterminent 
les  valeurs  de  ) cl  z.  On  lire  de  ces  équations 

I — q,y  = v^(ï,  — 7o  r»)'  + 2 aq,  ^.r  — x,  t; 


cl  parla  multiplication, 

, .. 

au  moyen  de  quoi  la  deuxième  équation,  élevée  au  carré, 
SC  réduit  à 

?.{j’  — xl)  = ir^  - r>--}  + " - -r»)- 

L’élimination  de  q^  entre  les  deux  dernières  équations  se 
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fail  immédiaU’inenl  ; on  irouve 


ir’  — rl)  [2^  — *î)  — [0^  — /.î.)  + «(•'•  — = O. 


[ttlp-  — xy\y  y-  , 2a(.f — ri 

=•  - ■ — r"-  ^ " 

c’est  l’éqiiatio#  que  nous  avons  ilésignée  en  {général 
par  \ = o;  on  eu  tire 

= ['•- \A-:S) 

formule  dont  le  second  nieinhre  est  la  quantilé  désignée 
par  M.  On  vérilie  aisénient  fjiic  réi|ualion 

■ r/M  f/M 

/ ■ » h 7,  — O 

th . i/z, 

donue  la  valeur  de _)  olilcnue  |nérédenimcni,  ei.  mi  snl>- 


r/M 


on  îionve 


stituant  cetle  valeur  dans  l’expression  de  - ^ - 
\ '/<>)'••  ■ ■**  l *'  — 

ce  (|ui  s’accorde  .ivee  li'S  résullals  i;énéranx  dédiills  de 
notre  théorie. 

Si  l’on  fait  z„  — a ) \,  daiSs  l é [nation  " = M,  on  oli- 
tient 


cette  valeur  de  ; satisfait  à l'éffuation  [>fopo''ée,  ([liai  d on 
regarde  a et  > „ loinme  îles  conslanles  ai  Ititraiies  ; d’ail- 
leur.s  elle  se  réduit  à • 

3 - a.r, 


pour  j:  = X,  ; donc  elle  donne  hien  la  siduiion  du  pro- 
blème proposé,  dan  s le  eas  on  l’on  .nippose  !a  forniion  / ( > ) 
égale  à a J. 
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Extension  delà  méthode  précédente  au  cas  d'un  nombre 
quelconque  de  variables  indépendantes. 

801,  La  mélliode  prcc-cdenle  est  applicable  quel  que 
soit  le  nombre  des  variables  : c’est  ce  que  nous  allons 
établir  ici  succinctement,  sans  entrer  dan#  la  discussion 
des  détails. 

Désignons  par  x,,  Xj,.  . ,,x„  les  n s^ariables  indépen- 
dantes, par  X la  variable  principale;  posons  en  outre 

(l)  d.Tz=  p,  d.r,  -H  p,rf.r,  4-,  . .+  p,iix,, 

et  considérons  l’équation  aux  dérivées  partielles 

(a)  F(x,.r,,x, p,,  p,,.  . . , p„)  = o,  . 

dont  le  premier  membre  est  une  fonction  donnée 
des  an  -4-  I variables 

X,  .1",  , Xj,  . . . , x„  , P\  t Pit  • • • i Pn‘ 

La  fonction  inconnue  x n'est  pas  déterminée  complè- 
tement par  la  condition  de  satisfaire  à l'équation  (a); 
mais  elle  le  devient  eu  général  (n"788),  si  on  l'assujettit 
en  outre  à se  réduire  à une  fonction  donnée 

ï =/(-T|,  . , a-,-,) 

des  n — I variables  X,,  x,,...,  x„_,,  lorsqu’on  attribue 
à x„  la  valeur  particulière  Li-  Alors  si  l’oii  pose 

rfÇ  = ra,  'Ix,  -h  CT, itx,  -H  ...  -I-  CT„_i , 

on  devra  avoir,  pour  ,r„=  non-seulement  x=  ç,  mais 
encore 

p,  — a,,  p,=  a,,...,  = o,_,. 

Cela  posé,  désignons  par 

r f F 

, .»î  , . . . , Sil—I 


C .T.  : : 


' ; bv  Cl 
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des  fonctions  indéterminées  de 

■r,,  r,, 

OU  pourra  considérer  inversement 

r,, 

comme  des  fonctions  de 

, ’ ç, 

et  alors  x deviendra  fonction 
formule  (i)  fait  connaître  les  dérivées  partielles  de 
relatives  à cette  hypoilièse.  On  a 


(3) 

et 


(4) 


(tx 

tl.r 


dx. 


tl.r  (L>\ 

-TT  — Pi  -rr  ■+■  • 
dii 


d.r„_. 


dx 


dx, 


d.r„^ 


le  — ' P'  ~7ë  /c 

d^i  d^i  rfÇ, 


d.T  dx,  dr,^. 


Difléreniions  l’équation  (3)  par  rapport  à I,  et  la  1''"“' 
équation  (4)  par  rapporta  t»;  retranchons  ensuite  l’une 
de  l'autre  les  deux  équations  obtenues,  ou  aura  , 


dp,  ! dp,  dx,  dp,  d.r,\ 

^(dp,-, 

dx„^, 

dp,-. 

dr,_,  \ 

7lî,  d'ii  d\i  dx„l~^'  ' 

\ dx. 

dl 

d\i 

d,T.^  J 

comme  l’indice  i peut  avoir  les 

valeurs  i 

. 2.  • 

')> 

l’équation  (5)  tient  lieu  de  n — i équations  distinctes. 
Désignons  maintenant  par 

ÎW  “f-  Xt  ^/^'i  H“  . . . “}—  Xm  P|  Pu  (ip$t 
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la  diflërentielle  totale  du  premier  membre  de  l’équa- 
tion (a).  On  aura,  en  diHérentiant  celte  équation  (a) 
jiar  l-apport  à 


H Ci  de,i  d\, 


' <h>y  , 


P, 

a?.  «i;.  , 

et  ^ par  leurs  valeurs  tirées  des 


(5), 


• n^fermuleÿ  (4)  d (- 


(6) 


ce  qui  équivant  à n — i équations,  l’indice  / pouvant 
avoir  les  valeurs  i , a, . . . (n  — i). 

Or,  les  fonctions  de  x„,  ?i,  4„_i,  qui  expriment 

les  valeurs  de  x, , Xi,...,  x„_i , et  que  nous  avons 
introduites,  étant  indéterinirtées,  nous  les  assujettirons  à 
satisfaire  aux  n — i équations 


(7) 


et  à se  réduire,  en  outre,  pour  x„  = Ç„,  à , 

^»_i  respectivement  ; en  sorte  que  l’on  aura,  pourj-„=  . 

X " ç , Xy  Ç, , ... , = Çn-i  , P\  ” Oi , . . , p*~\  — - cï«_,  , 


et  aussi 

Ph  J 

t . 

la  valeur  n„  étant  définie  par  l’équation 

P(ï.  Çi>  ï:.---)  ?n>  S’il  ••>  o,d  ~ O 
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Les  équations  (7)  réduisent  les  n — i équations  (6)  à 
(x,  + X/»,  + P.  + . . . + (x,_,  + Xp^,  P.  = O , 

et  celles-ci  ne  peuvent  êtres  satisfaites  qu’en  posant 

dp, 


(8) 


X,  -t-  X/'i  -I-  P,  ~ — — O, 

Xj  -+-  Xy>,  -f-  P,  -J—  = O, 
dc„ 


X„  ,4-X^._,+  P„^=o, 

parce  que  le  déterminant  D,  formé  avec  les  (n — i)’ 
quantités 

’ ’ 

“ -fli 

», 

d.r„_,  ■ 'r‘. 

’ ■ ;■  .. 


'V  ' 

^ J 


(i.r, 

dxt 

dl, 

d.r, 

dr. 

dl:' 

d%. 

dr^  a 

di., 

, d 

, • . -V'  t V*‘'*  ^ 

ne  peut  être  nul.  On  a,  en  effet,  •<  0 T 

rfx,  .«'/•r,  . 

djr,  = ~—  dx„-i-  — d ç,  -f-  (/?,  -4-  . . . -t-  » 

rfj-,.  </V  ■ "'î  "«-I  . ..  ■' 

'--dj-,:.,  ] d.r„_,  dx„.,  »-i  ,, 

d.r^,  ~ — d.i„  -t-  ----  rfç,  -H 

</.r„  . . f/î,  rfç.  rfE«_, 

et,.j5ile  déleraiinant  D était  nul,  on  pourrait  former,  par 
l’élimination 'des  différentielles  d^„_,-, 

' une^u  plusieurs  équations  de  la  forme 

-4- Mj  . . . -1- ~ O , 


V 
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ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  dans  le  cas  où  il  existe  une 
relation  entre  les  variables  x, , x,  ,...,x„.  Celles-ci 
étant  indépendantes,  D ne  peut  être  nul,  et  les  équa- 
tions (8j  ont  lieu  nécessairement. 

D’après  cela,  le  problème  proposé  est  ramené  à trouver 
•xn  fonctions 


X,  X^  y .r  px^  p.  y ...  y 

des  n variables 


qui  satisfassent  aux  3/i  — i équations  (a),  (3),  (4)1(7)- 
(8),  et  qui  se  réduisent  respectivement  à 


î, 


Çn  — » ) I 


CJfl 


pour  x„  = 


802.  Mais  les  7/1  équations  (2),  (3),  (7),  (8)  sufGsent 
pour  la  détermination  des  an  fonctions  inconnues;  il 
faut  donc  que  les  équations  (4)  soient  satisfaites  d’elles- 
inèmes,  et  c’est  ce  que  l’on  peut  établir  en  répétaut'ici 
le  raisonnement  dont  nous  avons  fait  usage  au  n°  703. 
Supposons  donc  qu’on  ait  tiré  des  équations  (2),  (3), 
(7),  (8.)  des  .valeurs  de  x,  x, , x,,... , x„_, , p, , p,-, 
fonction.«T  de  x„,  Çi,  Ç„_i  et  se  réduisant  res- 
pectivement à f , g, , t-i  > CTi  1 • • • . pour 

Désignons  par  T,,  T,,...,T„  les  dillérences  entre 
les  deux  membres  des  équations  respectives  du  système  (4), 
en  sorte  (ju’on  ait 


d.r  fi.r, 


-4-. 


Si  l’on  différentie  cette  équation  par  rapport  à x'.,  et 
qu’on  retranclie  ensuite  l’équation  (3)  différentiée  préa- 
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lablement  par  rapport 

•i  l, 

011 

aura 

•f  ‘ 

<lpn_ 

id/),  d.r, 

dp, 

tir 

.1  -4- 

\ tir,  dli 

d\i 

tlx„ 

J 

■ 

ilx,-, 

dpn-.l,  ^ 

l -L- 

t/T, 

\ rf-r» 

<lh 

t/ç,  t/j-,  ! 

1 ^ 

r/.r„ 

Eu  cmploy 

ant  les  précédentes 

valeurs  de 

âx 

et  de 

dp„ 

</?,’ 

au  Heu  de  celles  fournies  par  les  équations  (4)  d (5)) on 
formera  ujie  équation  qui  nediHérera  de  l’èquation  (6) 
qu’en  ce  que  son  premier  membre  contiendra  les  nou- 
veaux termes 


Xï,-t- 


Et,  comme  tous  les  autres  termes  disparaissent  en  vertu 
des  équations  (7)  et  (8),  on  aura 


’ Xt,  -I-  P. 


r/T, 


l’indice  t pouvant  prendre  les  n — 1 valeurs  i, a, ...(// — 1). 
On  tire  de  là 


en  désignant  par  0,  la  valeur  que  prend  T,  pour  t„  = 

On  recouuait  immédiatement  que  0.  est  nulle,  et  par  con- 
séquent, on  a aussi 

T,  = o, 


pourvu  "(|ue  l’intégrale  f — r/.r  conserve 

’ M 


une  valeur 


finie  et  déterminée.  Pour  la  discussiou  des  cas  où  l’inté- 
grale dont  il  s’agit  devient  infinie  ou  indclerminée,  je 
renverrai  le  lecteur  au  Mémoire  dont  j*ai  déjà  parlé  (*). 


( •}  Voir  les  Con//ftes  rendus  des  scancuf  de  l ’Acffdémir  des  Sciences 1 1. 1.III, 
ou  Antuxles  scientijîifues  de  rtjcole  Ao/wa/r  suffèricui'e,  t llï. 
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f »5jp3.  D’après  ce  qui  précède,  il  nous  suffit  de  consi- 
dérer les  an  équations  (a),  (3),  (7)  et  (8).  On  peut 
même  remplacer  l’équation  (1)  par  sa  dilférenliellc  i cla- 
livc  à ar„ , savoir  : 


x-î 


•X, 


dx, 

dxi 


-t-P, 


. ■+■  X„_, 

dp, 

dx. 


dx„_, 

dx„ 


■X„ 

P.&  = o. 

dr. 


puisque  le  problème  proposé  ne  renferme  aucune  indé- 
termination dans  son  énoncé.  En  remplaçant,  dans  la 


dx 


précédente  équation,  par  sa  valeur  tirée  de  l’équa- 


. . dx,  dx,_,  dp,  dp^, 

non  (3),  puis  ^ et  par 

valeurs  tirées  des  équations  (7)  et  (8),  il  vient 


le: 


!y) 


X„-l-X;.„- 


Nous  sommes  donc  ramené  à trouver,  au  moyen  des 
an  équations  (3),  (7),  (8)  et  (9),  des  valeurs  de  x,  x, , 
X, , . . . , x„_, , pi,  p„  qui  se  réduisent  respec- 
tivement à l,  f, H„_i,  Bi,  Bj,...,  o„_,  pour 

x„  = 

Les  équations  dont  il  s’agit  sont,  en  réalité,  aux  déri- 
vées partielles;  mais  comme  elles  ne  renferment  pas  les 
variables  , . . . , , 011  doit  les  traiter  comme  des  ‘ 

érpiations  ditlerejiticllcs  ordinaires.  On  peut' 
prendre  dans  une  formule  unique,  savoir  • 

:'dx,  dx.,  _ dx,  dx 

, i J ~ P»  “ P./O  + P.p.  -+-  • • • ■+■  P./O 

I ^ — ^ = . . . = — . 

' T , X, -1-Xp,  X„ -t- Xp, 

mais  il  ne  feÜl’piS'oublifcr  que  l'équation  (1)  pcut.tenir 
lieu  de  Tune  des  é<]uaiious  contenues  dans  lu  forniule(iu). 
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Supposons  que  l'on 

ait  intégré  les  équations  ( 

l’on  ail  déterminé  1 

les  constantes 

arbitraires 

eque  1 

’on  ait 

J*  = X,  r 

= ï,.  /';  0. 

. = 

Soient  alors 

, x = 

? . 

» • • • 

1 0..I, 

1 x,= 
1 

Te 

' ) Ç*»“i»  Çi  ïJtj  • • • 

y CT.  y 

1 

1 

J’— . 

» • • • » Çrt  — 1»  Oi» 

. . . , o„  , 

Ç„.  . 

• y Ç»I— J»  1»  Oiy  • • 

t 

Si>  Çî.  • • 

• y M ?»  CJiy  • • 

n > 

•y  «t;y 

(12) 


les  - intégraleâ  résolues  par  rappori  à x,  x,, . . . , 

p„.  L’inlégrale  générale  de  l'ocjuatioii  aux  déri- 
vées partielles  proposée' sera  le  résultat  de  l’élimination 
de  ^ 

f » 1 • • • * Çji-  I » 0(  ) TJ:  , . . . , Ort  , 


entiv  les  /<  équations  (1 1)  et  les  n -H  i équations 


F (?>  ?i  , • ■ • , TJ,,  O:,  . , TJ,)=  O, 

ç=/(5.,  I,,...,  ç_.). 


mais  réliniinatioii  ne  sera  possible,  en  général,  que 
quand  on  aura  fixé  la  fonction  arbitraire  J'.  Je  n’exaini- 
nerai  point  ici  les  formes  diverses  que  l’on  peut  donner, 
suivant  les  cas,  aux  équations  (11),  et  je  renveirai 
pour  cet  objet  au  Mémoire  déjà  cité. 
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Remarque  sur  les  solutions  particulières  (jue  peuvent 
admettre  les  équations  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre. 


803.  Sans  entrer  dans  des  développements  ijue  ne 
comportent  pas  les  limites  de  cet  ouvrage,  nous  devons 
faire  remarquer  que  l’analyse  dont  nous  venons  de  faire 
usage,  permet  de  déterminer  certaines  solutions  parti- 
culières des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre. 

Effectivement,  soit  F = o une  é-quation  aux  dérivées 
partielles  renfermant  les  variables  x,,  x,,...,  x„,  la  fonc- 
tion X de  ces  variables  et  ses  dérivées  p,,  pt, , . . , p„;  soit 
aussi  V = O une  intégrale  complète  de  cette  équation, 
dans  laquelle  Ggurent  les  n arbitraires  a,,  a,,. . . , a„. 

L’équation  V = o pouvant  exprimer  telle  relation 
que  l’on  voudra,  quand  ori  considère  les  arbitraires  a,, 
fl,,. . .,  fl„  comme  variables,  ihest:  érident  qu’elle  don- 
nera toutes  les  solutions  dc^I’équation  aux  dérivées  par- 
tielles, si  les  arbitraires  a,,. . n„  sont  assujetties  à 
satisfaire  à l’équation 


dV  , dV  ■ 

da,  + — da,  -t- 
ait,  flfl. 


da„  — o. 


En  supposant  nulles  les  différentielles  da,,  da,,.  . ., 
da„,  on  retombe  sur  l’intégrale  complète;  en  outre,  on 
obtient,  comme  on  l’a  vu,  l’intégrale  générale  en  établis- 
sant une  relation  arbitraire  entre  fl,,  a,,.  . .,  a„,  puis  en 
éliminant  l’une  des  diflerentielles  da,,  da„.  . .,  da„  au 
moyeu  de  cette  relation  et  en  égalant  à zéro  les  coefli- 
cientsdes  différentielles  restantes.  Mais  on  satisfera  aussi 
à la  précédente  équation  en  posant 


d\  _ dV 
da,  ’ da. 


o,. 


. *- 


- -.^Ic 
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L’élimination  de  «i,  o,,...,  a„  entre  ces  équations  et 
l’intégrale  complète  V = o donnera,  en  général,  une  so- 
lution ^particulière  de  l’équation  proposée. 

806.  Considérons,  par  exemple,  l'équation 

t — px  — qx  = /(p,  (/},  ■ ■ ■ >■' 

qui  renferme  les  variables  indépendantes  x,  j,  la  fonc- 
tion Z et  ses  dérivées  />,  «y; /{p,  q)  désigne  une  fonction 
donnée  de  p et  de  q.  Cette  équation  admet  pour  intégrale 
complète 

Z — ax—  b), 

a et  b étant  des  constantes.  L’intégrale  générale  résultera 
de  l’élimination  de  a entre  cette  équation  et  sa  dérivée 
relative  à a,  si  l'on  regarde  b comme  une  fonction  arbi- 
traire de  a.  Enfin,  ou  aura  la  solution  particulière  en 
éliminant  a et  b entre  les  trois  équations 

z — ax—bjr=/[a,b),  .r-)-  — — o,  y + — =o. 

Si  l’on  suppose  que  x,j,  z désignent  des  coordonnées 
rectilignes,  l’intégrale  complète  représentera  une  famille 
de  plans,  l’intégrale  générale  une  surface  développable, 
enveloppe  d’un  plan  mobile  dont  l’équation  renferme 
une  fonction  arbitraire;  enfin  la  solution  particulière 
appartiendra  à une  surface  déterminée  tangente  aux 
plans  de  l’intégrale  complète  et  aux  surfaces  dévelop- 
pables de  l’intégrale  générale.  Ces  résultats  s’accordent 
avec  ce  que  nous  avons  dit  au  n“  35t. 

4 r 

Sur  l'intégration  d'une  classe  d' équations  aux  dérivées 
partielles  du  deuxième  ordre, , <i  deux  variables 
indépendantes. 

i,  807f  L’analyse  ne  possède  aucune  méthode  générale 
pour  l’intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles 
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des  ordres  supérieurs  au  premier.  11  y a cependant  quel- 
ques procédés  qui  réussissent  dans  certains  cas,  et,  à cet 
égard,  on  doit  surtout  distinguer  la  classe  <^s  équa- 
tions^'du  deuxième  ordre  à deux  variables  indépendantes, 
étudiées  j>our^la  première  fois  par  Monge,  et  reprises 
ensuite  par  Ampère  dans  un  Mémoire  qui  fait  partie 
du  Journal  de  l'École  Polytechnique  (ly'  et  iS'  ca- 
hiers). Nous  croyons  devoir  faire  eonnailre  ici  les  résul- 
tats auxquels  out  été  conduits  les  géomètres  que  je  viens 
de  citer.  ■ 

Les  variables  étant,  représentées  par  x,_y,  r,  nous  fe-  ' 
rons 

di  = pdx  -(-  qdr , dp  r=  rdx  -(-  sdy , dq  — sdx  tdjr. 

' Cela  posé,  désignons  par  u et  e deux  fonctions  don- 
nées de  X,  J',  Z,  p,  q,  savoir 

^,J>,  q),  •’=/,  {.r,r,  ï,  P,  q). 


et  considérons  l’équation  du  premier  ordre 


(l)  <1.  («,!■;=:  O, 

daus  laquelle  désigne  une  fonction  arbitraire".  En  opé- 
rant comme  au  n°  83,  on  pourra  éliminer  la  fonction 
arbitraire  et  l’on  formera  ainsi  une  équation  aux  dé- 
rivées partielles  du  deuxième  ordre.  Efleclivement,  la 
différentiation  relative  à x et  celle  relative  a y domieiil 


('/4« 
tUi 


tiUi  fin  fin  ' (hvrth*  tlv  dv  ffVl 

d:-^'‘dl'^''di,^'dq\-^li^\7û  = 

Vfln  tin  (lu  * dii\  ih^Vrlv  dv  dv  (h~\ 

ldi-^'<irz^^di>-^‘7ht\-^in=\TY^'‘jz'^'‘dp+'d7j^^ 

* ir  « l '*'4.?^ 

'5^  . .J 

- 

du 


d<'  fd/{ 

illi 


et.  eu  éliminaiil  le  rapport  des-dérivéï's  ^ > on  ofi 


du 


Dh:- 


.U 


' - v 
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tient  une  équation  de  la  forme 

(2)  Hr-t- 2Kj  + Lf -I- M 4- N (r/  — j’)  = o, 

dans  laquelle  II,  K,  L,  M,  M sont  des  fonctions  données 
de  X,  } , 2,  p,  <7. 

L’équation  (i)  do  laquelle  nous  avons  tiré  l’équation  (a) 
peut  être  mise  sous  la  forme  e = (f  (u),  ^ désignant  une 
fonction  arbitraire  de  «;  elle  est  dite  une  intégrale  inter- 
médiaire de'l’équation  (2),  et  le  problème  qui  aurait 
pour  objet  l'intégration  de  l’équation  (a)  est  ramené  .i 
l’intégration  de  l’équation  (i). 

808.  Supposons  que  H,  K,  L,  M,  N désignent,  dans 
l’équation  (a),  des  fonctions  données  de  x,j',  z,  p,  q.  Il 
peut  arriver  que  cette  équation  (a)  n’admette  pas  d'inté- 
grale intermédiaire  ; mais  quand  une  telle  intégrale  i' 
existe,  on  peut  la  déterminer  par  la  méthode  suivante.  i 

Introduisons  avec  Ampère  une  fonction  de  x et  de  ) 
actuellement  indéterminée,  et  que  nous  représenterons 
par  a ; on  pourra  regarder  y comme  une  fonction  de  x 
et  de  a,  et  par  suite  z,  p,  q deviendront  aussi  des  fonc-  , 


lions 

de  X et  de 

<z.  On  a 

L par 

les  formules  relatives  au 

clianj 

gement  des  variables 

indépendantes 

(3; 

dz 

€ly 

dz  dy 

Tr 

= p + q 

d.r 

T:z  = ‘‘Yo.' 

1 

éy 

dp  dr 

' f/  '. 

dx  * 

f/a  f/a^ 

(4' 

i 

dy 

dq  dr 

' H J- 

d-i' 

dx  dx 

L’élimination  de 

y et  de  t 

entre 

: les  trois  dernières  équa  • 

tions 

(4) donne  d 

l’abord 

tf\\ 

dp  dq 

dy 

dq  dr 

Wl 

d 7.  dx 

d% 

f / a f/  r ’ » 

C- 


G 
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l'iisuilc  on  a,  parles  mêmes  équations  (4), 


(6) 


tl'où 

• ''il) 


dq 

doL 

dy^ 

di. 

'h. 

'!l  - 

dy  da. 

dx 

dx  dy' 

da 

• 

idp 

_<^dr 

U 

/ dy  \ ’ da 

\dx 

dx  dx 

) ^ 

\ dx  ) dy  ' 

da 

4 

'Il  \ ; 

- l 

dx)  \ 

dx  dx  dx  J i 

r/r/ 


Substituons,  dans  l’équation  (2),  les  valeurs  de  s,  t, 
rt  — a’  tirées  des  valeurs  (6)  et  (7);  il  viendra 


(8) 


‘Il 


doi 


en  faisant,  pour  abréger. 


(9)' 

r ( ^=H 


"Ie.  — ‘Îî.  ^ 

ilx  dx  dx 


rfr\’  , <Iy 

Tx\  ~'"^tx^'^ 


n( 


dp  d<!  dy 

dx  dx  dx 


'Disposons  maintenant  de  la  fonction  indéterminée  de  x 
et  de  a qui  représente  j i de  manière  que  l’on  ait  o ; 
l’équation  (8)  se  réduira  à = o;  le  problème  sera  donc 
ramené  à trouver  quatre  fonctions,  z,p,  de  x et  de  a. 
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qui  satisfassent  aux  deux  équations (3), à l'équation  (3)  et 
aux  deux  équations 

'^  = 0.  ■ ^ 

Si,  dans  la  deuxième  formule  (9), on  remet,  au  lieu  de 

~ et  de  les  valeurs  tirées  des  formules  (4),  ii  viendra 

i ^ 

^=(H+.JSr}(^)’-a(K-N:0^  + {L  + Nr); 
par  conséquent,  l’équation  o donnera  . . , 


rfr  _ K — Ni±  — Ni)’—  (H  + N<)(L^Nr) 

^ ~Û,+  N/  " 


' -'-V 

- P 


>11,  en  posant,  pour  aJin^er,  •> 

' " V;-'  ^Xl  • 

10)  G = K’— HL  + MN, 


et  en  ayant  égard  à l’équation  (a), 


on  lire  de  là 


_K  — r^dzy/G’ 

hVN/ 


th  . , djr 

ou,  en  remettanl  au  lieu  de  5 -H  i -7-» 
ax  dx 


('■) 


H ^ + N — K q:  y O = °- 

dx  dx 


dy 


Quant  à l’équallon  ï = o,  si  l’on  y remplace  H -j-  par  la 
valeur  tirée  de  l’équation  (ii),  elle  devient 


(la) 


H ^ +i  Kzpv'Gj  + M = o. 


Lorsque  iV  n’est  pas  nul,  l'équation  (la)  peut  être  rem 
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placée  par  la  suivante  : 

fiu  ' — tly 

que  Ton  ol)lient  en  cliininaril  entre  les  deux  précé- 
dentes. . . . 

»•  *•,#•....•  • 

' *t  ' 

809.  L’introduclioh  de  la  variable  a a pour  elTet  de 
mettre  en  ^idencc  la  géhératipn,  par  une  courbe,  de  la 
surfatie  représentée  par  l’é^piatron  aux  dérivées  partielles 
proposeq.'Cc  paramèire"«  , est  constant  pour  une  même 
génératriéb,  et,  par  suite,  f/flc_est  nulle.  Les  équations  (i  i) 
et  (12)  qul'opil  Heu  pour  cette  courbe,  ainsi  que  la  pre- 
mière éqn^|lîfliW|««peuvent  donc  être  écrites  comme  il 


(■4) 


\ 


fl[)  -4-  N — { K rt  y/G  J fie  = O , 
}\<lp  -(-  ( K.  q:  dq  -4-  M dx  = o 

ih  — pd.r  — qtly  ==  O. 


La  inélliodc  d’intégration  que  nous  avons  eu  vue  ne 
réussit  (jue  dans  le  cas  où  il  est  possible  de  trouver  une 
fonction  V de  a:,  ) , z,  p,  q dont  la  différentielle  totale  se 
réduise  à zéro  en  vertu  des  trois  équations  (i4)*  Ou  s 

? 

HS  . HS  . HS  . lis  . HS 


Hy  H — Hz  -t-  — H P H — — Hq  ; 


Hq 


éliminons  dp,  dq,  dz  entre  les  équations  (i4)  et  l’équa- 
tion d\  — o;  égalons  enini te  à zéro  les  coellicients  des 
différentielles  restantes  dx,  dy,  il  viendra 


HS 


HS 


zr.  dy 


:i5) 


I N 


HS 


♦ 


Googk 
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//V 


d’où,  par  réliniinatioii  de 

* dti 


(i6) 


\ 

I +[u/,^(k±v^]v] 


r/V 

dz 


M --  _ o; 

dp 


les  deux  étiualious  (i5)  se  réduisent  à une  seule,  quand 
N = o;  dans  ce  cas,  il  l'aul  subsliluer  l’équation  (i6)  à 
l’une  d’elles.i 

La  fonction  \ doit  donc  satisfaire  à la  fois  à deux  étjua- 
tions  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Réripro- 
qucnicut  il  est  facile  de  dé-uioutrcr  que  s’il  existe  une 
fonction  V propre  h vérilier  les  équations  (i5)  cl,  par 
suite,  l’équation  (iC),on  satisfera  à la  proposée  en  posant 


(■7) 


d\  =r  O,  ou  V : — const. 


En  effet,  l’équaiion  (17)  donne  par  la  différentiation 
relative  à x et  à y, 


d\ 

dv 

dV 

dV 

dx 

4-  r __ 

dl', 

-h  s — — 

. 

dV 

dV 

■ dV 

d\ 

dy 

+ n 

dp 

‘ d7,  - 

Tirant  de  là  les  valeurs  de  et  de  pour  les  substituer 

d.r  d)  ‘■ 

dans  les  équations  (i5)  que  nous  supposons  identiques,  il 
vient 

fi  y ,i  y 

=0, 

dp  </y 

Cl  réliinination  des  dérivées  donne  ensuite 

dp  dfj  . • 

(L  + Nr)(H  -t-  N/)  — (K  — Ni)=-l-  G =0, 

II.  4a 
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d’où,  en  réduisant, 

H r + aKr  + L/  -h  M N (rt  — s')  o. 

8i0.  Supposons  d’après  cela  que  les  équations  (i5) 
admettent  une  solution  commune;  si  cette  solution  ren- 
ferme une  fonction  arbitraire,  elle  donnera  une  intégrale 
intermédiaire  de  l’équation  proposée.  Or  notre  livpo- 
tbcsc  sera  réalisée,  si  l’on  peut  trouver  deux  fonctions 
U,  V,  de  X,  z,  p,  q dont  les  différentielles  se  réduisent 
à zéro  en  vertu  des  équations  (i4)»  ü est  évident  que 
' la  même  propriété  appartiendra  à la  fonction  (u,  e), 
quelle  que  soit  cette  fonetiou  ; en  conséquence  on  sa- 
tisfera aux  équations  (i5)  en  prenant  V = <^(u,  t'),  et 
l’on  aura  l’intégrale  intermédiaire 

<!•(«, e}=;0  ou  i>z=^[u), 

i]>  désignant,  comme  une  fonction  arbitraire.  Quant  ;i 
la  génératrice  de  la  surface  représentée  par  cette  inté- 
grale, elle  est  déüiiie  par  les  deux  équations 

« = a,  v=zf{a), 

« étant  un  paramètre  variable. 

Il  reste  à intégrer  une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre.  Mais,  si  la  quantité  désignée  par 
G n’est  pas  nulle,  notre  méthode  peut  nous  fournir  deux 
intégrales  intermédiaires 

en  prenant  le  radical  y'G  successivement  avec  le  signe  -I- 
et  avec  le  signe  — ; alors  la  détermination  de  z ne  dé- 
pendra plus  que  de  l’intégration  d’une  équation  aux  dif- 
férentielles totales 

<!z  = pdjT  -I-  fiiijr, 

P q étant  déterminées  en  fonctions  de  x,  y,  z par  le.s 
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lieux  intégrales  intermédiaires.  Pour  elTectuer  ce  dernier 
calcul,  il  conviendra  de  prendre  pour  variables  indépen- 
dantes les  quantités  dont  ilcpendcnt  les  fonctions  arbi- 
traires. > 

811.  L’analyse  précédente  peut  être  étendue,  sans  dif-  , 
(iciilté,  à toutes  les  équations  aux  dérivées  partielles  dn  ' 
deuxième  ordre  qui  admettent  des  intégrales  înterme-* 
diaires.  Mais  quand  il  s'agit  d’une  équation  qui  n'a  pas 
la  forme  que  nous  avons  supposée,  les  équations,  telles 
que  (i4),  auxquelles  conduit  la  méthode,  renferment  les  dé- 
rivées r,s,t  \ il  faut  donc  leur  adjoindre  les  deux  équations 

dp  — r d.r  s th  , dr/  ::=■  s dz  -i-  t d\ . 

Le  calcul  est  le  même  avec  un  peu  plus  de  complication; 
nous  ne  pouvons  insister  davantage  sur  ce  sujet. 


Application  de  la  théorie  précédente  à quett/ues 
exemples. 

812.  Exemple  I.  — On  demande  d'intégrer  l'équa- 
tion 

r — n‘  t ~ O. 
a étant  une  constante. 

On  a ici  ' 


H = i,  K = o,  L = — a',  M = O,  N = o,  yfO  = n\ 
les  équations  (i4)  du  n"8ü9  donnent 

rfrrpai/jr=o,  dp  a €tq  O 

d’où 

y qp  «X  = const. , pz^aq  — const. ; 
ou  a donc  les  deux  intégrales  intermédiaires 

P ■+■  aq  = -x  aq  (y  -(-  ox),  />  — ai/  = — a a (y  — a.r), 

4a. 
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ç Cl  ipéianl  des  fonctions  arbitraires  qui  ont  pour  dérivées 
î,'  cl  (j/.  On  lire  de  là  < 

; p~n,f'{y-^-ax)  — n^'[X  — n.r), 

À .3^  o r)  -f.  — ax), 

' jA  V'- v'-c  ^V- 

('rf]f  -r  n '/j  ) -1-  ■>’  0"  — ac)  [dr  — o dx), 

et,  pèblrTuip,^  ., 

ÿ (^r  -(-  nx)  -e  -J/  (_y  — ox)  ; 

il  est  inutile  d’ajouter  une  constante  puisque  les  fonc- 
tions ^ et  tj/  sont  arbitraires. 

813.  L’équation  r — a'i  = o est  celle  à laquelle  con- 
duit le  problème  des  cordes  vibrantes;  on  ]>eut  obtenir 
directement  son  intégrale,  sans  recourir  à la  théorie  des 
11”*  808  et  suivants;  il  suffit  effectivement  de  poser 

jr  -1-  a.r  — a,  y — nx  — 6, 

et  de  prcndreael  o pour  variables  indépendantes. On  aura 
/ dz  dz  \ 

r , q. 


pin 


i dz  dz  \ l dz  dz\ 

ld-‘z  d‘‘z  d^z\ 

\dx‘  d(xdf>  dti' j 


id^z  d^z  d^z\ 

« — I -7-1  -t-  3 -r- + 


yï/a*  d<xdti  f/6^  ) ’ 

la  proposée  devient  alors 
dH 


. dz 


d& 

d^ii  ~ ""  ~dT 


et  l’on  en  lire 


dz 
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i|/'(6)  étant  la  dérivée  d’une  fonction  arbitraire  iji(c). 
Une  deuxième  intégration  donne 

z=  Ÿ (a)  -4-  i}/(S), 


(pétant  unedeuxièiné  fonction  arbitraire.  C’est  le  résultat 
au(|uel  nous  a conduit  notre  méthode  générale. 


811.  Exemple 
partielles 


II.  — I ntégrer  l'cquation  aux  dêrm'es 


rt  — .i’  = O 


qui  appartient  aux  surfaces  développables. 

Les  équations  (i5)  du  n'*  809  se  réduisent  ici  à 


dV_ 

d.v 


dy_ 

dz 


dS  d\ 

— ^ '/  ~7~  — 

djr  dz 


Pour  intégrer  la  première  il  faut  regarder  _) , p,  q 
comme  constantes;  dans  l’intégration  de  la  seconde  on 
regardera  x,  p,q  comme  constantes.  Alors  on  a,  pour  la 
première  équation, 

' f V = une  fonction  de  z — /;.»■,  > , p,  </;  ^ 

et,  pour  la  seconde,  • « . , ■ 

V = une  fonction  de  i — qy,  .r,'  p,  ‘ • 

on  aura  donc  une  solution  commune  aux  depx  précé- 
dentes équations  en  posant 

, \ —<b[z  — p.v  — qy,  p,  q), 

et  on  satisfera  à la  proposée  en  égalant  à zéro  cette 
valeur  de  V. 

D’après  cela,  on  a les  deux  intégrales  intermédiaires 
suivantes  de  l’équation  rl  — i’  = o,  < 
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f et  <p  éianl  deux  fonctions  arbitraires.  Mais  on  doit  re- 
marquer qu’il  existe,  dans  le  cas  actuel,  une  solutiou 
qui  renferme  une-fonction  arbitraire  de  deux  quantités, 
savoir  ; 

* — — 7/ = '•'(/’.  '/)■ 

Pour  achever  l’intégration  de  la  proposée,  il  faut 
joindre  l’equation  dz  = pdx  -\-<]dy  aux  intégrales  inter- 
médiaires; celles-ci  donnent  alors,  parla  différentiation, 


dn  = f'{p)dp,  xdp ydq  (i>]dp  = o-,  , 

on  a ensuite,  par  l’élimination  de  dq,  , 

L’intégrale  cherchée  résultera  donc  de  l'élimination 
de  P entre  les  deux  équations 


. ^ = P^  +rvip)  0—x-hjrf'{p)+-^'{p\ 

dont  la  seconde  s’obtient  en  différentiant  la  première  par 
rapport  à p.  On  retrouve  bien  ainsi  la  surface  enveloppe 
d’un  plan  mobile. 

81S.  Exemple  III.  — Trouver  les  surfaces  dont  les 
lignes^ de  l'une  des  courbures  sont  situées  dans  des 
plans  parallèles . 

Les  coordonnées  rectangulaires  étant  x,  j,  z,  si  l'on 
prend  le  plan  des  zx  parallèle  aux  plans  des  lignes  de 
courbure,  l’équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces 
demandées  sera  (n”  322)  * 

P'/r— [i -y-p-)s=:zo. 

On  a ici 

H=/j7,  ?.K  — — (i -e //), 


L = O,  M = O,  N ;r=  o, 


2 
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L«s  (-quations  (i4)  du  ii”  809  sont  alors,  en  donnant 
à ^/G  le  signe  +, 

djr  — o,  p(j  dp  —{l  +p^)(l)l  —O, 

m 

et,  en  prenant  ^/G  avec  le  signe  — . 

pq  (0"  -I-  (i  + p')  dx  = O , dp  = O. 
Considérons  d’abord  le  premier  systètnc  ; on  a 
y = const. , 

puis 


d'r 


P dp  dq 

I -t-  q 


O, 


■ coRSt  ; 


on  a donc  l’intégrale  intermédiaire 

V • 

q = v> + ?'(r). 

) étant  la  dérivée  d’une  fonction  arbitraire^  [y). 
Considérons  maintenant  les  deux  équations  du  second 
système  (|ui,  à cause  de  p dx  q dj  = dz,  sont 

pfiz  -y  dx  — O , dp  — o; 

on  en  déduit 

ir 

P = const, , j)z  X z=z  const.  ; 
par  conséquent, 

xzxz-pz  + 'Vip], 

sera  la  deuxième  int<-grale  intermédiaire,  Ÿ étant  une 
fonction  arbitraire.  * ^ - 

11  reste  à intégrer  l’éijuation 

dz  = pdx  -\-qdy  . 


jtour  cela  il  convient  de  prendre  ■)'  et  p pour  variables 
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iiulcpeiidaiiti's.  La  seconde  inlég'ralc  donne 


. dx—  — pdz  — zdp  -I-  T'  [p)  dp. 

Substitiiaiii  celle  valeur  de  Jx  ainsi  que  celle  de  ^ tirée 
de  la  premièie  iiiiégrale,  il  vient 

^/l  +irdz  ■+■  Jl  _ '\''(p)dp  + f'(j-)dxi 

\ l P'  ^ I -h  p‘ 

les  deux  membres  de  celle  équalion  sont  des  différentielles 
exactes,  el  comme  on  a 


( — rip)  dp  z^  -JL.-:-  T [p]  - A'  7.)  , 

J V‘+/'’  V'+/''  J (i4-/r;' 

si  l’on  fait,  pour  se  débarrasser  du  signe  Ç > 


' di-i-tj' 


ip  (/>)  clanl  une  nouvelle  fonction  arbitraire,  l'intégration 
donnera 


Z>fl+p^=:  — P y/ 1 -+-/>'  -!f'  (p)  + V'  I -t-  p‘  l (/')  -^•  ? {>•)■ 

En  même  temps  la  seconde  intégrale  intermédiaire 
prendra  la  forme 

X -^-pz  = ~(\  + p')P'{p)  + pp[p), 

el  l'équation  des  surfaces  demandées  sera  le  résultat  de 
l’éliminatiol^  de  p entre  les  deux  prer'édentes  équations. 
Si  l’on  pose  Cj  ^ * 

V — — y 1 
**\  ' V k 

le  .système  de’  ces  deux  équations  pourra  être  remplacé 
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par  le  suivanl  f ^ , 


' ' w 


ijy 

\ — o,  — =o. 


Les  surfaces  auxquelles  ces  équations  appanicnnciil 
admettent  des  lignes  ombilicales  (n“  319)  qui  sont  déter- 
minées par  l'équation 

t .V 

I -H  <1‘  ~~  fJ<l 


uipplicatiun  de  In  trunxf'urmation  de  Legendre. 


8IG.  Nous  avons  fait  connaître  celte  transfurniatioii 
au  n“  93;  elle  est  souvent  utile  dans  le  calcul  intégral  ; 
nous  allons  en  donner  un  exemple. 

PnoBLÉME.  — Troui'er  l’équation  générale  des  sur- 
faces dans  lesquelles  les  niy  viis  de  courbure  princi- 
paux sont  égaux,  en  chaque  point,  et  dirigés  en  sens  , 
contraires.  . . . 

L'équation  aux  dérivées^  partielles  des  surfaces  de- 
mandées est  (n^dSO) 

(l)  (i-i- q'‘)r  — ^pqs  + [i-\- p‘]  t = O. 


Si  on  lui  applique  la  transformation  de  Legendre  et  qu'on 
fasse 

(2)  U — p.c  -(-  qp  — Z, 


d’où 

(3) 


en  prenant  p et  q pour  variables  indépendantes,  elle  de- 
viendra 


, , , , ^ d~‘  U tV  U , , Il 

(4)  + ^ 
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Les  équations  (3)  dounenl  ’ ' . • 

dx  d^u  d.r  Uy  d^u'  dr 

dp^  dp^  dpdtf  dq  dp  fiq^  dq 

par  suite,  l’équation  (4)  peut  être  écrite  Je  l’une  ou  de 
l’autre  des  deux  manières  suivantes  : 


, dr  dr  dx 

, dy  dr  . d.r 

Ln  din’érentianl  la  première  de  ces  équations  par  rapport 
k P et  la  seconde  par  rapport  à q,  on  obtient  deux  nou- 
velles équations  qui  se  déduisent  de  la  suivante  : 


d‘V 


d‘V 


d^d,, 

- »ÏÆ 

y«st 


" rf'ü 

^ dv 
? SÉ+ 


(5) 


en  posaht  Ij  t^=^4^.i^*î^^4^^'en^a3’ant  égard  à ce  ré- 
sultat, on  rciii|dacc^(#^ar^x -f- <2)‘ — -,  dans  l'équa- 
tion (4),  on  verra  que  l’équation  (5)  est  encore  satisfaite 
par  U =2.  Ainsi,  les  trois  coordonnées,  considérées 
comme  fonctions  de  p et  q,  satisfont  à la  même  équation 
aux  dérivées  partielles  du  deuxième  ordre. 

La  méthode  du  n“  809  n’e.st  pas  applicable  à l’équa- 
tion (5);  cependant  les  équations  ( i5)  de  ce  numéro, 
adaptées  aux  notations  actuelles,  sont  satisfaites  par  une 
fonction  V des  deux  seules  variables/?,  q et,  en  éga- 
lant cette  fonction  à une  constante  arbitraire  «,  on  aura 
une  intégrale  particulière  de  l’équation  (5).  La  môme 
intégrale  peut  aussi  s’obtenir  par  la  première  des  équa- 
tions (i4)  du  n”  809,  savoir  : 


■ p^)  dq  — (^pq  — l — y/"  — — °' 
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Celte  équation  diiTérentiéc  dans  riiypot)ièseder/^=coiist. 
donne 

d^p  = O, 

d’où 

dp 

-f-  :=  const. 
d,{ 

Je  représenterai  la  constante  par  a ou  par  6,  suivani  qu’on 
prendra  le  radical  — 1 — p' — <■/’  avec  l’un  ou  l’autre 
signe.  Ainsi  l’on  aura 

I lJrp'—=>-{pil-h\l—\—p'  — q-), 

( I -|-p’=  e(/>7  — y/— I — /»■  — 7- ). 

L’équation  (5)  étant  satisfaite  quand  on  donne  à U la 
valeur  de  a ou  celle  de  6,  il  est  évident  qu’elle  se  sim- 
plifiera si  l’on  prend  a et  6 pour  variables  indépendantes 
au  lieu  de  p et  q.  On  lire  des  formules  (6) 


(6) 


p =:  aq ^ — I — p =z  tq  + — I — 6’, 


d’où 


a I — 6>  — Ç ij  — I — 2’  ^ — I — Ç’  — ^ — I — a’ 

P — ê ’ t = e ’ 

et  l’on  trouve  que  l’équation  (5)  se  réduit  à 
rf’U  __ 

f/6  ’ 

dont  l’intégrale  est  ‘ 

u = <»(z)-h  ^(e), 

et  4'  étant  deux  fonctions  arbitraires.  Ainsi,  l’on  ]>eut 
écrire 

^ + f (6). 

f et  ti/  étant  des  fonctions  arbitraires.  Dans  l'Iiypotbèse 
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de  q constante,  on  a 

ftp  — qdtt  -h  — I — x‘  — qtl^  + (i  ^ — ï — G’ , 

donc 


11=.  q[j{x)  + 'l'(e)]  H-  V—<  — «'?’(*)  + \/—  I — é'i|.'(G) 

I»  a 6 

— / V — * — a'ç*^(a)f/a  — I — I — 6^-kj»'^(S)  -t- nj  • 7) , 

Ja,  Je, 

U {q)  étant  une  certaine  fonction  de  q.  Oillérentiant,  par 
rapport  à il  vient,  par  les  formules  précédentes, 

J'  = [?(»)  — *?'  (*)]-+- ['H®)  — ] ■+-  * 

Mais,  comme  y est  de  la  forme  tJj(a)  4- Ÿ(o),  il  faut 
que  ^'{q)  soit  une  constante  ; alors  on  peut  fondre  cctle 
constante  dans  les  fonctions  arbitraires  f,  ce  qui  re- 
vient à la  supposer  nulle,  donc  on  a 


La  fonction  n {q)  étant  constante,  elle  se  confond  avec 
les  intégrales  qui  figurent  dans  la  précédente  valeur  de  «, 
et  dont  les  limites  inférieures  sont  arbitraires.  De  cette 
valeur  de  a on  conclut  celle  de  r,  par  la  formule  (2), 
savoir  : 


s ^ — 1 — xy"  (x)da  J' ^ — ' — 


Ainsi,  l'intégrale  de  l'équation  proposée  résultera  de 
l'élimination  de  a et  de  6 entre  les  trois  équations 


(7) 


x = y(a)-^f(G), 

^ = If{a)  — «y  (a)  -f-  ^(G)  — Gij/'(G) 


I Z = J* ^ — I — aS"(a)r/a 


■ 1 


6-f'(G)rfG. 


où  I et  représentent  deux  fonctions  arbitraires.  Bien  que 
CCS  formules  (7 ) soient  compli<]uécs  d'imaginaires,  elles 
ii’cn  représentent  pas  moins  une  infinîtédcsurfaces  réelle.». 
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Des  équations  linéaires  aiuv  dérivées  partielles. 


817.  Considérons  une  équation  aux  dérivées  partielles 
d’un  ordre  quelconque  et  à un  nombre  quelconque  de  va- 
riables indépendantes,  inaisqui  soit  linéaire  relativement 
à la  fonction  inconnue  et  à scs  dérivées  partielles.  Il  est 
évident  que  si  l’équation  a un  second  membre,  \\  suffira 
de  connaître  une  solution  particulière  de  l’équation  pour 
faire  disparaître  ce  second  membre. 

Si  l’équation  proposée  n’a  pas  de  second  membre,  elle 
jouira  des  deux  propriétés  que  nous  avons  établies  aux 
n”‘  721 ‘Cl  72o,  dans  le  cas  des  équations  linéaires  ordi- 
naires, savoir  : i°  si  l’on  connaît  une  fonction  qui  satis- 
fasse à l’équation  aux  dérivées  partielles,  on  obtiendra 
une  solution  plus  générale  en  multipliant  la  fonetiuü 
dont  il  s’agit  par  une  constante  arbitraire;  a”  si  des 
fonctions  données,  en  nombre  (|uelconque,  satisfont  à 
l’équation,  la  somme  de  ces  fonctions  y satisfera  aussi. 

Lorsqu’il  s’agit  d’une  équation  aux  dérivées  partielles, 
linéaire  et  sans  second  membre,  dont  les  coefficients 
sont  constants,  les  propriétés  dont  nous  venons  de  parler 
permettent  d’obtenir  une  solution  de  l’équation  qui  ren- 
ferme autant  de  constantes  arbitraires  que  l’on  veut; 
quelquefois  même  elles  conduisent  à uuc  solution  ijui 
renferme  des  fonctions  arbitraires.  Pour  le  montrer,  nous 
considérerons  le  cas  où  il  n’y  a que  deux  variables  indé- 
pendantes X,  J ; mais  notre  raisonncinent  pourra  s’ap- 
pliquer à tous  les  cas. 


818.  Soit  l’équation  linéaire  aux  dérivées  partielles 


U — a,  Z -f- 


dz 

dx 


f/’ï 

d.cd\ 


d’un  ordre  quelcon([ue  n et  dont  les  coefficients  sont  con- 
stants. 


4 
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Remplaçons  z par  le  résultat  de  la  substitu- 
tion sera  _/"(«,  ê).  en  posant 

y(a,  6)  = /»,-+-  (A,o  + Aiê)  + -f-  f, aS  -t-  r,6’)  -t-  . . . . 

Si  donc  l’équation 
(a)  /(*,  e)  = o 

est  satisfaite  par  a = a^,  ê = c,,  et  que  C,  désigne  une 
constante  arbitraire,  on  satisfera  à l'équation  (i) en  posant 
z=C, 

et  comme  l’équation  (a)  admet  une  infinité  de  systèmes 
de  solutions  communes  (a,  6),  on  aura  une  solution  de 
l’équation  (t) 

(3)  Z = 2 

renfermant  autant  de  termes  que  l’on  voudra. 

819.  Il  faut  remarquer  le  cas  où  quelques-unes  des  ra- 
cines D de  l'éc|ualion  (a)  sont  des  fonctions  linéaires  de  g- 
alors  on  peut  obtenir  une  solution  de  l’équation  aux 
dérivées  partielles  qui  renferme  autant  de  fonctions  arbi- 
traires qu’il  y a de  telles  racines  ô.  Supposons,  en  effet, 
(jue  l’on  puisse  tirer  de  l'équation  (a) 

S = ni  a -h  /r. 

La  formule  (3)  donnera,  en  prenant  pour  6 celte  valeur, 
I = fV  2 C 

Le  nombre  des  termes  contenus  sous  le  signe  ^ est 

indéterminé*,  les  exposants  a de  ces  termes  et  leurs  coef- 
ficients G sont  aibilraiies;  donc  la  somme  n’est  autre 
chose  qu’une  fonction  arbitraire  de  ou,  si  l’on 

veut,  de  X -I-  nry.  Ainsi  l’on  aura  cette  solution 
Z = £"7 >I>  (x  -t-  mj'), 
désignant  une  fonction  arbitraire., 
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Pareillement,  si  l’équation  (1)  a une  deuxième  racine 
6 = m,  a.  + n,, 

fonction  linéaire  de  a,  011  pourra  former  la  nouvelle  so- 
lution de’la  proposée, 

et  ainsi  de  suite.  La  somme  de  ces  solutions,  savoir 
I =:  i]i  ( .r  nij-)  -f-  c"'  ’’4>,(.r  . 

.sera  encore  une  solution  de  la  proposée. 

4*“ 

820.  Application  au  Problème  des  cordes  vibrantes. 
— Diverses  questions  de  physique  mathématique  con- 
duisent à des  équations  aux  dérivées  partielles  du  genre 
de  celles  que  nous  venons  de  considérer.  Dans  ces  ques- 
tions, la  fonction  inconnue  doit  satisfaire  en  outre  à cer- 
taines conditions  particulières, et  pour  avoir  une  solution 
complète,  il  faut  qu’on  puisse  disposer  des  arbitraires  de 
manière  à remplir  les  conditions  imposées.  Nous  nous 
bornerons  ici  au  cas  de  l’équation  du  problème  des  cordes 
vibrantes  dont  nous  nous  sommes  déjà  occupé  aux  n°*8l2 

et  813. 

Le  problème  dont  il  s’agit  consiste  à trouver  une  fonc- 
tion y des  variables  x cl  t,  qui  satisfasse  à l’équation 


(>) 


et  qui  soit  telle,  que  l’on  ait 


(a)  j^  = F{x).  •^=/(x),  pour  t = o, 

F (x)  et y(x)  étant  des  fonctions  de  x données. 

En  substituant  à y dans  l’équation  (1),  on  a 

= O,  _ ■ 
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6“-(-«a,  S— — aot; 

il  en  résulte  que  l’on  satisfait  à l’équation  (i)  (n“  819)  en 
posant  , 

(3)  . J- =<l>  (a:  + M (j- — flf),  - 

d»  et  Ÿ étant  des  fonctions  aibilraires.  Il  reste  à satisfaire 
à la  rondition  relative  à t o;  on  tire  de  l’équation  (3), 

. . « 

(/{)  ~ a^>' [J' + nt)  — — ,if],  • 

et,  pour  t ^-o,  les  équations  (3)  et  (4)  donnent 

* , - . t 

X * (j-)  ^a«1>'(j:)  —a'ï\x). 

Pour  satisfaire  aux  équations  (a),  il  faut  poser 
*(.r)  +>r(a-):=F(x) 

(r)  — S (x)  = ^ r /(x)</.r  = F,  (ar); 

V .r, 

on  aura  donc 

^.(x)=--lF(.r)  + lF,(.r), 

M(x)  = ^F(x)-1f,{x), 

et.  par  suite, 

F (x  -t-  nt)  -H  F(.r  — at)  F,'{ x at)  — F,  (x  — at) 
^ ~ 2 . 2 

D(!  l' intégration  des  équations  twx  dérivées  partielles, 

par  les  sénés  ou  par  les  intégrales  déjïuies. 

< 

821.  l.cs  cas  dans  lesquels  on  peut  intéf;rer  exaete- 
nient  les  équations  aux  dérivifes  partielles  des  ordres  sii- 
jMîiicurs  au  premier,  <|ui  su  présentent,  sont  très-jieu 
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nombreux,  et  on  en  est  réduit,  dans  les  ap|dica(ions,  à 
essayer  d'obtenir  les  intégrales  par  la  voie  des  séries. 
Mais  ce  procédé  lui-inème  n’est  guère  applicable  que 
dans  le  cas  des  équations  linéaires;  on  peut  alors  cm--, 
ployer  la  formule  de  Maclauriii  ou  celle  de  Taylor,  comme' 
dans  le  cas  des  éc|uations  dilférentiellcs  ordinaires.  La 
méthode  des  coefficients  indéterminés  est  souvent  préfé- 
rable, et  elle  offre  plus  de  généralité,  car  elle  permet  de 
trouver  le  développement  dès  intégrales  en  série  ordon- 
née suivant  les  puissances  d’une  fonction  quelconque 
des  variables  indépendantes. 

On  peut  ainsi  représenter  les  intégrales  des  mêmes 
équations  par  des  séries  diverses  qui  souvent  diffèrent 
entre  elles  par  le  nombre  des  fonctions  arbitraires;  il 
en  résulte  cette  conséquence,  qu'on  ne  saurait  indiquer 
- à priori  le  nombre  et'la  nature  des  fonctions  arbitraires 
qui  doivent  flgurcr  dans  l'intégrale  la  plus  générale  d'une 
équation  aux  dérivées  partielles  d'ordre  supérieur  au 
premier.  - ' 

822.  Considérons  p^r  exemple  l’équation 
* ' * 
, , du  d’n 

(0 


dt 


d.r 


que  l’on  rencontre  dans  la  théorie  mathématique  de  la 
chaleur  et  où  a désigne  une  constante  donnée. 

On  en  tire,  par  la  difTérentiation  relative  à r. 


(2) 


d’u 

d^u 

~dF 


d’u 

a ; 

• dx’dt 


d’u 


d'^ 

dt 

d.r’ 


dx'dt 


d' U 

' , 

dx' 


du 

d'—r  J. 

lit  d“u 

: a’  — ; — = O'  -- — 1 
dx’  dx" 


II. 


4î 
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ei  si  l’on  donne  à Ha  valeur  particulière  /« , les  équa- 
tions (1)  et  (a)  détermineront  les  valeurs  correspondantes 
des  dérivées  successives  de  u relatives  à f.  Mais  la  valeur 
de  U demeure  une  fonction  arbitraire  de  ar;  en  la  dési- 
gnant par  F(x),  on  aura,  par  la  formule  de  Taylor, 


(3) 


j «=F(a-) 


(r-f.)-t 


I ‘ 1.2 


expression  qui  ne  renferme,  comme  on  voit,  qu’une  seule 
fonction  arbitraire  F (x). 

Supposons  maintenant  qu’on  veuille  développer  u sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  x — x»  , Xq  étant  une 
quantité  délerininée  choisie  à volonté.  L’équation  (i) 
donnera 

il'u  I ilu 

dji'  fl  de 


(4) 

puis 


(5) 


dUi 

<l*u 

djL* 

el^u 

lü' 

d''U 

f/.r* 


I dx 
a dt  ’ 

rf’u 
“ — : — 
I dæ> 


dt 


I d'u 

à‘  dt‘  ’ 


"'T 

t flx 


dt^ 

d‘‘u 


dt' 


1 d'u 
a‘  dt'  ’ 


du 


Los  valeurs  de  « et  de  — (jui  répondent  à x = .r„  sont 
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des  fonctions  arbitraires  de  t]  si  on  les  désigne  respec- 
tivement par  <f  (f)  et  ip  (t),  les  formules  (4)  et  (5  ) déter- 

. I J . . , . d’’  U d*  U ' ,, 

■ mineront  les  dérivées  successives  —, — •,  — — i--*»  et  I on 

djc-  dx^ 


aura,  par  la  formule  de  Taylor, 


( 


w-..- 


■r.)- 


a 1.2. 3. 4 a’  y 

{r  - ,r.)» 

1.2,3  ti  1.2. 3. .{.s 


Cette  expression  de  u se  compose  de  deux  séries  dis- 
tinctes et  elle  renferme  deux  fonctions  arbitraires  f(t), 
{fl  (t).  Cependant  la  formulq  (6)  n’a  pas  plus  de  généra- 
lité que  la  formule  (3)*,  Poisson  a montré  effectivement 
que  les  deux  formules  peuvent  être  transformées  l’une 
dans  l’autre,  dans  l’Iiypoihèsc  de  la  convergence  des 
séries.  [Théorie  mathématique  de  la  chaleur,  p.  iSy.) 

82.3.  Au  lieu  de  développer  les  intégrales  en  séries,  il 
y a quelquefois  avantage  à les  représenter  par  des  inté- 
grales définies;  il  nous  suffira  de  présenter  un  exemple 
de  ce  genre  de  calcul,  et  nous  choisirons  à cet  effet 
l’équation  dont  nous  venons  de  nous  occuper,  savoir 

du  d’tt 

dt  d.r’ 

Appliquons  à cette  équation  la  méthode  du  n°  818;  la 
substitution  de  à u donne 

p = /7a>, 

et,  par  conséquent,  on  a cette  solution  de  notre  équation 
« = Ce”  " -H  C,  e” ' e*' * -t- . . . , 
qui  renferme  un  nombre  indéfini  de  constantes  arbi- 

43. 
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traires  C,  C,, . . . , a,  . Or  on  a (n"  498) 


donc  on  peut  écrire 

J.  -t-.  . . ] rfw. 

Vit  J-  X, 

La  série 

est  propre  à représenter  une  fonction  arbitraire  de  e' 
ou,  si  l’on  veut,  uue  fonction  arbitraire  de  x*,  si  on  la 
désigne  par  F (x),  la  valeur  de  u sera 

J -4-  00  ^ ^ 

U = — ^ I F -t-  2w 

J— 00 

elle  se  réduit  à F (x)  pour  t = o,  et  par  conséquent  elle 
coïncide  avec  celle  qui  est  donnée  par  la  formule  (3)  du 
n“  822  quand  on  suppose  dans  celle-ci  /„  = o.  Toute- 
fois, il  faut  remarquer  que  la  formule  précédente  ne 
subsiste  que  si  la  fonction  F (x)  est  telle,  que  le  pro- 
duit e“-'’F(x)  s’annule  quand  x devient  infinie. 

L’analyse  dont  nous  venons  de  présenter  un  aperçu, 
est  surtout  intéressante  au  point  de  vue  des  applications  à 
la  physique  mathématique;  les  traités  spéciaux^  tels  que 
celui  de  Poisson,  en  offrent  de  nombreux  exemples  ; 
aussi  croyons-nous  inutile  d'entrer  ici,  à ce  sujet,  dans 
des  développements  plus  étendus. 
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CHAPITRE  XII. 

DE  LA  MÉTHODE  DES  VARIATIONS. 


Définition  des  variations  d'un  système  de  variables 
qui  dépendent  de  l’une  d'entre  elles. 

82i.  Soient  X et  y deux  variables  qui  dépendent  Tune 
de  l’autre,  en  sorte  que  l’on  ait 

{>)  r=/W- 

Si  l’on  regarde  a;  et^  comme  des  coordonnées,  l’é({uation 
précédente  représentera  une  courbe,  et  si  l’on  veut  com- 
parer celte  courbe  à celle  que  représente  une  autre 
écpiation  quelconque 

(2)  j=/iW. 

on  pourra  les  comprendre  l’une  et  l’autre,  et  cela  d’une 
infinité  de  manières  dilTérentes,  dans  une  même  famille 
dont  l’équation 

(3)  j^  = F(x,a) 

renfermera  un  paramètre  variable  ot.  La  fonetion  F doit 
être  choisie  de  manière  qu’elle  se  réduise  successivement 
h f et  è fii  quand  on  donne  au  paramètre  « deux  valeurs 
particulières;  par  exemple,  on  pourra  poser,  en  désignant 
par  a,  et  oh  deux  valeurs  détérminées  quelconques  de  a. 
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car  celle  formule  donne 

F(.r,a.)=/(.r).  F (.r,  a,)  =/ (.r). 

Et,  si  l'on  veut  avoir  la  fonction  la  plus  générale 
F (o",  a)  qui  remplisse  la  condition  que  nous  exigeons, 
il  est  évident  qu’il  suffira  d’ajouter  à l’expression  que 
nous  venons  de  former  une  fonction  arbitraire  de  x et 
de  «,  assujettie  à la  seule  condition  de  s’annuler,  quel 
que  soit  x,  pour  x = et  pour  x = «, . 

Lorsque  l’on  fait  varier  a de  a,  à «1,  la  courbe  repré- 
sentée par  l'équation  (3)  coïncide  d’abord  avecVcllc  que 
représente  l’équation  (i),  puis  elle  se  déforme  continuel- 
lement cl  vient  enfin  coïncider  avec  la  courbe  représentée 
par  l’équation  (a). 

Si  l’on  veut  comparer  entre  eux  deux  arcs  des  courbes  (i) 
’ et  (2)  compris  entre  les  oi’données  qui  répondent  à deux 
valeurs  données  et  X de  x,  on  pourra  supposer  que, 
quand  a varie  de  a„  à a,,  les  divers  points  du  premier 
arc  viennent  coïncider  respectivement  avec  les  ]x>intsde 
l'arc  de  la  seconde  courbe  ( 2),  en  se  mouvant  sur  des  pa- 
rallèles à l’axe  des  ; alors  les  points  des  courbes  (3) 
qui  répondent  à une  valeur  de  x comprise  entre  x»  et  X 
sei'ont  coiTcspondanIs. 

82ü.' Quels  que  soient  les  arcs  des  deux  courbes  que 
l’on  veuille  comparer  entre  eux,  on  peut  toujours  consi- 
dérer le  deuxième  arc  comme  obtenu  en  déformant  le 
premier,  c’est-à-dire  en  faisant  décrire  certains  chemins 
aux  divers  points  du  premier  arc;  les  extrémités  de  cba- 
cun  de  ces  chemins  seront  des  points  correspondants  des 
deux  courbes.  Mais  la  déformation  dont  je  viens  de  parlei- 
peut  se  faire  d’une  infinité  de  manières  différentes,  et 
c’est  ce  qu'il  nous  faut  expliquer  ici. 

Soient  AR  et  A,  B,  les  arcs  des  deux  courbes  que 
nous  voulons  regarder  comme  correspondants.  INous  pou- 


D 
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vons  choisir  arbilrairemenl  les  courbes  MN  et  M,  N,  sur 
lesquelles  se  mouvront  les  extrémités  A,  B ilu  premier 


arc  pour  venir  coïncider,  après  la  déformation,  avec  les 
extrémités  A,,  B,  du  deuxième  arc.  En  outre,  en  opérant 
comme  nous  l’avons  fait 'au  numéro  précédent,  nous 
pourrons  comprendre  les  deux  courbes  MN,  M,N|,  et 
cela  d’une  intinité  de  manières  différentes,  dans  une 
même  famille  de  courbes  qui  seront  représentées  par  une 
équation,  v ■ . • 

(4)  ■ 

où  t désigne  un  paramètre  sarialde;  les  courbes  MX, 
Ml  N,  répondront  h deux  valeurs  déterminées  t,  du 
paramètre  t.  3oit  aussi 

(5)  ',/(x,  j;a)c=o  ■ . 

l’équation  d’une  fainille  de  courbes  qui  comprend  les 
deux  courbes  AB,  A,  B,  que  nous  considérons,  et  suppo- 
sons, comme  au  numéro  précédent,  que  ecs  deux  courbes 
répondent  aux  valeurs  «oi  du  paramètre  a. 

Les  systèmes  de  courbes  (4)  et  (5)  détermineront  tous 
les  points  du  plan;  car,  si  l’on  fixe  Tes  valeurs  de  x et 
de  y,  ces  équations  feront  connailrc*'lcs. valeurs  de  t et 
de  a.  On  peut  ainsi  regai-der  x et  y eoinme  des  fonctions 
de  { et  de  a ; supposons  qu’on  tire  des  éi|uations  (4)  et  (?i) 

(6)  ar=<t.{r.a),  yz=z'ï{t,a). 
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Si  l'on  fait  varier  t en  regardant  a comme  constante, 
les  équations  (6)  détermineront  une  courbe  du  système  a, 
lequel  comprend  les  deux  courbes  données  AB,  A,  B,.  Si, 
• au  contraire,  on  fait  varier  a en  regardant  t comme  con- 
stante,' les  équations  (6)  appartiendront  â une  courbe  du 
système  /,  lequel  comprend  les  courbes  MN,  M,  N,,  et 
; chaque  courbe  du  système  t coupera  les  courbes  données 

et  les  autres  courbes  du  système  a en  des  points  que  l'on 
pourra  regarder  comme  correspondants. 

826.  Les  considérations  précédentes  s’étendent  d’elles- 
mèmes  au  cas  d’un  nombre  quelconque  de  variables  qui 
' dépendent  de  l’une  d'entre  elles.  On  peut  effcciivement 
énoncer  la  proposition  suivante  : , ' 

ün  peut  toujours,  et  cela  d'une  infinité  de  manières, 
r~,  trouver  n fonctions  Ÿ,  II,...  de  deux  variables  l 

' et  (X,  telles  qu'en  posant  généralement  ‘ ^ * 

(;)  .r  — <|.(r,a),  y = y (/,  a)  s = 11  (f,  a), . . . , 

on  ait  respectivement  pour  les  valeurs  a,  et  a,  de  a, 

(8)  j = i = o,(r),. 

et , j)our  les  valeurs  /,  du  paramètre  t, 

( = = * = n,(»),..., 

^ I .r  = <I.,  (a\  y = Y,(a),  z = n,(a),..., 

quelles  que  soient  les  fonctions  données  rj,.  {ji,,.. . ., 
<t>o,  est  évident,  toutefois,  que  les  fonc- 
tions tbj,  ...  rloivent  être  égales  respeetn-e- 

ment  à y,,  . . quand  on  suppose  a = t = t„, 

et  à O,,  ci|A'.  . quand  on  suppose  a = a,  t=zt„; 
pareillement  les  fonctions  Ÿ,,  n,,...  doivent  être 
égales  à w„,  rj„, . . . ou  à ®,,  o,,...  lorsqu'on 

suppose  a = flj,  / = /,,  ou  « = a,,  t = t,. 
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Par, exemple,  ii  Ton  pose 

*('..«.)  = T»  (^)  = ♦.(«.)  = A, 

'♦{'.I  ».)  = ?.  (^)  = 4',  = 

4>(l,,  a.)  = (}i,(/,)  = 4«,  (a.)  = C, 
ai)  = ?i  = 4>i  (ai)  = D> 

on  pourra  prendre  pour  ((,  a)  l’expression  suivante 


et  de  même  pour  les  autres,  '¥  {/,  a),.... 

Les  équations  de  la  première  ligne  du  système  (8) 
déGnissent  un  système  quelconque  de  variables  qui  dé- 
|>etidcnt  de  l’une  d’entre  elles.  Si  l’on  prend  x pour 
variable  indépendante,  elles  pourront  être  représentées 
par 

(.O)  /=/(x,  ï=/C)(x). 

Pareillement  les  é<{uaiions  de  la  deuxième  ligne  du  .sys- 
tème (8)  déGnissent  un  second  système  de  fonctions 

(II)  /=/ (x),  ï=/;”(x),  ' ■ 

\ 

et  les  deux  systèmes  seront  compris  dans  le  sysième  plus 
général  déGni  par  les  étjiiations  (y)  ; ils  répondent,  l’un 
à l’bypothèse  a = a,,  l'autre  à l’iiypotlièse  a = a,. 

827.  Supposons  que  l’on  attribue  à a une  valeur  quel- 
conque déterminée;  les  équations  (y)  déGuiront  un 
système  de  fonctions  z,...  delà  variable  x.  Si  l’on 
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dy  z=y  dx,  dz  —z'dx,  du  = «'  rfr , , . . , 
dy—y"dx,  dz'  = z"dx,  du'-,— ii" dx , . , 

dy"  = y"dx , dz’  =.  z"d.r , du."  z=  u"dx , , 



les  nouvelles  variables  j',  u',, . .,  y"  z",  u'\ . . . pour- 
ront Être  exprimées  de  même  que  x,  j,  en  fonc- 

tion de  t çl  t^e^a.  Par  exemple,  la  différentiation  des 
équations  (^)  donne 


dx  ^ 


à*  (t.  af-i,  , yrd.  J «/n  f'.  “) 

dy=z^^d,,^z^-^d, 

et  l’on  eiicoiiclut  , 

. fi»  ■ 

dt  ■ dt  dt  ' dt  ' ’ 

!»l  ■ 

011  aura  de  mùmej^",  2"...*par  une  nouvelle  différentia- 
tion, et  aiusFdc  suite. 

828.  Les  variables  x,  ;_v,  V,...,_j^',  z',...,  j",...  étant 
ainsi  exprimées  en  fonction  de  t et  de  a,  regardons  / 
comme  constante  et  faisons  varier  a de  da\  r,  y*  z,... 
'prendront  des  accroissements  dont  les  expressions  seront 

■ a)  , </’>!>  (f,  a)  du} 

&x  =z ; rfa  ■+  J ! 1-  . . . , 

du  du'  1.2 


A a) 

A/=  —-—du 


d"r{t,  a)  du' 
da}  I . a 


Si  l’on  emploie  la  caractéristique  d pour  désigner  les 
différentielles  des  divers  ordres  relatives  à la  seule  va- 
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riable  «,  oti  pourra  écrire  plus  simplement 


, S't 

tkx  = iÎj  ^ h-, 

I .a 


ty=Sy-^- 


^ V' 

1 .?t 


; 


■St  -) h.  , 

I .2 


et  l’on  aura  aussi 


Ay=5)'+ 

I . 2 


As'  = Sz'  + 


Les  différentielles 

Sx,  Sy,  Sz,...,  sy,  Sz',...,  Sy*,. 

sont  dites  les  variations  des  variables 


J ' y t “)■•  > y"  ) 

elles  sont  relatives  au  passage  du  système  de  fonctions 
que  déterminent  les  équations  (y),  pour  une  certaine 
valeur  de  a,  au  nouveau  système  que  déterminent  les 
mêmes  équations  (7)  quand  a a crû  de  sa  différentielle  da.. 
Mais  nous  supposerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  a = 
le  système  (7)  coïncide  alors  avec  le  système  donné  (to), 
et  les  variations  dx,  5y,.^z,...,ày',...  se  rappoitent  à 
une  altération  des  fonctions  de  ce  système  ; d’ailleurs  cette 
altération  est  arbitraire,  car  le  système  (7)  définit,  pour 
« = un  système  de  fonctions  arbitraires,  et  la  diffé- 
rence «,  — o!„  peut  être  supposée  aussi  petite  que  l’on 
voudra. 


684  CALCUL  lüTÉGRAL. 

Les  différentielles  deuxièmes 


Vjr,..., 


sont  dites  les  variations  du  deuxième  ordre  des  vas 
fiables 


A** 

de  même 


jf-.  r'.---; 

SKr,  SV,--- 


seront  les  variations  du  troisième  ordre,  et  ainsi  de  suite. 
Soit  généralement 


\z=?{x,x,  t,. 


y 


une  fonction  des  variables  x,y,  z,...,y  \ s', Les  fonc- 

tions j',  Z,...  étant  définies  par  les  équations  (lo);  si  l'on 
substitue  au  système  (lo),  le  système  (y)  avec  lequel  il 
coïncide  pour  « = «o,  les  différentielles  successives  de  V 
relatives  à oc  prendront,  pour  a = des  valeurs  qui 
seront  précisément  les  variations  des  ordres  sucressifs  de 
la  fonction  V. 

Les  variations  n'étant  pas  autre  chose,  comme  on  le 
voit,  que  des  différentielles,  les  règles  de  la  différentiation 
leur  sont  applicables,  et  l’on  aura,  par  exemple,  l'expres- 
sion suivante  de  la  variation  du  premier  ordre  d V, 


rfV  , rfV  , 

S V -r—  S X -i-  — S Y -+-  . 

dx  dy 


dW 


</V 


Sy" 


Les  considérations  que  nous  venons  de  présenter  sont 
applicables  au  cas  d’un  système  de  fQnctions  de  plusieurs 
variables  indépendantes  ; mais  nous  ne  ferons  pas  ici  cette 
extension  que  ne  saurait  comporter  le  plan  de  cet  Ou- 
vrage. 

> ■ • 


s * 

fer. 
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Théorèmes  relatifs  à la  permutation  des 
caractéristiques. 

t * 

829.  Théorème  I.  — On  peut  intervertir  V ordre  des 
opérations  exprimées  par  les  caractéristiques  d et  5. 

En  efTei,  soit 


v = F(x, Z, , . . , y , i', . . . , — ). 

Les  variables  X,  J)',  J'',  étant  exprimées 

en  fonction  des  deux  variables  t et  a,  comme  on  l’a 
expliqué  plus  haut,  on  aura 


où  l’on  suppose  que  a a une  valeur  déterminée  Cela 
étant,  on  a,  par  définition, 


d\: 


df{t,  al 
dt 


dt,  i\  — 


- dtx\ 


les  variables  t et  a étant  indépendantes,  leurs  différen' 
tielles  dt  et  doc  sont  arbitraires  et  constantes;  si  donc 
on  différentie  les  deux  formules  précédentes,  la  première 
par  rapporta  a,  la  deuxième  par  rapporta  t,  on  aura 


, d/(t,  a)  , d/(t,  al 

a — a — — 

SdV  z= dtda,  dSV  = — dida., 

d(x  dt  ' 

et,  par  conséquent  (n®60), 

Sdy=zd3V, 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé.  . 

Corollaire. — On  a,  quels  que  soient  les  entiers  m et  //, 

= d"'d"\. 

830.  Théorème  II.  — On  peut  intervertir  l'ordre  des 
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opérations  exprimées  par  les  caracréristi(jues  J' et  J, 

quelles  que  soient  les  limites  entre  lesquelles  l'intégra- 
tion doit  être  effectuée. 

En  effet,  soit 

S = r ‘Vrf.r; 

V désigne  une  fonction  donnée 

v=F{x,/,  Z,...,  y,  î"....) 

d’une  variable  indépendante  x,  de  diverses  fonctions  y, 
z',...  de  X et  des  dérivées  de  ces  fonctions  ; elle  peut  aussi 
dépendre  des  valeurs  dcx,j,  z,...,  jr',  z',...  aux  limites 
de  l’intégration. 

On  peut  exprimer  X,  J',  s,.. J'',  z',...  en  fonction  des 
deux  variables  t et  a,  mais  il  faudra  supposer  à a une 
valeur  déterminée  après  la  substitution  de  ces  valeurs 
dans  V.  Alors  si  et  /,  désignent  les  valeurs  de  t qui 
répondent  aux  limites  x„et  x,,  on  pourra  écrire 


Maintenant,  pour  obtenir  oS,  il  faut  différentier  celte 
intégrale  par  rapport  à a,  et  comme  les  limites  t,  sont 
indépendantes  de  a,  la  différentiation  pourraêtre  exécutée 

sous  le  signe  J'  • On  aura  ainsi 

mais  coDuneat  est  une  constante,  on  a o I = 
donc 


3(\dj-) 

di  ' 


JS  = I 


S{Vdx) 

dl 


dt, 
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JS 


.r 


J(Vrfj-) 

tlx 


dx . 


On  écrit  aussi  quelquefois 

. ' JS=  r"'' J(V<ir), 

Jx, 

eu  supprimant  le  facteur  dx,  qui  figure  en  numérateur  et 

en  dénomiiiateur  sous  le  signe  et  en  sous-entendant 

alors  que  l’intégration  est  relative  à la  variable  indépen- 
dantex.  La  formule  précédente  est  conforme  à l’énoncé  du 
théorème,  et  elle  subsiste  quelles  que  soient  les  limites  Xo 
et  X,,  qui  sont  constantes  quand  la  variable  x coïncide 
avec  t,  mais  qui,  dans  le  cas  général,  varient  avec  ce. 


Expressions  des  variations  d'une  fonction  et  de  ses 
dérivées,  en  fonction  de  la  variation  de  la  variable 
indépendante  et  d’une  variable  nouvelle.  ' 

831.  Soit  une  fonction  donnée  delà  variable  x. 
Posons  comme  précédemment 

(1)  ety  = jr'd.r,  df  = y<lx,  ....  • , . 

et  faisons  aussi  . 1 

(2)  u = ây  — y'Sx, 
d’où 

3y  =.  jr’  3x  -h  w- 

Si  l’on  diiïéreniie  la  première  équation  (1)  avec  la  carac- 
téristique et  ré([uation  précédente  avec  la  d,  on  aura 

3 d/ S J ' ilx y' S d.T , 
d3y  =:  dy' 3x  -t-  y'  d3x  -H  f/si; 


-«r 
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comme  on  peut  intervertir  l’ordre  des  deux  caractéristi- 
ques d et  d,  la  comparaison  de  ces  équations  donnera 

iy' dx  — dy' ix düiy 

OU,  en  divisant  par  dx  et  en  faisant  usage  de  la  deuxième 
équation  (i),  . 

iy  = y"ix  -t-  — • ,■  • 

Pareillement,  si  l’on  diflerentie  la  deuxième", équa - 
tion  (i)  avec  la  d,  et  l’équation  précédente  avec  la  d,  on 
aura  . ■ 

S dy  ~ s y"  dx  y s d.r , 


d’où 


dSy'  =:  dy  ix  -H  y" dix  -(-  d 

dx 


S y"  dx  — dy"  Sx  d — , 

a.r 


ou,  en  divisant  par  dxi 


Sy”  = y”  Sx  -t 


77? 


Il  est  évident  qu’en  continuant  ainsi,  on  formera  les  é<|iia- 
tions 

' lî.v  ' 3 X w , 
fU 


(3) 


dx"~ 


\ . 


qui  permettent  d’exprimer  les  variations  dr,  d) 
par  les  seules  quantités  dx  et  m. 
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8^12.  Au  moyen  île  « es  formules  on  peut  obleiiir  une 
expression  très-simple  de  la  variation  d’une  fonciion 
quelconque  de  x,  de  y et  des  dérivées  y',  y", ....  Soit 

(4)  v = F[x,^,  y, 

et  désignons  par 

(5)  i/V  = Xdx  -y  Yi//  -y-  Y’t/y-h.  . . -4-  Y"  1//., 
la  dillércnticllc  totale  de  V;  on  aura  (n”  828) 

(d)  SV=Xi^-y  Y«V  -4-  Y'  r)/'  -4- . .■  -4-  y;-  <î/.. 


Si  l’on  retranclie  les  équations  (5)  et  (6)  l’une  de  l’autre 
après  avoir  multiplié  la  première  par  il  4iendra 


CÎV  — r/V  — — Y(«r  — yjx)  -1- Y'(f/y'  — j'o  r,  -h... 

-4- Y>“>(o'.i.-y,H-,Jx), 


ou,  à cause  des  formules  (3),  : 


(7)  JV=rfV- 


+ Y''4-+Y"^ 

(tj:  iix’ 


fi"** 

f/jr" 


Si  la  fonction  V eonlieiit  d’autres  fonctions  de  x,  sa- 
voir : Z,  II,.  . . avec  leurs  dérivées  z',  ii', . . . z",  11",.  . ., 
il  faudra  ajouter  au  second  membre  de  la  formule  (5)  le.s 
termes  nouveaux 


Zdz  -h  Z'  r/z  -h  . . . -y  U -t-  XJ'ffu' 


et  au  second  membre  de  la  formule  (6)  les  termes  ana- 
logues 

Ziz-yZ'âz'-y...-yViu-yV'3u'-4-  ..; 

alors  si  l’on  pose 

a — iz  — z' 3 JC , Su  — u' 3 II , , 


II. 
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il  (,‘sl  cvidcut  que  la  formule  (7)  continuera  à donner 
la  variation  0 V,  pourvu  quel’on  ajoute  au  second  membre 
les  termes 


Zo  -H  Z 


, f/cj 

(Ix 


-t-.  . . -1-  Ux  •+■  U 


Calcul  fie  la  variation  d'une  intégrale  définie. 

833.  Proposons-nous  de  déterminer  la  variation  de 
l'intégrale  détinie 

(1)  S = Ç ’vdx. 

Aous  supposerons  d’abord  que  V soit  indépendante 
des  limites  3'o,  x,  (jui  sont,  en  général,  variables  avec  a, 
et  qu’elle  ne  renferme  qu’une  seule  fonction  y de  jt; 
ainsi  l’on  aura 

(2)  V = F[.r,.r,/,jr" 

En  différentianl  l’équation  (1)  avec  la  d,  on  a (n“  830) 


(3) 


o{V^/.r) 
dx  •*’ 


d'ailleurs,  comme  on  peut  intervertir  l’ordre  des  diffé- 
rentiations par  d et  d. 


S{Vdx)  — S\d.r+  VdSx-, 
on  a aussi  (n“  832) 

, Jv  = rfV^ -t-Y« -t-Y'^-l-...-i-Y(*) 


lix 


dx 


dx" 


en  posant 

dV  = Xdx  -h\dj  -h  'ï'dy'  4- ...  -4-  Yl'Jrf/'’) 
et 

w = s y — )■'  Sx . 
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On  conclut  de  là  ^ ^ 

(4)  J(V</.r)  = rf(V5.r)4-rYw  + Y'I-  +...+ Y(»'  — 

L rt.r  //.»•« 


6i)l 


rf.r; 


et,  par  conséquent,  la  formule  (3)  donnera 


La  première  des  intégrales  contenues  dans  cette  l’or- 
niule  est  égale  à la  différence  des  valeurs  que  prend  le 
produit  Vdx  aux  limites  de  l’inlégrale;  jiarmi  les  inté- 
grales qni  suivent,  celles  qui  dépendent  des  dérivées  de  co 
peuvent  être  transformées,  au  moyen  de  l'intégration  par 
parties,  en  d'autres  où  ne  figure  que  la  seule  quantité  w. 
On  a effectivement 


/ 


</.r  = Y'« 


■/ 


dx 


lùdx  f 


d’où,  en  prenant  et  jr,  pour  limites. 


Si  l’on  pose,  pour  abréger  l’écriture, 

, , ^ „ r/Y'  rf^Y"  , , rf’Y  «> 
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puis  (|ue  l|oii  désigne  par  Fo-  F,  les  valeurs  que  prend  F 
aux  Uiniies  fie  Idiiiégraliou,  l’expression  (4)  de  5U  de- 
viüiidra,  à cause  des  formules  (6), 

(q)  JS=(r,  — r»  I Kwr/r. 


J, . , » 1 f/  0»  //  • w 

bi  1 on  remplace  o),  » , 

‘ f/.c  a JC’ 

• • par  leurs 

vaK’urs 

d,  _ y'd.r,  5,'  — j"oV,  d.)  "- 
sion  (7)  de  F deviendra 

-/"d.r,...,  F 

»X|ïl  cs- 

•V 

. . . 1 

)>, 

f”-. 

-4- 

834.  Nous  avons  supposé  qu'il 

n’ciilrait  dans  1’ 

rxpi  es- 

sion  de  V qu’une  seule  fuiictiou  j'  de  x,  avec  quclques- 
unesde  scs  dérivées;  mais  il  est  évideul  <juc  le  calcul  de 
la  variation  dS  se  fera  exaclemcnl  de  la  même  manière, 
si  V renferme  d’autres  fuuclions  z,  avec  leurs  dé- 
rivées z',  z", z'f>.  II'.  Il",  . u'i\ — En  effet,  si  l’on 

pi>se,  comme  au  u“  832, 

a — 3 1 — z'  ô.r,  y — 3ii  — II'  3 J',.  , , , 
il  est  évident  que  la  formule  (4)  continuera  à donner  la 
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vai'iülion  o(V</t),  pourvu  quf  l'on  ajoute  au  seeomi 
membre  les  termes 


f//'  rs 

• • Z - 

ajct 


-h  X'y^-hV 


f/ly 

v r 

iLr't 


analogues  à •eeux  qui  dépeiideiu  de  w.  F,n  applii|uaiit  h 
ees  nouveaux  termes  le  procédé  cp.îe  nous  avons  employé, 
on  trouve  celte  expi-ession  de  dS. 


(il)  'îs^(r,  — Ç [Kw-t-Hc7-f  i/.'’, 

où  K désigne  la  quantité  définie  jiar  la  formule  (7),  il 
ou  l’on  fait  de  plus 


F.n  outre,  Fo,  F,  désignent  toujours  les  valeurs  que 
prend  F aux  limites  de  l’intégration , c’est-à -dire  les  va- 
leurs qui  répondent  respcetivehiént  à x = Xi,  et  à 
.r  = Ti;  mais,  à l’expression  générale  de  F donirt'e  par 
la  forinnlc  (10),  il  faut  ajouter  de  nouveaux  termes,  sa- 
voir ceux  qu’on  déduit  des  termes  déjà  écrits  et  ipii  ren- 
ferment les  lettres  Y,  y,  en  reinplaçanl  rcspcclivemcnl 
ces  lettres  par  Z,  2,  jiuis  par  F,  11,  etc. 

83o.  F.nlin,  il  nous  reste  à exainiiiei  le  cas  où  la  foin-- 
lion  V dépend  des  valeurs  de  x,  s- 

z", z'''~^’,...,  aux  liinites  de  l’intégrale. 

Dans  ce  cas,  la  variation  de  Vi/x  se  composera  de  deux 
parties,  savoir  celle  que  l'on  oblieiit  sans  faire  varier  les 
(|uanlilés  qui  se  rapportent  aux  limites,  et  celles  que  l’on 
obtient  en  ne  faisant  varier  que  ces  .seules  quantités. 
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Nous  avons  considéré  la  première  partie  aux  numéros 
précédents,  et,  si  l’on  représente  par  la  caractéristique  0' 
les  variations  relatives  aux  seules  limites,  la  seconde 
partie  sera  ¥ [\ dx)  ou  i'\dx.  Il  suflira  donc  d’ajouter 
à l’expression  (i  1)  de  dS  le  terme 


= j 's'\<tx. 


On  a 

’ 

rfV  , 

■ /A  ^ 

— Sj-.  -h 
dj. 

d\ 

dy»+" 

dV 

t 

, ^ 

dV  , 

•f-  — ^X,  -+“ 

-i- 

dV 

d/,+- 

4- 

orvir»- 


'•s^r 


■"4™  • • • • 


d’où,  en  intégrant. 


■f.  d\ 


d} 


-dx- 


rsdv- 

’.i  dx. 


dx-^... 


J,  r^'dX.  . r^>dV  , , 1,-n  dS  , . f >'.dV 

si  donc  on  fait,  pour  abréger, 

(i5)  (j’=  r,  - r.  4- A, 

l'expression  complète  de  9 S sera 


1 16I 


dS: 


'{Kw  + Ho  4-Gx 


et  l’on  voit  que  les  termes  introduits  dans  par  A sont 
de  même  forme  <jue  ceux  qui  existaient  déjà. 


Autre  manière  de  calculer  la  variation  d'une  intégrale 
déjinie, 

83(>,  Au  lieu  d'appliquer  la  formule  générale  que  nous 
avons  obtenue  au  numéro  préeédent,  il  est  souvent  préfé- 
rable, dans  les  applications,  de  procéder  à une  rcchercbe 
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dirt'cle.  On  peut  alors  se  dispenser  d’introduire,  comme 
nous  l^avons  fait,  les  quantités  w,  a,...,  en  dirigeant  le 
calcul  comme  il  suit.  L’intégrale  proposée  étant 

S — f 'Vrfr, 

Jx, 

on  a,  comme  on  l’a  vu, 


o'(Vrf.r)  , 


mais  nous  écrirons  simplement 
SS  = 

sans  désigner  la  variable  par  rapport  à laquelle  se  fait 
l’intégration  ; les  valeurs  que  prend  cette  variable  quand 
on  a X = Xo,  X = X,  devant  être  prises  pour  limites  de 
l’intégrale. 

Cela  posé,  V est  une  fonction  de  x,y,_f',...,  s,  s',..., 
mais  nous  in trodu irons,  au  lieu  des  dérivées  j', 

les  différentielles  des  variables  x,  j',  z,...,  la  \a- 
riable  indépendante  étant  le  paramètre  t,  dont  la  varia- 
tion est  nulle.  Comme  on'a 

, (Ir  „ ilx(l'’y  — , r/z 

y = -f, 

dx  a.r^  flx 

V (7x deviendra  une  fonction  de  x,  j',  z,..  ,c/x,  dy,  dz,.... 
d'x',  d’y,d'z,...\  en  différentiant  ce  produit  avec  la 
caractéristique!^  et  en  remarquant  qu’on  peut  intervertir 
l’ordre  des  opérations  exprimées  par  il  et  o,  on  aura  un 
résultat  de  cette  forme 


iî{  Vf/x)  ; Xj  Jx  H-  X.  f/o  .r  -I-  X,f/  ox  . , . 

Y,i  Sjr  Y,  d Sf  -t-  Y,  il-  Sj-  + . . . 

-4-  Zo  0 : -h  7,,  dSz  -Z-  Z.  d-  3z  4- . . 
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Les  (lifitTcniiaiions  exprimées  par  d se  rapportent  à la 
variable  t,  et  rintégralioii  par  parties  donne 


j''Si  d S.r  = X,  ox  -t-  J dX,  âj-, 

1 

• • « 

1 X,rf'6Vr=X,z/ox— r/X.o'x -t- 

1' rf>X,o'x, 

I y,  d Sy  =.y,  Sy  - f r/y,  âr, 

*■’  «• 

1 y,f/^o>  =Y;doy  — f/y.  0 > -(- 

» 

P’ Y,  3y. 

Par  conséquent,  si  Ton  pose 

X = X,  — f/X,  H- f/'X..  — . . 

y = y. -(/y,  + — 

Z Z,  — ^^Z,  -t-  tl  Zj  — . . 

• 1 - 
• » 

• * 

el 

r - (X,  — z/X-,  -h  . . , ) o\r  -h  (X.  - . . . 
-r  'J  >■  -h  ( Y J . . . 

-h  (Z.  — ^/z,  (Z, . . , 

* 

' od.r  -h  . . 

)èdy  -h.  . ■ 
. ) Sdz 

puis  qu’on  représente  par  Fo,  F,  les  valeurs  de  F aux 

limites,  pour  lesc|uelles  011  a respectivemelil  x ~ 
y=Ly^...  et  x = j-,,  y = 1 011  aura 

oS:^(r,— r.  + ^(XoV + YJ)  -t- Za“Z 

et  si  X est  la  variable  par  rapport  à laquelle  s’exéeute 
rinlégraliou,  pii^dôvra  écrire 


5S  = 


, / -•X'î.r 

= (r,v-r,, + < 


X5.r-t-yoV-hZd'j 
iix 
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Nous  avons  supposé  ici  que  la  fuiiciion  V est  imlépeii- 
danie  dc^valcurs  que  preuuent  les  variables  aux  limites; 
mais  si  le  contraire  a lieu,  il  suffii'a  d'ajouter  à l'expres- 


si  l’on  y remplace  $y,  oz,.  . . par  les  expressions 


par  cette  substitution,  la  quantité  X5x-f  Ydr  -t-Z^  z + ... 
se  réduit  .T  j 


( -f-  Y iij'  -t-  Y w t1"  ^ ® “H  • • • i 


finie  S,  dans  l’iiypothése  la  plus  générale  et  en  suppo- 


suppose  que  la  variable  x coïncide  avec  la  variable  t dont 
la  variation  est  nulle,  les  limites  Xo,  x,  seront  constantes, 
et  l’oii  aura  généralement  $x  = o.  Alors  les  quantités 
désignées  par  o),  u, . . . ne  sont  autre  cliosc  que  les  varia- 
tions 0) , dr.  . . . L’expression  de  dS  se  réduit  alors  à 


sion  précédente  de  dS  les  nouveaux  termes  dont  nous 
avons  fait  le  calcul  au  n°  835. 


La  formule  précédente  coïncidera  avec  celle  du  n°  835, 


— — 0 X 6>, 
a.r 


À 

i' 


il  en  résulte  que  l’on  a identiquement  ’ 

Xd.r  -y  Yr/>'  -j-  Z </j  ’ ■■  ' 


et  que  Y,  Z, . . . ne  sont  autre  cliose  que  les  quantités  dé- 
signées par  K,  H,. . .,  au.nuuiérd  cité. 


sant  une  altération  quelconque  dans  le  système  des  fonc- 
tions de  X que  nous  avons  désignées  par_>',  z, . . . . Si  l’on 


oS=  (r,  — r 


> 
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Objet  tie  la  mcihode  îles  variations . 

838.  La  méthode  des  variations  a été  imaginée  par 
Lagrange,  dans  le  but  de  résoudre  certains  problèmes  de 
maxima  et  de  minima  d’une  nature  particulière,  niais 
elle  peut  être  employée  avec  avantage  dans  d’autres  ques- 
tions diverses.  Dans  les  problèmes  de  maxima  et  de  mi- 
nima dont  je  viens  de  parler  il  s’agit  de  déterminer  des 
fonctions  d’une  variable  indépendante,  de  manière  .à 
rendre  maximum  ou  minimum,  une  certaine  intégrale 
définie  où  figurent  ces  fonctions.  Quelques  problèmes 
de  ce  genre  avaient  été  résolus  avant  Lagrange;  en  voici 
un  exemple  : 

Trouver  une  courbe  plane  (’.MD  qui  passe  par  deux 
points  donnes  C,  Tiet^ui  soit  telle,  que  l’aire  engendrée 
par  Varc  CD  en  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans 
son  plan  soit  un  niininwin. 

Si  l’on  choisit  deux  axes  rectangulaires  Ox,  O ) , dont 
le  premier  coïncide  avec  l’axe  de  révolution,  que  l'on 


O A P II  .f 

I 

mène  les  ordonnées  CA,  DR  des  extrémités  C,  D,  et  que 
l’on  fasse  OA  = OR  = x, , la  surface  engendrée  par 
l’arc  de  courbe  CD  sera  égale  .à  airS,  eu  désignant  par  S 
l’intégrale 
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Il  s'agit  donc  ici  de  trouver  quelle  est  la  fonction  de  x 
qu’il  faut  substituer  kj-,  pour  que  la  valeur  de  S soit  un 
minimum.  • 

Au  lieu  de  se  donner  les  extrémités  C et  Dde  l’arc  de- 
mandé, on  peut  supposer  que  ces  points  soient  seulement 
assujettis  à la  condition  d’être  situés  sur  deux  courbes 
données;  la  question  sc  ramènera  encore  à trouver  le 
minimum  de  l’intégrale  S,  mais  ici  les  limites  Xo,  x,  ne 
seront  plus  données. 


Recherche  des  valeurs  majima  et  minirna  d'une 
intégrale  dèjinie. 

839.  Soit  l’intégrale  définie 

S = I vrfj, 


où  l’on  suppose 
V = F[x, 


y„“)  - -(/*)  1 

• J ' t •'f  ‘ I • • ‘ Jf 


y,  Z,. . . é^nt  des  fonctions  de  x,‘ot")^',  j", . . . , z\. . . 
désignant  comme  précédeimneni  les  dérivées  de  cesfonc- 
Jlî6ns.  La  fonction  V peut  dépendre  aussi  des  valeurs  que 
pl^nneniles  vlj^pllcs  aux  limites  dé  l’intégrale;  quant  à 
ces  Hmites,  elles  sont  données  ou  assujetties  à certaines 
..^pnditioip-.^Cela  posé,  il  s’agit  de  déterminer  les  fonc- 
‘•iUons  répondent  à un  maximum  oU  à un 

n i 

système  fles  fonctions  (pi’il  faut  trouver  et  tel  autre 
système, '.aussi  pqttùjWféreiit  du  premier' que  l’on  voudra, 
peuvent  être  cOT^gh^' comme  on  l’a  vu,  dans  un  sys- 
tème plus  généra^qm  dépend  d’un  paramètre  oc.  Dans  ce^ 
dernier  système, -''tou tes  les  variables  x,  j,  z,...  ainsi 
que  les  dérivées  j',  x",.  - z’,.  . . sont  exprimées'en 

fonction  d’une  variable  nouvelle  t et  du  paramètre  a,  et 
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la  niê;iie  chose  a lieu  pour  les  valeurs  paniculiéi  cs  (|iie 
prcnncul  les  mêmes  variables  aux  limites,  lesquelles  dc- 
peudroijit  des  limites  t,  de  t et  du  paramètre  a.  Après 
la  substitution  des  valeurs  de  x,  y. . . . , l’expression  de  S 
deviendra 


te  qui  se  réduit  à une  simple  fonction  du  jiaramèlre  x. 

Ainsi  l’on  se  trouve  ici  dans  le  cas  ordinaire  du  maxi- 
mum cl  du  minimum.  I.a  condition  nécessaire  pour  le 


./S 


maximum  et  pour  le  minimum  est  <[Ui-  la  dérivée  ou 


la  différentielle  — il  x soit  nulle  ; or,  cette  différmiiii  lie 
aa 

n’est  autre  chose  que  la  variation  de  S;  donc  la  çondi- 
lion  dont  nous  parlons  est  simplement 


SS  --  o. 

INlais  ou  sait  qu’elle  n’est  pas  sufiisantc.  Il  laut  en  outre, 

, , 1/  S . . . 

pour  le  maximuin,  que  -y— ^ ou  dx-  son  négative  et, 

pour  le  minimum,  ([ue  la  inème  différentielle  soit  posi- 
tive; celte  différentielle  est  précisémeul  la  variation  du 
deuxième  ordre  d’S;  donc  il  laut  que  l’on  ait 

^=S<o  * 

pour  le  niaximum,  et 

5 ■ S > O 

pour  le  minimum.  Dans  le  cas  de  o’S=o,  il  faudrait 
( ourle  maximum  et  pour  le  minimum  que  l’on  eût  aussi 
o’S  = o.  Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  celle  discus- 
sion qui  n’a  pas  d'objet,  Éar,  dans  la  plupart  d(A  cas, 
on  sait,  jiar  la  nature  de  la  (|iiestion  à résoudre,  s’il  v a 
réelle.menl  maximum  ou  minimum.  Aussi  nous  boriie- 
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l'üns-nous  à éuidicr  la  condition  dS  = o commune  au 
maximum  ou  au  minimum. 

8i0.  Cas  oc  V NE  CONTIENT  Ql’uNE  SEI  LE  FONCTION  y 
DE  X.  — Alors  on  a,  dans  l’hypothèse  la  plus  {générale, 
d’après  la  rurinule  (i6)  du  n°  83o, 

■ <îS  — y-}-  / Kvrtj, 

La  condition  -=  o exige  que  l’on  ait  séparément 
(j  :=  O,  K --  O. 

Kii  effet,  supposons  que  l’on  ait  fixé  les  variations  rela- 
tives aux  limites.  Comme  la  cir/ormaiion  qui  résulte  des 
variations  du  paramètre  a est  entièrement  arbitraire,  la 
fonction  û)  est  elle-même  arbitraire,  et  si  K n’est  pas  nul, 
on  peut  choisir  w de  manière  que  pour  toutes  les  valeurs 
de  X comprises  entre  Xa  et  x, , elle  ait  constamment  le 
signe  de  K ou  constamment  un  signe  contraire  à celui 

de  K.  Alors  l’intégrale  'j>ilx  aura  une  valeur  diffé- 

rente  de  7.éro,  et  elle  sera  positive  ou  négative  à volonté; 
par  conséquent  (juehjue  valeur  que  l’on  suppose  à (j,  on 
pourra  faire  en  sorte  que  dS  ne  soit  pas  nulle.  La  condi- 
tion du  maximum  et  du  minimum  exige  donc  que  l’on  ait 
(,)  K = «, 

et  il  en  résulte  nécessairement  qu’on  doit  avoir  aussi 

(2) 


Soit 


V = F[.r,jr,r',.r  r"j 


Pt 


d\  = Xdr  + Ydy  -t-  Y'  dr' -(-...  -4-  ('■>, 

l’équalion  (1)  pourra  être  mise  (n°  833)  sous  la  forme 


(3) 


Y- 


dy 

dx 


d^X' 


,/-Y  *1 

<ïr'‘ 
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C’esl,  comme  ou  voit,  uue  équation  difTéreutielle  dont 
l’ordre  sera  en  général  au,  et  son  intégrale  renfermera 
an  constantes  arbitraires.  Supposons  qu'dh  ail  trouvé 
cette  intégrale  et  représentons -la  par 

(4)  c,,  c,,. . .,  C:„;  ; 

l’équation  (4)  fera  connaître  la  fonction  inconnue  y?  et 
il  n’y  aura  plus  qu’à  déterminer  les  an  constantes  C, , 
C»,.  . Ci„,  de  manière  à satisfaire  à la  condition  (a). 
Il  faut,  à cet  égard,  distinguer  plusieurs  cas. 

Si  les  valeurs  j»,  y',,...,  x,,  •) ,,  j',,..., 

j '"~  relatives  aux  limites  sont  données,  les  variations  de 
ces  quantités  seront  nulles  et  l’équation  (a)  sera  satis- 
faite d’ elle-même.  Difl’érentious  n fois  l’équation  (4), 
nous  aurons  des  résultats  de  cette  forme  : 

^ / ^'=/c)(x,  C,.  C,,...,  C,„). 

(5,  C,,  C,,...,  C,„], 

c.,  C,,...,  C:„). 

Remplaçant  alors,  dans  les  équations  (4)  et  (5)  x,  j', 
. . , j'""’',  d’abord  par  x«,  jo,  • • • , y,"  puis 
par  X,,  ,,  jr\,-  ■ -,  on  aura  un  système  de  an 

équations,  savoir  : 

X*  ï Cj, . . . , C,.,), 

.)  t— (■'■«7  Ci  ) • • • ) Qi..)  ) 

y— >=/(-')  (x„  c,.c„...,c„ , 

X*  » Cl , c? , . ■ ■ , Cïn) J 

{ Xi , Cl , C: , . . . I Ci„) , 

y— ^=/i— >(x„c„c„...,c..), 

qui  serviront  a déteriuincr  les  a/i  arbitraires. 
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.1°  Si  l’on  donne  sculcnieiil  les  valeurs  de  quelques- 
unes  des  a«  quantiiés  jr»,.  • • • , a",, 

ou  plus  généralement  si  l’on  donne  / équations 

(7)  M,  = o,  M5  = o,...,  M,  = o, 

auxquelles  ces  quantités  doivent  satisfaire,  on  difTéren- 
tiera  ces  équations  avec  la  caractéristique  d;  les  équa- 
tions résultantes 


rfM,  , 

. . ■+  — — Sr,  -i- . . . = O, 

ax., 


permettront  d’exprimer  1 variations  eu  fonction  des 
a«  -t-  2 — i autres;  on  portera  lus  valeurs  de  ces  1 varia- 
tions dans  l’équation  (2),  et,  comme  les  variations  res- 
tantes sont  arbitraires,  il  faudra  égaler  à zéro  leurs 
coefficients.  On  obtiendra  ainsi  a« 2 — i équations, 
qui,  réunies  aux  équations  (6)  et  (7),  compléteront  le 
nombre  4«  -i-  2 d’équations  nécessaires  pour  déterminer 
les  an  arbitraires  et  les  an  -f-  2 quantités  relatives  aux 
limites. 

3“  Si  aucune  relation  n’est  donnée  entre  les  quantités 
aux  limites,  les  variations  de  ces  quantités  resteront  ar- 
bitraires, et  l’équation  (a)  se  décomposera  en  an-f-a 
équations  distinctes;  ces  équations  suffiront  avec  les  an 
équations  (6)  pour  déterminer  les  + a inconnues.  Ce 
cas  est  compris  dans  le  précédent,  en  supposant  le  nom- 
bre 1 réduit  à zéro. 


Remarque.  — Il  peut  se  faire  que  l’ordre  de  l’équa- 
tion (3)  s’abaisse  au-dessous  de  an,  cl  cela  arrivera  né- 
cessairement si  V est  linéaire  par  rapport  à la  dérivée 
ce  cas  no  saurait  oil'rir  de  difficultés,  et  nous  laissons  au 
lecteur  le  soin  d’examiner  les  modifications  qu'il  exige. 
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S'il.  Cas  où  V CONTIENT  plusieurs  fonctions  de  .T. — 
Nous  allons  considérer  maintenant  le  cas  où  V renferiiie 
U foiiclions  >,  Z,  U....  de  x,  avec  quelques-unes  de 
leurs  dérivées,  et  nous  supposcron's  d'abord  qu’il  n’existe 
aucune  relation  donnée  entre  les  fonctions  r,  u.  . . 
et  la  variable  indépendante  x.  Alors  la  variation  de  l’in- 
tégrale 

S=  / ydx  * 

.V.  ■■  ■ ç • 

sera(n"83o) 

-4-  j tlCw-f-Ho-f-Gy  -t-  ■ • • ) 

et  je  dis  (jiie  la  condition  5S  = o exige  que  l’on  ail  sépa- 
rément 


Kn  ell'et,  supposons  que  K,  H,  G . . . ne  soient  pas 
toutes  iiulles,  et  que  l’on  ait  lixé  les  variations  aux 
limites;  les  fonctions  ta,  ta,  • • • étant  arbiiraiies,  on 
peut  les  choisir  de  manière  que  pour  chatjue  valeur  de  x 
comprises  entre  et  x,  elles  soient  respectivement  de 
môme  signe  que  K,  H,  G,...,  ou,  si  l’on  veut,  de 
signes  contraires  à K,  H,  G....  Alors  riiilégrale  qui 
figure  dans  l’expression  de  ÙS  aura  une  valeur  dinéreiite 
de  xéro  et  dont  le  signe  peut  ôlie  pris  à volonté;  il  en 
résulte  qu’on  pourra  toujours  faire  en  sorte  que  dS  ne 
soit  pas  nulle.  Ainsi  l’on  doit  avoir 

K=o,  H=io,  G ” o,  . . . , 
et  par  suite  aussi 

y=". 

Les  premières  équations  constituent  un  svsièmc  d’é- 
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quations  simultanées  dont  on  devra  d’abord  chercher  les 
intégrales.  Il  faudra  ensuite  satisfaire  à l’équation  = o 
et  déterminer  les  arbitraires  introduites  par  l’intégia- 
tion,  ainsi  que  les  quantités  aux  limites,  si  celles-ci  ne 
sont  pas  données;  cette  recherche  n’offre  aucune  diffi- 
culté, après  ce  que  nous  avons  dit  au  numéi'o  précédent;  * 
la  marche  à suivre  est  en  effet  exactement  la  même. 

842.  Il  nous  reste  à examiner  le  cas  où  V renferme 
plusieurs  fonctions  j,  z,  de  x,  liées  à la  variable 

par  une  ou  plusieurs  i^uations  données.  Soit 


une  telle  équation.  En  la  différcntianl  avec  la  caracté- 
ristique 5,  puis  avec  la  on  a 

rf  11 

— "Ir  H — O )•  -t — r>  Z -i 611  -h  ..  .=z  O, 

a.r  dy  dz  du 

</<^  , </<I>  , , i/>l>  , 

d-r  -f-  — dr  H — dz  + d«  -i-  . . . = O ; 

dr  . dy  ' dz  du 


si  l’on  retranche  ces  équations  l’une  de  l’autre  après  avoir 

• > ^ X 

multiplié  la  seconde  par  — et  en  se  rappelant  que  l'on  a 


s Z 

6 ) — o.r  — • w,  02 6x  — a, 

dx  dx 


il  viendra 


d•^ 

‘b 


d^ 

1z 


d<^ 

du 


Ainsi,  à chaque  équation  donnée  entre  x,  y,  z,  u,.  . . 

répond  une  équation  linéaire  entre  w,  ci,  y Si  le 

nombre  de  ces  éi[uatioiis  est  égal  à i,  on  pourra  exprimer  / 
des  quantités  m,  a,  y, ..  . en  fonction  des  y.  — i antres, 
et,  en  substituant  les  valeurs,  trouvées  dans  l’expression 

11.  , 45 


■» 
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de  3S,  il  viendra 


— Cl*  -H 


^ (K'w  4- h’ SJ -I- G';(  + . . .)  <Ar. 


Les  fl  — J fonctions  restantes  <o,  ci,  étant  arhi- 

/trali-es,  le  raisonnement  du  numéro  précédent  montre 
(pic  l’on  a 

■ ' K'  = o,  H'  = o,  G’  = o,... 

avec 

c;=o. 

Les  premières  équations  jointes  aux  i équations 
données  ^ (x,y,  z,  u. . . .)  = o, . . . constituent  un  sys- 
tème de  P équations  simultanées  qu’il  faudra  intégrer. 
L’équation  ÿ=o  servira  ensuite  à déterminer  les  arbi- 
ti  aires  et  à achever  s’il  y a lieu  la  détermination  des 
quantités  aux  limites. 

Supposons  que  la  fonction  V ne  renferme  que  deux 
fonctions  y,  z liées  à x par  la  relation 

t, 

*(x,r.  *)  = «>. 


puis 


<C4> 

(/r  ' 


(C4> 

rf4>  J.  . ' 

——0=0,  don  o = 1— *>, 

di  d<t  ' 

dz 


iS  : 


r^izi 

I 

dz 


rf4> 


les  conditions  du  maximum  et  du  minimum  seront  donc 


</<l» 

dz 


H— = 0 et  (?=o. 
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D'une  classe  particulièiv  de  maxima  et  de  minimn 
• relatifs. 

8-W.  Après  avoir  montré  comment  on  peut  trouver  les 
conditions  du  maximum  ou  du  minimum  d’une  intégrale 
définie 


quand  on  ne  s'impose  aucune  restriction,  nous  avons 
considéré  le  cas  où  les  variables  qui  figurent  dans  la  fonc- 
tion V sont  liées  entre  elles  par  des  équations  données. 
11  peut  arriver  aussi  que  les  équations  de  condition  ren- 
ferment, soit  des  dérivées  des  fonctions  inconnues,  soit 
une  ou'plusieurs  intégrales  définies.  Il  n’entre  pas  dans 
notre  plan  de  développer  la  solution  générale  de  cette 
question;  il  nous  suflira  de  traiter  le  cas  le  plus  simple, 
celui  dans  lequel  on  se  propose  de  rendre  maximum  ou 
minimum  l’intégrale  S,  en  imposant  la  condition  nou- 
velle qu’une  deuxième  intégrale  déGnic 


ait  une  valeur  donnée  /.  Dans  ce  nouveau  problème,  qui 
se  ramène  sans  difGculté  à celui  du  n”  8i0,  il  s’agit  de 
trouver  les  conditions  d’un  maximum  relatif  ou  d’un 
minimum  relatif. 

Nous  raisatinerons  ici  comme  au  n"  839  ; le  système 
des  fonctions  inconnues  et  tel  autre  système  aussi  peu 
différent  du  premier  que  l’on  voudra,  peuvent  être  com- 
pris dans  un  système  plus  général  qui  renferme  un  para- 
mètre a.  De  plus,  dans  ce  système,  toutes  les  variables 
s’expriment  par  une  même  variable  t indépendante  de  a. 

. 45. 
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en  sorte  que  S et  S'  sont  des  fonctions  de  a.  Mais  la 
seconde  de  ces  fonctions  doit  se  réduire  à une  constante, 
puisque  rintégrale  S' doit  conserver  la  même  valeur  dans 
le  passaged’un  système  de  fonctions  à une  autre  5 on  aura 

donc  = O,  d'ailleurs  la  <-ondition  du  maximum  ou  du 
ax 


minimum  sera 


f/S 


O,  comme  au  n“839;  ainsi  l’on  aura 


(3)  ' JS  = o,  ^S'  = o. 

844.  Supposons  d'abord  que  V et  V'  ne  renferment 
qu’une  seule  fonction  ) de  la  variable  a:;  les  expressions 
de  dS  et  de  dS'  pourront  être  mises  (n"  883)  sous  la 
forme 

(4)  ■}s  = f;-h  I 3S'  = Çi'-hf 

' Jr. 

Ç',  K',  désignant  des  quantités  analogues  à f?,  K,  respec- 
tivement. Posons,  avec  Cauchy, 

(5)  ' j K'w  f/.r  rrr  , 

• 

on  aura,  en  différentiant. 

(b)  K' (.1  =r  *' (x),  d’où  M — . 

IV 

Comme  (.r,)  est  nulle  d’après  la  formule  (5),  l'expres- 
sion de  d S'  .sera 

(:)  »'s'  = (r  + y(:r.), 


et  celle  de  dS  deviendra,  en  remplaçant  m par  sa 


' ?|--I  _ 


>aleur  (6), 
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r^'  K 

'SS  — (,'4- J — , /(x)iir. 

I 

L’iiitégration  par  parties  donue 

/ ^ “ f -é- 

par  eon.sé(|uent,  si  l’on  désigne  par  K,,  K'  les  valeurs 
de  K et  de  R' pour  X = jt,,  ou  aura,  à cause  decj'(xo)  = o. 


(8) 


* f"-, 


Ÿ(a")  i/x. 


La  fonction  ^(x)  est  entièrement  arbitraire;  elle  est 
assujettie  seulement,  par  sa  définition,  à s’annuler  pour 
X = Xo. 

Cela  posé,  on  voit,  par  la  formule  (7),  que  la  coni’i- 
tion  O,  éejuivaut  à 

ce  (jui  réduit  la  formule  (8)  <à 


^S: 


1 ^ 


) dx . 


La  fonction  <p  (x)  pouvant  être  choisie  .à  volonté,  le 
raisonnement  dont  nous  avons  fait  usage  au  11“  8-K) 
montre  que  la  condition  dS  = o exige 


(!>) 


K, 


K' 


tJ-j^(,'  = o,  --  = 0. 


La  seconde  de  ces  équations  donne,  par  l’intégration. 
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on  aura  ç(t,)  = o,  cl  la  condition  dS' = o donnera 
(p  ( J",  ) = — en  outre  l’expression  de  dS  deviendra 

= (?  + (h  - O . -]rfx; 

d’ailleurs,  l’intégration  par  parties  donne,  à cause  de 
P (x,  ) = — S", 


/•'■K  , K,  -,  f ‘‘V 


if{x)d.r. 


et  il  en  résulte 


Les  fonctions  ip(jr),  o, . . . étant  arbitraires,  la  condi- 
tion dS  exige 


±. 

dx 


H _ ^ 

ïT”  ic' 


La  première  de  ces  équations  donne  ~ = une  constante 

— a \ par  conséquent  les  conditions  du  maximum  ou  du 
minimum  relatif  dont  nous  nous  occupons,  seront 

K-l-aK'=o,  H -+-«H'=o,.  . . , 

avec 

ce  sont  bien  les  conditions  du  maximum  absolu  nu  du  mi- 
nimum absolu  de  l’intégrale  S -I-  oS'. 
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Remarques  sur  quelques  cas  patiiculiers. 

8iG.  Lv  s cas  des  luaxima  ou  des  niiiiima  relatifs  sc 
ramenant  à celui  du  maximum  ou  du  minimum  absolu, 
nous  ne  consirlérerons  ici  que  ce  dernier  cas. 

Reprenons  la  formule 

t 

P X, 

s = I y iix, 

J-r, 

et  supposons  que  \ ne  renferme  qu'une  seule  fonction  > 
de  X avec  ses  deux  premières  dérivées  y".  Si  l'on  pose 


et 


V=/(r,  /.• 

,f\  = XJx  -4-  Yrly  -4-  Y’dj  ' -H  y'.'//', 


la  fonction  inconnue'^'  dépendra  de  l’équation  différen- 
tielle 


(>) 


./Y'  ./‘Y" 

Y — -f-  — ■ ■.  — O f 

<lx  f/x' 


qui  sera,  en  général,  du  quatrième  ordre.  Nou»allons  in- 
diquer quelques  cas  généraux  dan.s  lesquels  on  peut  effec- 
tuer immédiatement  une  ou  deux  intégrations. 

i“  Si  V ne  renferme  pas  y et  que  l’on  ait,  en  consé- 
quence, 

V;=/(x,  j’,  /■), 

Y sera  nulle,  et  alors  l’équation  (i)  se  réduit  à 
dY’  d'-Y’ 

en  intégrant  et  en  désignant  par  C une  constante,  il  vient 

.5)  - Y'-4- = 

itX 


Digilized  bi  GoogK’ 


CHAPITRE  XII. 


CHAPITRE  XII.  • 7|3 

ce  qui  est  une  équation  du  troisième  ordre,  en  général. 

On  peut  opérer  de  la  même  manière  lorsque  V ren- 
ferme un  terme  du  premier  degré  en  y ; car,  dans  ce 
cas,  Y est  constant,  et,  en  intégrant  l’équation  (i),  on  a 

r/Y" 

dæ 


Yar  — Y'-t- 


=c. 


a“  Supposons  que  V ne  renferme  pas  x,et  que  l’on  ait 
V =/(/,/, /')• 

Si  l’on  résout  l’équation  identique 

dS  = Xdy  -I-  \'dy'  -t-  r'dy" 

par  rapport  à Y,  et  qu’on  porte  la  valeur  obtenue  dans 
l’équation  (i),  celle-ci  deviendra 


V ■ 


ou , à cause  de  dy  = y'  dx , dy[  =^y",dx , , 


le  premier  membre  de  cette  équation  est  une  dilTéreniielle 
exacte  ; en  l’intégrant  et  en  désignant  par  C la  constante, 
on  a 


(3)  V-/(^Y'-Î^)-YV  = C. 

équation  différentielle  qui  est,  en  général,  du  troisième 
ordre. 

3“  Supposons  que  V ne  renferme  ni  x ni  j , et  que  l’on 
ait 

y=f{y',y"). 

On  se  trouve  à la  fois  dans  les  deux  cas  que  nous  venons 
d’examiner,  et,  à cause  de  Y = o,  on  aura  ces  deux  inté- 
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grales  premières  de  l’équation  (i),  , 

v-/(r-^)--rv=c, 

O.cl  C'  étant  deux  constantes  arbitraires.  L’élimination 

T 

de qui,  en  général,  contient  seule  la  dérivée  de  j 

dont  l’ordre  est  le  plus  élevé,  donnera  donc  l'intégrale 
seconde  • 

(4)  v = YV'  + cv  + c. 


Application  de  la  méthode  des  variationt  à la  solution 
de  quelques  problèmes. 

847.  PnOBLÈME  I.  — Trouver  la  ligne  la  plus  courte 
entre  deux  points. 

Soient  x„,  y^,  z„  et  x, , i ,,  z^  les  coordonnées  des  ex- 
trémités de  la  ligne  demandée,  par  rapport  à trois  axes 
rectangulaires.  La  longueur  de* cette  ligne  sera 


(«) 


i'’  <tr. 


On  a donc  ici,  en  conservant  toutes  les  notations  dont 
nous  avons  fait  usage  précédemment, 

y d/ z'dd 


V = y I + -t- 2'S  dy  = 


puis 


q 1 -^y^  -+• 

t 


Y'  — 


X = o,  Y = o,  Z = o, 

.r'  z' 


Z': 


Les  équations  qui  déterminent  les  fonctions  inconnues, 
savoir  :R  = O,  H = o,  sont 


dT 

dx 


dx 
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d’où  l’on  conrlul  x ^ 

Y'  = const. , Z'  = const. , 

et,  par  suite, 

y = C,  z'==C'i  • 

on  tire  de  là , par  une  nôuvellc  intégration , 

(a)  r=:Cx-4-C. , z = C'j-  + C',  ; 

ainsi  la  ligne  demandée  est  une  ligne  droite. 

La  condition  <?  = o est 

{V.  - Y', y,  - Z\  z\  ) J.r,  -I-  Y',  3 Y,  -h  Z,  3 Z, 

- ( V.  - Y'.y.  - Z.  z\  ) 3-r.  - Y'.  3r.  - t,  3 Z.  - O, 

en  employant  les  indires  o et  i pour  représenter  les  va- 
leurs que  prennent  aux  limites,  les  diverses  quantités  que 
nous  considérons.  Si  l'on  désigne  par  ds  la  difl'érentielle 
de  l’arc  de  la  ligne  demandée,  compté  à partir  d’une  ori- 
gine quelconque,  on  pourra  écrire 


d.r 

et  V — Y'r'  — Z'z'= 

as 


' ds 

la  condition  relative  aux  limites  est  donc 
f / ^■r\  . /dr j 


- 

S48.  Passons ']i|. la  détermination  des  constantes.  Si  les 
extrémités  de  la  ligne  demandée  sont  données,  les  varia- 
tions Jxoj  3yo,  ^fo’,  J'Si  sont  nulles,  et  la 

condition  (3)  est  satisl'aite  d' elle-même.  Alors,  on  déter- 
minera les  constantes  C,  C,,  C',  C,  en  exprimant  que  la 
droite  représentée  par  les  équations  (a)  passe  par  les  deux 
points  donnés  (x,,  jo,  s,),  (x, , , z,).  ' ,, 

Si  les  extrémités  ne  sont  pas  données  et  que  leurs  roor- 
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données  soient  liées  entre  elles  pari  équations  données, 
on  différenticra  ces  équations  avec  la  caractéristique  S, 
puis  on  éliminera  / variations  entre  les  équations  obte- 
nues et  la  formule  (3);  enfin  on  égalera  à zéro  les  coeffi- 
cients des  6 — I variations  restantes.  En  tenant  compte 
des  / équations  données  et  de  celles  qui  expriment  que 
la  droite  (a)  passepar  les  points  (xo Toi  2o),  (X|,^i.  Si). 
on  aura  les  lo équations  nécessaires  pour  déterminer  les 
coordonnées  des  extrémités  et  les  constantes  arbitraires. 

Considérons,  par  exemple,  le  eas  où  les  coordonnées 
Xni  ^0  sont  indépendantes  de z,  ; l’équation  (3) 
se  décomposera  en  deux  autres,  savoir  : 


(4) 


t/jc,  (ly,  dz,  , 

— Jx,  -t-  -—  J/,  -I-  oz,  = 0, 

<ir,  n.v,  az, 

— Sx, + — Sr,  H-  — dz,  = O. 

ds„  ds,  ds. 


Supposons  que  l’extrémité  (xo,_Xo»  ■*«)  soit  assujettie 
à demeurer  sur  une  surface  donnée  ayant  pour  équation 

F 1 X. , =»  ) = 0,  , 

on  aura  . y ■ ; 

Si  l’on  élimine  ox»  entre  cette  é(|uationet  la  deuxième 
équation  (4),  puis  qu’ensuite  on  égale^î  zéro  1^  coéffi-, . 
cients  dtî  d)  0 et  de  on  aura 

dx,  dy,  dz, 

-yt  ds,  ds,  , 


rfF  , rfF  , dF  , , 

0/,  -t-  — Sz,i 
dx,  d^,  dz. 


'!L 

dx. 


ce  qui  exprime  que  la  ligne  de  longueur  minima  est  nor- 
male à la  surface  donnée,  résultat  conforme  ^ celui  qu'un 
a obtenu  au  n"  1S7. 
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Si  l'extrémité  (Xo-  Xo.  ■z,)  est  assujettie  n rester  sur  une. 
courbe  donnée  ayant  pour  écjualions 

f {Xj  1 J n i ) O . f ai  / O t 


>IT 

fij;. 


,tv 

<ljr. 


S y. 


,IŸ 


df  , df  , ,lf  , 

— — J X„  + — 0 ) , -4-  lî  O . 

(iaX^  ,,  U Wÿ 

Les  variations  (ÎT„,  dj  o)  dont  ces  équations  déter- 
minent les  rapports,  sont  proportionnelles  aux  co^sinus 
des  angles  que  fait  avec  les  axes  la  tangente  à la  courbe 
donnée  au  ]M>ini  (Xo,j'oi  ^o);  donc  la  deuxième  équa- 
tion ( 4 ) exprime  que  cette  courbe  donnée  a pour  normale 
la  ligne  de  longueur  ininima. 

Il  est  évident  que  ce  qui  précède  s’applique  h l’une  et  à 
l’autre  des  <içux  extrémités  de  cette  ligue. 

St9.  Au  lieu  d’appliquer  les  formules  générales,  on 
peut  chercher  directement  les  conditions  du  minimum  de 
l'intégrale 

S = I 4/  1 -t-  -j 1-  -J—  d.r  I -y-  flx 

V dx-  dx‘  d.r 

en  procédant  comme  nous  l’avons  indiqué  au  u°  S31) 
On  a 


^S: 


C'  y 


ou  lîS 


I Sds  \ 


or  l'équation  rfs’  = r/.r’-f-  /7-y’  dz‘  donne 

dsods  dxSdx  -J-  dyàdi  -4-  dz^t/z, 


donc 


dr  ' dz  I 

<fat  -f-  ---//a:), 

as  f/s  f ■ 
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ce  qui  devient,  au  moyen  de  l’intégration  par  parties, 


■/(' 


-'|"4 


riyd 


dj_ 

ds 


Szd 


±\. 

ds  / 


Les  variations  ox,  o/,  âz  étant  abitraircs  sous  le  signe  f y 

celles  des  conditions  du  minimum  qui  déterminent  les 
fonctions  inconnues  seront 


.d.” 

'*d-s=°' 


,dy 

d~—o, 

as 


Hz 

'‘ds^°’ 


ces  trois  équations  se  réduisent  à deux,  et  on  en  conclut, 
comme  au  numéro  précédent, 

dr  dz 

— = const.,  — = const. 
dx  djc 

Nous  nous  dispensons  d'écrire  les  conditions  aux  limites 
qui  sont  évidemment  celles  déjà  obtenues. 

850.  Problème  II.  — Trouver  la  ligne  la  plus 
courte  entre  deux  points  donnés  sur  une  surface 
donnée. 

La  ligne  demandée  est  dite  une  ligne  géodésique. 
Soient  (x„,  z„),  (x, , yy,  z,)  les  coordonnées  des 

points  donnés  rapportés*  à trois  axes  rectangulaires,  et 

(l)  F(x,  J-,  S)=:0 

l’équation  de  la  surface  donnée. 

Conservons  toutes  les  notations  du  numéro  précédent  ; 
la  valeur  obtenue  pour  dS  convient  au  cas  actuel,  et  les 
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conditions  du  minimum  ou  du  maximum  seront  encore 

. ^ - ^2 

(2)  $xd  — \-  d ~ — $zd  z=z  Of 

' ds  ds  ds 

seulement  les  variations  ox,  $y.,  àz  doivent  ici  satisfaire 
à réqualion 

,/x  . ''F»  *’■ 

(4)  — -H  — dj  -4-  O. 

<ix  <!_r 

Si  l’on  élimine  àz  entre  les  équations  (a)  et  (4)>  puis 
qu’on  égale  à zéro  les  coefficients  des  variations  restantes 
Jx,  oy,  il  viendra 

y±  h'Il 

, ^ , ds  ds  ds 


il  est  facile  de  voir  que  les  deux  équations  contenues  dans 
cette  formule  SC  réduisent  à une  seule,  à cause  des  égalités 

dF  dx  dF  dy  dF  dz 

dx  ds  dy  ds  dz  ds 

d.r  dx  dy  ,dy  dz  ,dz 

-rf—  rf— — d — — O, 

ds  ds  ds  ds  ds  ds 

dont  la  seconde  s’obtient  en  différentiant  l’identité 


(Ê)-(^y*(sy=' 


La  courbe  cherchée  sera  donc  déterminée  par  deux  des 
trois  équations  (i)  et  (5).  Les  constantes  introduites  par 
l’intégration  et  les  coordonnées  x,,j'o , z, , x, , z,,  si 
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elles  sont  variables,  se  détermineront  ensuite,  sans  diffi- 
culté, en  faisant  usage  des  équations  aux  limites. 

Les  numérateurs  des  rapports  (5)  sont  proportionnels 
aux  cosinus  des  angles  que  fait,  avec  les  axes,  la  normale 
principale  de  la  ligne  géodési(|ue;  d’ailleurs  les  dénomi- 
nateurs sont  proportionnels  aux  angles  que  fait,  avec  les 
mêmes  axes,  la  normale  de  la  surface  donnée;  donc  les 
deux  normales  coïncident,  et  l’on  a ce  théorème  : 

Le  plan  osculateur  d'une  ligne  géode sique  d'une  sur- 
face est  constamment  normal  à la  surface.  . 

La  propriété  d’être  la  ligne  la  plus  courte  entre  deux 
points  n’a  pas  nécessairement  lieu  pour  tous  les  arcs 
d'une  ligne  géodésique.  Ainsi  sur  la  sphère,  les  lignes 
géodésiques  sont  des  grands  cercles,  et  si  l’on  prend  deux 
points  sur  la  circonférence  de  l’un  de  ces  grands  cercles, 
la  propriété  du  miniinuin  n’appartiendra  qu’à  l’arc  infé- 
rieur à une  demi-circonférence. 

8.^1.  PnoBLF.ME  III.  — Trouver  la  courbe  plane  qui 
passe  par  deux  points  donnes  ou  assujettis  à des  condi- 
tions données.,  et  qui  engendre  une  aire  minima  en 
tournant  autour  d’un  axe  donné  dans  son  plan. 

Si  l’on  prend  deux  axes  rectangulaires  dans  le  plan  de 
la  courbe,  dont  l’un,  celui  des  x,  coïncide  avec  l’axe  d<; 
rotation,  l’aire  dont  on  demande  le  minimum  sera  le 
produit  par  an  de  l’intégrale 

%>  T 

On  a donc,  en  se  réporlant  aux  formules  eénérales  du 
n"  833, 

V -V  v-r-t-.t  • X - O.  Y Y'  = 


L’ équation 
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<iY' 

K = O,  ou  Y --=:o, 

dx 


?2l 


loiubf  dans  l’iiii  des  cas  du  n”  8i6,  et  elle  a pour  inté- 
grale première 

V=Y'r'-(-c  ou  — =.  c, 
c étant  une  constante  arbitraire.  On  tire  de  là 


edy  ,,  , X — Cl 

dx  = — d ou  


= log 


X + v^.r  ’ — c’ 


3t  étant  une  constante  arbitraire.  On  peut  écrire 

X — « 


+ lixlxzJl  — J~~  ,r  — y/r*  — c'  _ ^ T 


d’où 


fx—  « X —a"] 


ce  qui  est  l'équation  d’une  chaînette. 

L’équation  aux  limites  = o est  ici 

(ô.r, ô/,)—  {Sx,  + yjy,)  =o; 

elle  servira  pour  la  détermination  des  coordonnées  .x’i,  J'i 
et  lorsque  celles-ci  seront  variables. 

Si  les  extrémités  sont  données,  l’équation  de  la  courbe 
suffira  pour  déterminer  les  constantes  c et  a;  supposons, 
par  exemple,  que  les  ordonnées  de  ces  extrémités  soient 
égales,  et  prenons  pour  axe  desj'  la  perpendiculaire  à 
l’axe,  menée  à égale  distance  de  ces  deux  points.  On 
aura  x,  = — x„  \ par  suite,  la  constante  « sera  nulle,  et 
l’on  aura,  pour  l’équation  de  la  courbe, 
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la  coDslaiile  r se  déterminera  donc  par  la  condition 


Si  le  rapport  — est  inférieur  à une  certaine  limite  qu’on 

détermine  aisément,  la  précédente  équation  n’a  aucune 
racine  réelle  c;  dans  ce  cas,  il  n’existe  ni  minimum,  ni 
maximum . 

I.orsque  les  extrémités  sont  mobiles  sur  des  courbes 
données,  ou  a 

S.r,  ■+-  y,  iy,  — o,  5 X,  -(-  y,  5 y. , 

et  l’on  conclut  facilement  de  là  que  la  chaînette  demandée 
est  normale  aux  deux  courbes  données. 

852.  Problème  IV.  — Étant  donnés  deux  points  A 
et  B,  trouver  la  courbe  AMB  que  doit  suivre  un  point 
matériel  pesant  pour  aller  du  point  A au  point  B dans  le 
temps  le  plus  court. 


O 


r 


La  courbe  demandée  est  dite  b rachis  tochrone . Pienons 
trois  axes  rectangulaires  dont  l’un,  celui  des  x,  soit 
parallèle  à la  direction  de  la  pesanteur,  et  désignons  par 
(.r„,jo,  Zo))  ^i)  les  coordonnées  des  points  A 

et  B.  L’accélération  duc  à la  pesanteur  étant  désignée 
par  g,  et  ) ',  z'  représentant  comme  à l’ordinaire  les  dé  - 

rivées  -~i  le  temps  employé  par  un  corps  pesant,  par- 
tant du  repos,  pour  aller  de  A en  B est  égal,  comme  on  le 
démontre  en  \Iécani(|tie,  au  produit  de  la  constante 
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par  l'intéf^rale 


r^'  \/i  + r'-  + î’’ 

= 1 - - d,-i 

Jx,  \j.r  — .r. 


il  s’agii  de  trouver  les  conditions  du  niininuim  de  S.  Ou  . 


a ICI 

* — » — 
V .r  — J , 

a(x-.r,)^ 

y' 

, Z'  = 

V'x  — v'ï 

tjx  — .r, 

puis 

H - 

Comme  les  points  A et  B sont  donnés,  les  conditions 
du  minimum  seront  ici 

dX'  d'U 

dx  ~ d.r  ~ 

d’où 

y'  r,  — c\ 

c et  c'  étant  des  constantes  arbitraires.  Ou  a donc 

jr’  — c\Jx—x,  y/l  +^'"-4-  v'x  — J,  y'  1 s", 

d’où 

. r 


intégrant  et  désignant  par  c"une  nouvelle  constante  arbi- 
traire, on  a réquation 


î = — r -4-  r 
c ’ 


qui  est  celle  d’un  plan  vertical  contenant  la  courbe  de- 
mandée. Ce  plan  passe  par  les  deux  points  donnés,  et  par 
conséquent  il  est  déterminé;  on  peut  le  prendre  pour  ce- 
lui des  xy,  et  alors  ou  a c' = o,  c"=^o,  d’où  z = u, 


Z = o,  et 


^■'  = cv'x— X,  y'i 
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Résolvant,  par  rapport  à j'=  il  vient 


djr 

ce  qui  est  l’équation  d’une  cycloïclc  dont  la  base  est  hori- 
zontale (n”  231  );  on  achèvera  de  déterminer  celte  courbe 

par  la  condition  qu’elle  passe  par  les  points  A et  B;  est 
ici  le  diamètre  du  cercle  générateur. 


853.  Supposons  maintenant  que  les  extrémités  A et  B 
ne  soient  pas  données,  mais  qu’elles  soient  assujetties  .à 
certaines  conditions.  L’équation 


a toujours  lieu,  et  par  conséquent  la  courbe  demandée 
est  encore  située  dans  un  plan  vertical.  Bien  que  ce 
plan  soit  inconnu,  rien  n’empècbe  d’y  choisir  deux 
axes  pour  y rapporter  la  courbe,  et  l’analyse  du  numéro 
précédent  prouve  que  cette  courbe  est,  dans  tous  les  cas, 
une  cycloïde. 

Tout  se  réduit  ici  à déterminer  les  points  extrêmes  et  le 
rayon  du  cercle  générateur.  L’équation  aux  limites  (J  = o 
est  ici 

^ — T f — Z'  z')Sx  +T  S y +Z'  S.r,  j '^rfx  = o; 

or  on  a 

rfV_  d\  _ 

dx„  dx  ’ 

donc 

d\ 

-ldxz=—  x.dx  = ( Y'rf/'  -t-  Z'dz  — d\). 
dx. 
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et,  parce  que  Y'  et  TJ  ont  des  valeurs  constantes, 

4^  ^ = r/(Y'r'  + Z'*'-  V); 

(tJC  ^ 

noire  équation  devient  donc 

I (V- Y'.r'  — Z'î')uV  + -K/.'Jî 

V-  Y'/  — Z’z'J  ^.r,  = o; 

ou,  en  remplaçant  V,  Y'  et  Z'  par  leurs  valeurs, 

[S  Jr j' S y z' S Z TF  ' 

v^— J-.y  Lv^  '"  — ’ 

Knfin,  comme  on  a 

y/T— TriVT^^+T'’  ~~  y ~ 

si  l'on  désigne  par  X la  valeur  commune  de  ces  rapports, 
les  produits  "kj'  et  kz'  étant  constants,  on  aura 

.t  B — k \ y ^ ^ fl  ^ I “ 1 , 

et.  par  conséquent,  l’équation  de  condition  sera,  après 
la  suppression  du  facteur 

{^.r,  -f- j'  3y,  -t-  z\Sz,)  — [3.r,  +jr\ Sy,  ■+■  z\Sz.)  = o. 

Quelles  que  soient  les  conditions  aux({uellcs  les  points 
extrêmes  doivent  satisfaire,  on  achèvera  maintenant  la 
solution  sansdiilicullé.  Suppesonsque  chacun  de  ces  points 
soit  assujetti  à être  sur  une  courbe  donnée  : on  aura  sé- 
parément 

Jj-,  y\  3y,  -I-  z\  Jï,  = 0, 

+y',  3y.  -4-  Z,  Sz,  = O, 

d’où  l’on  conclut  facilement  que  la  brachislochrone  est 
normale  à la  courbe  donnée  qui  passe  par  le  point 
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jati 

d'arrivée,  et  <]ius  la  tangente  de  la  seconde  courbe 
donnée,  au  point  de  départ,  est  perpendiculaire  à la 
tangente  de  la  hrachistochrone.  au  point  d'arrivée, 

85  t.  PuoblèmeV. — Trouver  une  courbe  plane  AMI? 
telle,  que  l'aire  A1?CD  comprise  entre  l'arc  AMlî,  les 
rayons  de  courbure  AC  et  BD,  qui  correspondent  aux 
deux  points  extrêmes  A,  B,  et  l'arc  de  la  développée  CD 
compris  entre  les  centres  (le  courbure  C,  D,  soit  un 
minimum. 


Soient  MK  le  rayon  de  courbure  en  un  point  M de 
l’arc  AM  = M'K'  un  rayon  de  courbure  infiniment 
voisin;  l’aire  comprise  entre  ces  rayons  et  les  deux 
courbes  sera  évidemment  égale  à l\ds  (i4-t),  £ étant  un 
infiniment  petit.  Si  donc  on  rapporte  la  courbe  à deux 


R 

M' 

M S 


V 


H X 


axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  l’intégrale,  qui  doit  être  un 
minimum,  sera 


Jr.  Jt.  r 


Ainsi  l’on  a 


V = r, s X = o,  Y = o; 


on  est  donc  dans  l’uu  des  cas  du  n“  8-iG,  et  ré<|ualion 
du  minimum  admet  l’intégrale  seconde 


V = C-+-C'x'  -l-YV'. 
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Posons 

(ir  . dr 

(tui.s 

C = 4"™**>  C' = — 

a cl  a clam  de  nmivcncs  arbilraircs,  noire  cquation  de- 
viendra 

• R =:  4"  — a). 

Mais,  si  l'on  faii  loui'iier  les  axes  d'un  aii^Ie  a,  cl  que 
l’on  désigne  loujours  par  l’inclinaison  de  la  langcnie  de 
la  courbe  clicrchce  sur  l'axe  des  x,  on  aura  plus  sim- 
plcmcnl 

R = f/.t  = 4 " 

car  r/ij)  est  évidemment  égal  à l’angle  de  contingence.  On 
a ensuite 

tir  — </r sin  y = 4 “ sin’y  //«  = ?.«  (i  — cos 7. y}  titj, 
tly  — fis  cosy  = 4"  ? cosy^/y  t=  ?.«  sin 

d’où,  eu  intégrant  el  en  désignant  par  x„.  > „ de  nouvelles 
constantes  arbitraires, 

T — X,  = n ( 7, y — sin  2 y , y — .1  « (i  — cos 7 y \ ; 

ou  voit  que  la  rourbe  demandée  est  une  cycloïde. 
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855.  Problème  VI.  — Étant  donnés  deux  axes  rec- 
tangulaires Ox,Oy  et  deux  points  C,  D dans  leur  plan, 
on  demande  de  trouver,  parmi  toutes  les  courbes  de 
longueur  donnée,  situées  dans  ce  plan  et  terminées 
aux  points  C,  D,  celle  pour  laquelle  l'aire  ABCD  com- 
prise entre  la  courbe,  l'axe  des  x et  les  ordonnées 
extrêmes,  est  un  maximum. 

L’intégrale  qu’il  s’agit  de  rendre  maxima  est  ici 


et  l’on  doit  avoir 

S’=  r ' dr  = l, 

l étant  une  longueur  donnée.  Il  faut  alors  (n”  8-13)  clier- 
rher  le  maximum  absolu  de  l'intégrale 

S-i-aS’—f  ix -ê  n y/l f’)  dr, 
vjr, 

a étant  une  indéterminée.  On  a ici 

fiy* 

V=/ -f- « V'^I  + r",  X = o,  Y = i,  Y’=  — ■ - - ' 

v'>  + r'’ 

et  l’on  est  dans  le  deuxième  des  cas  du  n°  8i6;  l’équation' 
du  maximum  admet  l’intégrale  première 

a 

V — X Y r ou  / H -=;.rr=L  r=  Cf 

V I -+-  ,r'’ 

e étant  une  constante  arbitraire.  On  tire  de  là 


V"’  — ('•  — /)’ 

d’où 

X — c'  = — (c  — _r)’  ou  (x  — c')’  -t-  (j'  — c)'  = a*. 

La  courbe  demandée  est  donc  un  arc  de  cercle  de  rayon  a. 
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856.  PnoBLiME  VII.  — Parmi  toutes  les  courbes  iso- 
périmètres  que  l'on  peut  tracer  sur  un  plan  entre  deux 
points  donnés,  quelle  est  celle  qui,  en  tournant  autour 
d'une  droite  donnée  dans  le  même  plan,  engendre  la 
plus  grande  ou  la  plus  petite  surface  de  révolution  ? 

L’intégrale  qui  doit  être  maxima  ou  miniina  est 


et  l’on  a,  en  outre, 


5'=J  "^‘v/T+ÿ’rfx  = /; 


il  faut  donc  chercher  le  maximum  ou  le  minimum  ab- 
solu de 



S4-nS'=  / [y a)^ i-^ y- ilx . 

Comme  a est  une  constante,  le  calcul  h exécuter  est  le 
même  que  celui  du  Problème  III  (u“851  ),  et,  par  consé- 
quent, la  courbe  qui  engendre  la  plus  grande  ou  la  plus 
petite  surface  est  une  chaînette. 

867.  Problème  VIII.  — Parmi  toutes  les  courbes  iso- 
périmètres,  quelle  est  celle  à laquelle  répond  le  volume 
de  lévolution  minimum? 

L'intégrale  qui  doit  être  un  minimum  est 


et  l'on  a,  comme  dans  les  précédents  problèmes, 


S'=  f ' \fl-hy'^l/.r  — l. 
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Il  faut  chercher  le  minimum  absolu  de 


S-t-<lS'=  J'  (y’ -i- a 


On  a 


X = o,  Y = 2j^,  Y'=— ^._r- 

♦ V • J"  ■ 

\ 'par  conséqucni,  on  aura,  comme  dans  le  Problème  VI, 

V— j-'Y'  = f 

pour  l’intégrale  première  de  l’équalion  diÜ'érenlielle  qui 
exprime  la  condition  du  minimum,  c’est-à-dire 


v = -(- 


V 


ou 


</.r  = 


(jr’  — r'  itr 

yi  ’ 

v«’—  x — n- 


ce  qui  est  l'équation  dill'érentielle  de  la  courbe  élastique 
(n“  709). 

858.  Problkke  IX.  — Déterminer  la  courbe  plane 
qui,  en  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan, 
engendre  la  surface  mininia  renfermant  un  vnhntw 
donné. 

% * 

L’intégrale  qui  doit  être  minima  est 


S = 


et  l'on  a 


X I H- J 'd.T 


S'=  Ç jV.r  = const.  = /. 

^ -r. 

Nous  chercherons  le  minimum  absolu  de  l’inlcgrale 
2«S-f-S'=  / 2u) 
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a étant  une  indéterminée.  On  a 


y = ^ay  y' , X = o, 

et  l’on  aura  ici  encore  pour  l’intégrale  de  l’équation  qui 
répond  au  minimum 


ou 


y —yy'~±b\ 


>j\+y 

b étant  une  constante  arbitraire.  On  tire  de  là 

(y^zh  b')iir 


fljc 


(7>rfc  *')’ 


Cette  équation  n’est  autre  que  celle  dont  nous  nous 
sommes  occupé  au  n°  712,  et  qui  appartient  à la  couibe 
décrite  par  le  foyer  d’une  ellipse  ou  d’une  iiyperbole  qui 
roule,  sans  glisser,  sur  une  droite  fixe  située  dans  son 

P*®"- 

y' 


/ 


Fl»  DU  TOME  SECOND. 
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